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Examen- Jeudi 11 janvier 2017-corrigé

Exercice 1. 1. Pour cette question, on se place dans un espace métrique (X, d). Soit un réel eg > 0
et une partie Y de X telle que pour tout couple (a,b) de points distincts de Y, on ait d(a,b) > &g.

(a) Soit une suite (Y, )nen d’éléments de Y qui converge vers x € X. Montrer qu’il existe un entier
ng tel que pour tout n > ng on ait y,, = =.

Comme (Yn)nen converge vers x, il existe une entier ng > 0 tel que pour tout n > ng on ait
d(yn,x) < g9/2. Alors, pour tous n > ng et n’ > ng, on a

d(ymyn/) < d(yn,x) + d(xa yn’) < €&p-

Par la propriété de Y ci-dessus, on en déduit que pour tous n > ng et n' > ng, Yn = Yn’-
Ainsi, (Yn)n>n, €st constante et comme elle converge vers x, on a pour tout n > ng, yYn = .
(b) En déduire que Y est un fermé de X.

D’apres la question précédente, si une suite (Yp)nen d’éléments de Y converge vers x € X,
alors il existe un entier ng tel que x = y,,, et en particulier x € Y. Ainsi, Y est fermé.

2. Soit F un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire possédant une famille orthonormale (eg)g>o-

1
On considére F = { (1 + k) ex: k> O}.

(a) Montrer en utilisant la premiére question que F est fermé.
Soit k, k' deux entiers strictement positifs distincts. Comme ey, et ey sont deuzr vecteurs de

normes 1 orthogonauz, on a
2
1 ! 1 L 1 ! 1 L 1 ! 1 !
+E €k — +? k! +% e — +@ €k +E €k — —l—p ek’
2 2
1 1
1 —|— E €L + 1 + E (7%
2 2
1 ! 1 ! >2
+ % + + wl =

Ainsi, F satisfait la propriété de la premiére question avec g = /2.
(b) Montrer que d(0g, F') = 1.

k k
vers linfini, on en déduit que d(Og, F) = 1.

1 1 1
Pour tout k >0, d <OE, (1 + ) 6k> =14+ ->1 et commel+ T tend vers 1 quand k tend

(¢) En déduire que O n’a pas de projection sur F'.

D’apres ce qui précede la distance de O o F n’est pas atteinte donc Og n’a pas de projection
sur F.

3. On se place dans I'espace de Hilbert L?([0,1]). On rappelle la formule trigonométrique suivante :

1
Va,b € R cosacosb = i(cos(a +b) + cos(a — b)) .



(a) On consideére la famille (uy)r>1 définie par ug(z) = /2 cos(kmx) pour tout = € [0,1] et tout
k > 1. Montrer que c’est une famille orthonormale.
Soit k, k' deux entiers strictement positifs distincts.

1 1 1
||uk||§ = lug (2)|*dx = / 2 cos? (kmx)dx = / (cos(2kmz) + 1)dx =1, et
0 0 0

(ug,upr)y = /0 2 cos(kmz) cos(k'mx)dx = /0 (cos((k + k' )ymx) + cos((k — k') mx)dz

1

= [(k—i—lk’)wsm((k + E)mx) + (k_lk/)ﬂsin((k - k;’)ﬂ'x} =0.
0

(b) En déduire un exemple d'une partie fermée G de L?([0, 1]) telle que 'application nulle n’a pas
de projection sur G.

k

cation nulle, c.a.d. le vecteur nul de L*([0,1]), n’a pas de projection sur G.

1
1l suffit de considérer [’ensemble G = { (1 + > ug: k> 0}. D’apres la question 2, Uappli-

Exercice 2. On considére la fonction
f : R+ X R+ — R
(z,y) — e~ sing

1
et la famille de fonctions g, : Ry — R définie par g,(y) = T (1 — e~ (cos a + y2 sin a)) pour
Y

aeRyetyeR,.
1. On fixe un réel a > 0.

(a) Montrer que
+oo | _ g—ay’

/ |f(z,y)|dzdy S/ ——dy.
[0,a] xRy 0 Y

(Pour cette question, il est demandé de citer explicitement le théoréme utilisé. Il en est de
méme pour la suite.)

/ |f(z,y)|dzdy = / ey’ | sin z|dzdy < / e*““*yzd:rdy.
[07a]><]R+ [07G]XR+ [O,CL]XR+

Par le théoréme de Fubini-Tonelli appliqué a la fonction positive (z,y) — e*wz, on a

5 “+oo a 9 “+oo _ efzyQ @ “+o0 1 _ efay2
/ e~ dxdy =/ </ e " dx) dy :/ — dy = / ———dy,
[0,a] xR 0 0 0 Yy 0 0 Y

ce qui permet de conclure.
(b) En déduire que la fonction f est intégrable sur [0,a] x R.

1—e v’
Y= 5 est positive et continue sur |0, +00].
)
1 eov’
Eny=+o00, ——5—— ~ — qui est intégrable sur [1,+ool.
Y too y
2
1—e™% ay® + o(y?
Eny=0, 5 _ Y Q(y)—>a,
Yy Yy y—0
_ ooy’

La fonction y — est donc intégrable sur |0,4o00[ et par la question précédente, on

2
en déduit que f est intégrable sur [0,a] x R.



(c) Montrer que

@ sing oo e
/[07a]><]R+ f(z,y)dzdy = (/0 NG dm) (/0 e du) )

Comme [ est intégrable sur [0,a] x Ry, on peut appliquer le théoréme de Fubini :

a +oo 5 a —+oo 5
/ flx,y)dxdy = / (/ e Y sin:rdy) dr = / sinx (/ e Y dy) dx.
[0,a] xRy 0 0 0 0

Pour x fizé strictement positif, le changement de variable u = y/x donne

/+OO 7zy2d 1 /+°o 7u2d dou
e Y= — e u, d’ot
0 vV Jo

/ o, y)dad /a . 1 /+Oo ~2 g\ 4 /“ sinxd </+°O —u? >
z,y)dzdy = | sinz [ — e u | de = x e ul .
[0,a] xR 0 vV Jo 0o VT 0

(d) Montrer que pour tout y € R,

a
/ e~ sinzdy = 9a(y).
0

a
(Indication : on pourra calculer / ¢*(=v) 4y ou faire deux intégrations par partie.)
0

a a
Soit y € Ry. L’intégrale / e~ sinadz est la partie imaginaire de / (=) gy
0 0
Or,

. 2 a . 2 . 2 3 2 .
/a o2li-9%) g — e.?c(z—y ) _ ea(z-—y ) —1 _ ea(z-—y ) 1 _ (1- eali—y ))(yQ + ’L)-
0 (-9 _, (-9 (i—y?) (1+y)

D’ou,

2
a 1—e % ((sina)y? + cosa
/ e~ sin zdx = ( Jv ) = ga(y).

0 (1+y*)
teo o N3
(e) En utilisant le fait que / e " du= 5 en déduire que
0

@ sinx

2 +oo
7dw=f/ 9a(y)dy.
0o VT T Jo )

D’apres la question (c¢), on a

a o +oo a o
/ flz,y)dzdy = / e dx (/ e“Qdu> = ﬁ/ S dx.
[0,a] xR 0o VT 0 2 Jo vz

A nouveau par Fubini et par la question précédente, on a

+o0 a 5 +oo
/ f(z,y)dady = / (/ e ™Y sinxdm) dy = / 9a(y)dy.
[0,a) xR 0 0 0

a

Ainsi,
sinx

2 [t
7@:7/ 9a(y)dy.
0o VT ™ Jo )



—+o0
2. Soit (an )nen une suite d’éléments de R, tendant vers +o00. Montrer que la suite (/ Ja, (y)dy)
0 neN

1

+oo
converge vers — dy.
gevers [ gy

Pour tout n € N, la fonction g,, est continue sur [0, +oo] et donc borélienne.
1

n_>—+>oo W et pour tout n € N,

Pour tout y € [0,+00[, on a ga, (y)

2 + 92
14+ y*

19, )] < 7= (1+ ¢~ (|cosal + y?|sinal)) <

1L+y?

2

Toi et intégrable sur [0,4o00[. On peut donc appliquer le théoréme de convergence
Y

dominée ce qui donne le résultat.

Or, y —

sinx

Jz

+oo
3. En déduire que l'intégrale impropre de Riemann / dx est semi-convergente.
0

D’apres les deux questions précédentes,
¢ sinx

d 2 /+OO ! d
— — — — dy.
o VE Casve Vil Tyt

o , , T sing . 2 [t 1
Ainsi, Uintégrale impropre de Riemann / dx est semi-convergente et vaut —/ — .
0 0

VT NS 1+y
4. Soit h : R — R défini h(t) 2t + 2 teR
. : — - '
Ol elnnlie par 2t2+2t—|—1 (2t+1)2+1pour
4
(a) Montrer que pour tout ¢t € R, onah(t)Jrh(ft):m.
Soitt € R. On a
20+ 1 2 —2t+1 2
h(t) +h(—t) =
(1) +h(=t) 2t2+2t+1+(2t+1)2+1+2t272t+1+(—2t+1)2+1
2t + 1 —2t+1 2 2
= 2 + 52 + 2 + 2 ‘
2242t 4+1 22 -2t +1 (2t +1)24+1  (=2t+1)2+1
Or,
2t+1 N —2t4+1 (204 1)(22 +1 = 20) + (=2t + 1)(26° + 1+ 2t)
2242t +1 22 —-2t+1 (262 + 1+ 2t) (262 + 1 — 2¢)
C2(—4t) + AP 22— 4
(224 1) — 42 Attt
et
1 N 1 (2t4+ 1) +1+(-2t+1)2+1
(2t+1)2+1 (=2t+1)2+1  (2t+1)2+1D)((=2t+1)2+1)
B 4 + 8t*
(42 4+ 2+ 4t) (412 + 2 — 4t)
_ 4 + 8t
(42 +2)2 — 1612
A8t 142
16t 44 At 1
D’ou,
2 — 4¢? 1+ 2t? 4
h(t) +h(—t) = ——+2 = .
() +h(=1) 4t4+1+ <4t4+1 4t +1



4

(b) En déduire que la fonction ¢ — yrren

a pour primitive la fonction

1 202 + 2t + 1
t— 5111 <2t2—2t—|—1 =+ arctan(l —+ 2t) — arctan(l — 2t)
2l imitive t 11 (2t2+2t+1) et t imiti
e — = >
2t2 T Qt T 1 a pour primziiive 2 n e (Qt n 1)2 n 1 a pour primaitive

t — arctan(1 + 2t).

1
La fonction h a donc pour primitive la fonction H : R — R définie par H(t) = 5111(2152 + 2t +
1) + arctan(1 + 2t) pourt € R.
Alors, la fonction t — h(—t) a pour primitive t — —H(—t).

Par la question précédente, on en déduit que la fonction t — a pour primitive la

4t +1
1 1
fonction t 5ha(mt2 + 2t + 1) + arctan(1 + 2t) — 51n(2t2 — 2t + 1) — arctan(1 — 2t) =

1 <2t2+2t+1

5l 2t22t+1> + arctan(1 + 2t) — arctan(1 — 2t).

+o0 4
(¢) Vérifier alors que /0 yrra dt = .

+oo 4 .
/0 41 41 N

1 1
= ilnl +7/2—(—7/2) — ilnl — arctan(1l) 4+ arctan(1) = .

—+oo

In|l—=————"=
2 2t2 -2t + 1

1 (22 +2t+1
( + arctan(l + 2t) — arctan(1 — 2t)

0

5. Calculer explicit t/+m8mx
. alculer explicitemen Z.
0 NG
D’ ss | ti (3) /+ Sin.]j /+oo p
aprés la question (3), Y.
0 \f R T4yt

Le ch t de variabl Vat d /+OO L ﬁ/m L = ™ Do
€ changemen e variaoiLes = onne e — = = . ou,
9 Y 0 1494 4 o 1+ 44 22

+oo

sinx T
—dr = —.
0 vV V2

sin x
NG

Pour tout k € N et x € [7/6 + km,57/6 + kx|, |sinz| > 1/2, donc

6. (Question Bonus) Montrer que la fonction z n’est pas intégrable sur ]0, +oo].

too \smx\ (1/2)(47/6) 1
+
/0 Z\/577/6—i-k7r 3\szo VE+1 OO

Exercice 3. 1. Rappeler la définition d’une fonction convexe f : I — R ou [ est intervalle de R.

Une fonction f : I — R ou I est intervalle de R est dite convexe si elle vérifie 'inégalité de
convexité sutvante :

Va, be I, YA € [0,1], fha+ (1 — A)b) < Af(a) + (1 — A f(b).



2. Le but de cette question est de montrer de maniére élémentaire le cas particulier suivant de I’in-

égalité Jensen : soit un intervalle I de R, un entier n > 1, des réels positifs ay, ..., a, tels que
", a; =1, et une fonction convexe f sur I. Alors, pour tous z1,...,z, € I on a
n n
f (j{:thi> < zijahf(xﬁ
i=1 =1

(a) Veérifier I'inégalité pour n =1 et n = 2.
Pour n =1, c’est évident : en effet si on a un réel ay tel que 23:1 a; = 1 alors aqp = 1 et
pour tout x1 € I, l’inégalité est en fait donnée par Uégalité f(1 x x1) = f(z1) =1 x f(x1).
Pour n =2, il s’agit de inégalité de convexité : en effet si on a deux réels positifs a; et ag tels
que 22:1 a; =1 alors as =1 — aq et par l'inégalité de convexités pour tous x1,x2 € I on a

flonzy + axe) = flonzr + (1 —a)ze) < aif(zr) + (1 —aq) f(z2) = a1 f(x1) + az f(x2).

(b) On suppose 'inégalité vérifiée pour un entier n > 2 fixé. On considére n+1réels ay, . . . , an, Gpi1
de l'intervalle I, et n + 1 réels positifs aq, ..., ay, a,41 tels que Z”+11 a; =1

Zn 1 il
21;1 @

n+1 n
f (Z aiai> < (Z ai> F0) + ant1f(ant).

b € I car c’est un barycentre d’éléments de I. Vérifions cette propriété pour étre exhaustif :
soit ¢ = min{ay,...,a,} et d = max{ay,...,a,}, qui sont deuzx points de I. Alors,

Z?:1 aic< E?:laiai < E?:laid

Cc = I

P TR DHIRE . TR DR

i. On pose b = . Vérifier que b € I, puis que

=d

doub € [c,d] C 1.
De plus, """ | o et anq1 sont deux réels positifs vérifiant (3| a;) + apy1 = 1, donc
Uinégalité de convezité (ou l'inégalité pour deux points) donne

n+1 n .
! (z—; aiai) =/ <<z_; ai) b+ O‘"+1an+1> < (; ai> f(®) + a1 fans).

ii. En déduire que
n+1 n+1
f <Z ai‘%‘) <> aif(ai).
i=1 i=1

Q;

Comme >, m =1, on peut appliqué l'inégalité supposée satisfaite au rang n et
i=
on obtient
n i
<Z Dl ) : i1 i1 O‘Zf(al)
D’ou

n+1

n+1 n n
f <Z aiai> S (Z ai) f( +an+1f an+1 S Z az +an+1f an+1 Zazf az
i=1 i=1 i=1

(¢) Conclure.

On vient de montrer par récurrence sur n linégalité voulue pour tout entier n. La question
(a) correspond a Uinitialisation de la récurrence, et la question (b) a Uhérédité.



3. Vérifier que la fonction g : ¢ — In (1 + €*) est convexe sur R.
Notons que g est une fonction de classe C°° car composée de telles fonctions. Soit © € R. On

@) = 5 et () = ST —ete © 0. La dérive de de g étant
a g'(x) = e ) = = . La dérivée seconde de g étan
g T+er &Y (1+ev) (1+ev)2 g
toujours positive, la fonction g est convezxe.
4. En déduire que pour tous z1,...,2, € R, on a
n 1/n n 1/n
In {1+ (H eg“) <In (H(l + ez"')>
i=1 i=1
Soit x1,...,x, € R. On applique l'inégalité de Jensen a la fonction g :

n "1
In (1 + (i “/”)) < Z —In(1 4 e™).
n
i=1

n

1/n n n 1/n
" 1
e@mi/m(He“) et Y —n(l+e™)=In <H<1+e“>> ,
n
1=1 3

i=1
ce qui conclut.

5. Etablir que pour tous y1, ..., ¥y, €]0, +o0],

n 1/n n 1/n
L+ (H yi) < <H(1 + yi)) :

Soit y1,...,Yn €]0,4+00[. On pose pour tout i € {1,...n}, ; = Iny;. Alors, d’aprés 'inégalité
précédente et la croissance de la fonction exponentielle,

n 1/n n 1/n n 1/n n 1/n
1+ (Hy) =1+ (H&) < (H(He%)) = (H(l‘f‘?ﬁ)) .

i=1 i=1
6. En déduire que pour tous ay,...,a, €]0,+oo[ et tous by,...,b, €]0,400], on a
n 1/n n 1/n n 1/n
i=1 i=1 i=1
Soit ay,...,an €]0,400[ et by,..., b, €]0,+00[. Par la question précédente, on a l'inégalité
1/n 1/n
i) < ()
im1 % -\ i -

1/

11 suffit alors de multiplier chaque membre par ([T}, a;) " pour conclure.



