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Correction de I’Examen : Topologie et théorie de la mesure

Partie I (18 points)
Questions de cours : (4 points) (cf. cours).

Exercice 1 (3 points) Soit C' = [0,1] x [0, +oo[C R? et

(f'3+y—4)4Jr (z—y)*

[z, y) = 1 1

1. Montrons que C est un convexe fermé de R?. Est-ce que C' est compact ? (justifier)
C est un produit d’intervalles fermés de R donc un convexe fermé. C' n’est pas borné
car (0,n) € C et ||(0,n)|| = n — oo, donc C' n’est pas compact.

2. Montrons que la projection sur le convexe fermé C' est donnée par :
PC(xa y) = (mln(17 maX(07 I))? maX(Oa y))

On utilise la caractérisation de la projection sur un convexe fermé dans le Hilbert
R?) il faut montrer que pour (u,v) € C, on a :

((x — min(1, max(0,x)),y — max(0,y)), (v — min(1, max(0,z)),v — max(0,y))) <0

On distingue 2 cas si y > 0, y — max(0,y) = 0 et (y — max(0,y))(v — max(0,y)) =
0 <0.etsiy <0, alors (y — max(0,y))(v — max(0,y)) = yv < 0 vu v > 0. Dans
tous les cas, on a A = (y — max(0,y))(v — max(0,y)) < 0.

Pour borner le deuxiéme terme B = (z — min(1, max(0, z))(u — min(1, max(0, x)),
on distingue 3 cas. Si z € [0, 1], — min(1, max(0,z) = 0, donc B = 0. Si > 1,,
B=(zx—1)(u—1)<0caru<1,(x—1)> 0. Enfin,siz <0, B=(x—0)(u—0) <0
car u > 0,2 < 0. Dans tous les cas B < 0. En sommant, on obtient :

((x—min(1, max(0, z)), y—max(0,y)), (u—min(1, max(0, x)), v—max(0,y))) = A+B <0

3. Montrons que f est convexe sur R2.
Comme f est un polynoéme donc de classe C?, on calcule

Viy) =(z+y—4°+@—-y)°* (x+y—4)°—(z—y)°)

Hf(z,y) = ( 3x+y—4)P2+3@x—y)? 3r+y—4)?* -3 —y)? ) _ ( ros )

’ r+y—4)2—=3x—y)? 3(x+y—4)?+3(x—y)? s t
Onart—s*=9(a+0b)?—9(a—0b)*=36ab avec a = (x +y —4)?,b = (v —y)? donc
rt —s?>>0etr>0donc Hf(x,y) > 0 sur 'ouvert R? donc, par la caractérisation
différentielle de la convexité, f est convexe sur R2.

4. Montrer que f atteint son minimum sur C en (1,2). (1,2)+No((1,2)) = P5'((1,2)) =
[1,+00[x{2} donc Ng((1,2)) = [0,+00[x{0}. Comme f est C' convexe sur le
convexe C, f atteint son minimum sur C' en (1,2) si et seulement si —Vf(1,2) €
Nc((l,Q)) Or

ViL2)=(1+2-4°+(1-27°(1+2-4°-(1-2)")=(-1-1,-1+1),
donc —V f(1,2) = (2,0) € [0, +00[x{0} donc f atteint son minimum sur C' en (1, 2).
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Exercice 2 (11 points) Soient A la mesure de Lebesgue sur §2 =]0, +00] et A2 la mesure
de Lebesgue sur Q2.

Soient Hy, Hy les espaces de Hilbert réels H; = L*(Q,\), Hy = L*(Q2, \y), de produit
scalaire et normes définies pour fi,h; € Hy, fo € Hy par :

<f1>h1>=/9f1h1d>\a [ fill2 = /fod% | fall2 = /Q2f22d)\2-

On pose pour z,t € ) :
92(3:’25) _ e—(x2+t2+1)/2’

et pourz € Q, f e Hy:
Ty(0) = [ oS (INO)
Partie A : sur les bases de H;.

1. Soit eo(t) = e*/2,e;(t) = (t—1)e~*/2. Montrons que e, e; € H;. D’abord, e, e, sont
continus (par produit de polynomes et d’exponentielles) donc mesurables. |ey(t)]? <
eo(t) et ey (B)]? = (t — 1)%e™t < Cey(t)
car (t—1)%eg(t) est continue et tend vers 0 en +o00 donc est bornée par une constante
C sur R,. Pour voir que eg,e; sont de carré intégrable, il suffit donc, grace aux
dominations précédentes, de voir que eg est intégrable, mais c’est le cas car :

/ eo(t)dt = [—2e %) = 2 < +o0.
0

2. Montrons que (e, €1) est une famille orthonormale.
On calcule

(eg,€1) = /Ooo(t —Detdt=[-(t—1e " —e | =-1+1=0.

donc (eg, €1) est une famille orthogonale, puis :
I = [ et = [ =1
0

e3]]5 = / (t—1)2etdt=[-(t—-1)%"—20t-1e "' =2 =1-2+2=1.
0

On a utilisé un résultat de croissance comparée pour dire que limy o, P(t)e™" =0
pour tout polynéome P. Donc ey, e; sont de norme 1.

3. F = Vect(ep, 1) est de dimension finie, donc par le cours, complet et donc fermé
dans H;.

4. Est-ce que (eg, e1) est une base hilbertienne de H; ? (justifier)

Méthode 1 : Par Iabsurde, si c’était le cas, F serait dense dans H, donc F = H
mais par la question précédente F' = F et donc on aurait F' = H et H serait de
dimension 2. Or 1j; ;11 est une famille orthogonale de Hy, donc (11, 11,2[, Lj2,3]) est
une famille libre donc H; est de dimension plus grande que 3. C’est la contradiction
voulue avec F' = H. Donc (eg, e1) n’est pas une base hilbertienne.

Méthode 2 : 11 suffit de voir que H; n’est pas de dimension 2 (en fait, il est de dimension
infini) ! On cherche, a,b avec ey(t) = (t2 + at + b)e*/? et e; € H; orthogonal & g, e;. On
va trouver le e, donné dans I’indication.



D’abord €3(t) = (t* + at + b)%eq(t)eg(t) comme au 1, (2 + at + b)%eg(t) est continue et tend
vers 0 a l'infini et donc est borné, et comme eq est intégrable, le produit e2 est intégrable
et eo € Hy. Trouvons a, b tels que ey est orthogonal a eg, e;.

{eg, e9) = / (P +at+b)eldt = [—(t+at+b)e ' — (2t +a)e ' =27 =b+a+2=0.
0

(e1,€9) = /Ooo(t —1)(#* +at + be 'dt = /Oo(t3 + (a—1D)t* + (b—a)t — b)e 'dt

=[-+(@—1D)P+b—a)t—be " —Bt*+(a—1)2t+(b—a))e " — (6t + (a—1)2)e”" — 67
=—-b+(b—a)+2(a—1)+6=a+4=0.

Ceci donne a = —4,b = 2. (eq, €1, €3) est orthogonale donc ey € [Vect(eg, e1)]- # {0} si on
avait (e, e1) base de H; on aurait

[Vect(eg, e1)]t = [Vect(eg, e1)]" = Hi = {0}.

c’est la contradiction voulue.
(Alternativement, on peut aussi raisonner comme a la méthode 1 grace a la dimension).
On retrouve que (eg, 1) n’est pas une base hilbertienne de H;
Partie B : sur Ty.
5. Calculons ||gz||2. Comme gy est continue (donc mesurable) et positive, il suffit de calculer

+oo +oo 5
Hmm—/ / @) gy

et de montrer que ce nombre est fini pour savoir que g, € Ho.

On fait un changement de variable en polaire (z,t) = (rcos(),rsin(f)) = ¢(r,0) par
le cours ¢ : U =]0,+00[x]0,27[— V = R? — [0,00[x{0} est un C'-diffcomorphisme
avecdet(Jp) = r. Si D =0, +oo[? on a ¢~ (D) =]0, +00[x]0, /2], le théoréme de change-
ment de variable donne donc :

2 —(z?+12+1) —r2-1 2 e, wmoe T Th oo
lgellz= | e drdt = e " rdrdd = a9 | re =2 - =" < 4o
D e~ 1(D) 0 0 2 2 4e

On a donc go € Hy et ||ga]|o = v/ 7/4e.

6. Soit g, définie par :
=¢A£mmww>

On utilise le théoréme de Fubini-Tonelli, avec la mesure de Lebesgue A (qui est o-finie),
appliqué & g2 > 0 dont on vient de voir qu’elle est méme Lebesgue intégrable (on pourrait
donc aussi appliquer Fubini a la place de Fubini-Tonelli), donc on sait que [, g3(t, )d\(z) =
g1(t)? est mesurable (positive) et

ol = [ [ ditta)ar@art = | gida= llalf < +oc.
QJQ 02

donc comme la valeur est finie g7 est Lebesgue-intégrable et de plus on vient de voir

g1ll2 = g2 2-
On suppose dans les 4 questions suivantes que f € H;.
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7. Pour montrer que T est bien définie, il faut voir que son intégrant est intégrable mais vu
241> 2 |galz, t) f(t)] < e */2e2 < e on obtient la domination |go(z, ) f(t)| < eo(t)f(t)
et egf est intégrable par I'inégalité de Holder avec p = ¢ = 2, donc (par domination) c’est
aussi le cas de t — go(x,t) f(t)

8. Montrons que Ty est continue sur 2. go est continue sur R?, on applique le théoréme de
continuité avec condition de domination (cas simplifié¢ C* avec k = 0 sur 'ouvert Q?) avec
la domination précédente |go(z,t)| < eo(t)f(t). Comme egf est bien intégrable par le 6 (et
ne dépend pas de x), on obtient que I'intégrale & parameétre T est continue sur €.

9. En appliquant de nouveau I'inégalité de Holder (avec p = ¢ = 2 ou Cauchy-Schwarz) :

Ty ()| S/ngz(x,t)f(t)ldk(t) < \//Q f(t)dk(t)\//ﬂgﬂ%t)dk(t) = |[fll2g1().

10. Montrons que Ty € H,. Déja T} est continue donc mesurable, il suffit d’intégrer la
question précédente (et d’utiliser la linéarité de 'intégrale) :

1Tyl 2 = / Ty ()Pt < |I£)2 / g (O)Pde = |I£13l1g2l2 < +oo

La finitude donne Ty € H; et la derniere égalité vient du 6.

11. Montrons que T'(f) = Ty définit une application linéaire continue 7" : Hy — H;.
D’abord, on vient de voir que 7' : H; — Hy (T est bien défini a valeur dans Hy). T est
linéaire par linéarité de 'intégrale. Il suffit donc de montrer qu’elle est bornée sur la boule
unité pour conclure qu’elle est continue. Mais on vient de voir

sup |[[Tylla < [[gal2 < oo.
111251

Ce qui conclut et donne aussi |||T]|] < |]g2]|2-

Partie II (9 points )

Exercice 3 Rappelons que si X est un espace topologique la tribu borélienne de X, notée
par B(X), est la tribu engendrée par les ouverts de X. Soient (X, d) un espace métrique
(donc topologique) et ® : X — X un homéomorphisme, c.a.d. ® est bijectif et ® et !
sont continus.
1. Montrons que A € B(X) si et seulement si (A) € B(X).
Comme @ continue donc borélienne, A = &~1(®(A)) est borélienne deés que (A) €
B(X). Réciproquement, si A est borélien il en est de méme de I'image inverse $(A) =
(@ 1)71(A) vu @ continue donc borélienne.
2. Montrons que T := {B € B(X) : ®(B) = B} est une tribu.
D’abord ) € T car ®() = 0. Il reste & voir T est stable par complémentaire et
union dénombrable. Soit ¥ = ®~! on sait (TD1) que les images inverses commutent
avec les complémentaires et les unions donc

B(B) = U H(B) = (U(B)) = B

si B&€7T etdonc B¢ T.
De méme si B, € T, on a :

o(| By =v(JBn)=]¥ (B =] Bn

neN neN neN neN

donc | J,cy Bn € T



3. Soit (X, |-|) un espace vectoriel normé muni de la distance associée d(z,y) = |z —yl|,
x ety € X. Montrons que {B € B(X) : B = —B} est une tribu. Il suffit de noter que
O(z) = —x = & !(x) est lincaire isométrique car ||®(x)|| = ||z|| donc 1-lipschitz,
donc continue. ¢ est donc un homeomorphisme et le 2 s’applique.

4. Soit X = R™ et d sa distance euclidienne. (Rappelons que d(z,y) = /< —y,z —y >
et <z, y >=xy1 4+ + Tpyp 00 & = (21, ,20),y = (Y1, ,yn) € R™.) Soit
f: R™ — R™ une application qui préserve d, c.a.d. d(x,y) = d(f(x), f(y)) pour tous
x,y € R™. On se propose de montrer que f est un homéomorphisme qui préserve la
mesure de Lebesgue N\, (i.e. \p(B) = A\, (f(B)) si B € B(R")).

Soit f(0) =v et p(z) = f(x) —v oux € R™
(a) Montrer que < ¢(z), p(y) >=< x,y > ou z,y € R".
On utilise I'identité de polarisation d’un espace euclidien vu en cours :

2 <,y >=d(0,z)* +d(0,y)* — d(z,y)*.

2 < (), 0(y) > =110 —p@)I> + 10 — )]I* = lle(z) — o)?
=d(f(0), f())* +d(f(0), f(y)* — d(f(x), f(y))?

Or f préserve la distance, donc on obtient (en réutilisant I'identité de polarisa-
tion :

2 < (), p(y) >=d(0,2)* +d(0,y)* —d(z,y)* =2 < z,y >

ce qu’on voulait.

(b) Montrons quesi eg, - - - , €, est une base orthonormée de R™ alors ¢(eq), -, p(e,)
est une base orthonormée de R™ aussi. Par la question précédent, on a

< 90(61'),@(63') >=< €;,e; >= 1i:j

donc (p(e;)) est une famille orthonormale. Par le théoréme des bases, c’est donc
une famille libre, donc l'espace qu’elle engendre est de dimension n, comme
I’espace ambiant R", c’est donc qu’elle est aussi génératrice, donc une base or-
thonormée.

(c) Montrons que si ¢(z) = x1p(e1) + -+ + zpp(e,) ot z; € R et © € R™ alors
r=2x161+ "+ Tpep.
On sait que z = ), (e;, z)e; donc il suffit de voir (e;, z) = ;. Mais on a par le

(a) :
(e, 2) = (pler), p(2)) = Z%(@(ei),w(ej)) =

ot on a utilisé que (p(e;)) est une famille orthonormale & la derniére question.
(d) En déduire que ¢ est une application linéaire inversible. La question précédente

montre que ¢ est injective (en écrivant p(x) = z1p(e1) + -+ + zpp(en) = @(y)

sur la base (¢(e;))iz1,..n, on déduit x =" (e;, x)e; = y.

Réciproquement soit y = z1¢(e1) + - -+ + xp0(e,,) il faut montrer que pour = =

x1€1+ -+ xne,, on ay = p(z) (de sorte que ¢ sera surjective et qu’en plus on

aura vu o(z) = x1p(e1) + -+ - + xnp(en) ce qui donnera la linéarité de ).

Mais on sait que

{pler), () = (e, ) = i = {p(e:), y)

donc ¢(x) —y est orthogonal a p(e;) pour tout i donc & R™, donc est nul, ce qui
donne ¢(x) = y comme voulu.



(e) Conclusion. ¢ est une application linéaire en dimension finie donc continue, in-
versible donc d’inverse linéaire en dimension finie donc d’inverse aussi continue.
Donc ¢ est un homéomorphisme. Donc f composée de ¢ avec une translation
(autre homéomorphisme) est aussi un homéomorphisme. Par le changement de
variable linéaire, on sait que A\, (B)|det(¢)| = A, (f(B)). Il suffit donc de rappeler
que  est une application linéaire qui préserve le produit scalaire, donc orthogo-
nale. =1 = ¢! donc det(p)? = det(p'p) = det(I) = 1 donc |det(p)| = 1 ce qui
conclut.

5. Donnons un example d’un homéomorphisme de R? qui ne préserve pas \y. Il suffit
de prendre une application liénaire dont le déterminant n’est pas 1, par exemple
®(z) = 2x. On a det(P) = 2% = 4. & est linéaire inversible et par le théoréme de
changement de variable linéaire, on obtient : 4),(B)) = A\, (®(B)).



