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Feuille d’exercices |I.
Espaces métriques

Exercice 1. 1. Rappeler la définition de la norme euclidienne sur R", qui sera notée
par la suite || - |2
2. Pourz = (21,...,2,) € R", onpose |[z]s = D1, |zi| et ||z|lo = max(|z1], ..., |zn]).
Montrer que || - [|; et || - [|[s définissent des normes sur R™.

Exercice 2. Montrer que, si (X, ||-||) est un espace normé, alors la fonction d: X x X —
0, +-00[ définie par d(x,y) = ||z — y|| est une distance sur X.

Exercice 3. Soit X un ensemble. On définit une fonction d: X x X — [0, +o00[ en posant

0 siz=y

1 sinon

Ve,ye X d(z,y) :{

Montrer que d est une distance sur X, appelée distance discréte.

Exercice 4. Les applications dy, ds, d3 et dy, définies de la maniére suivante pour z,y € R,
sont-elles des distances sur R?

di(z,y) = (x—y)*  dolz,y) =z —yl  ds(z,y) =Re—y|  du(z,y) = 2" —¢?|.

Exercice 5. Représenter les boules ouvertes/fermées dans R? pour les distances associées
aux normes || - [|1, || - ||l2 et || - ||oo de centre (1,0) et de rayon 1.

Exercice 6. Soit (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. Montrer que les applications
dy et dy définies pour (z1,41) et (z2,y2) dans X X Y par

di((x1, 1), (2, 92)) = dx(z1,22) + dy (y1,2) et

doo (21, Y1), (72, 42)) = max(dx (z1, 22), dy (y1,y2))

sont des distances sur X x Y. On appellera d., la distance produit de d; et ds.

Exercice 7. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Rappeler la définition (avec des quantificateurs) de la convergence d’une suite
(Tn)n>0 d’éléments de X vers z € X.

2. Que peut-ont dire d'une suite (y,)n>0 d’éléments de X qui vérifie pour y € X la
propriété suivante :

AN e NVe >0Vn > N d(y,,y) <e.

Exercice 8. Soit (X,d) un espace métrique et (x,) une suite d’éléments de X, qui
converge a la fois vers x et 2’. Montrer que x = 2’ (autrement dit, la limite d’une suite
convergente est unique).



Exercice 9. Soit (X, d) un espace métrique et (), (y,) deux suites d’éléments de X qui
convergent respectivement vers z,y. Montrer que d(x,,,y,) converge vers d(x,y).

Exercice 10. Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. On munit X x Y de la
distance produit d, définie a I'exercice 6. Montrer qu'une suite (Z,, Y )n>0 d’éléments de
X xY converge vers (z,y) si, et seulement si, (x,,),>0 converge vers x et (yn)n>0 converge
Vers .

Montrer que ce résultat reste vrai si on remplace d,, par d;.

Exercice 11. Montrer que la norme || - ||1, la norme du sup et la norme euclidienne sur
R™ sont toutes trois équivalentes.

Exercice 12. On considére 'espace E = C([0,1],R) = {f: [0,1] = R; f continue}.

1. Pour f € E, on pose || f|lcoc = sup |f(x)|. Montrer que || - ||« est une norme sur E.
z€[0,1]

2. Pour f € E et r > 0, représenter graphiquement la boule ouverte B(f, ).
3. Pour f € E, on pose ||f||1 = fol |f(z)|dz. Justifier que || - ||; est une norme sur E.

4. Montrer que les deux normes précédentes ne sont pas équivalentes.

Exercice 13. 1. Pour (z,y) € R?, on pose ||(z,y)|| = max(|z + y|, |x — 2y|). Montrer
qu’il s’agit d’une norme, et représenter sa boule fermée de centre 0 et de rayon 1.

2. Soit Ny, Ny deux normes sur R", et B;, By leurs boules fermées de centre 0 et de
rayon 1. Montrer que :

Exercice 14. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrer que I'application ¢ définie pour tout x,y € X par

d(z,y)

o(z,y) = Hd—(:c,y)

est une distance sur X.

2. Dans le cas de la distance usuelle d sur R, montrer que d et J ne sont pas équiva-
lentes.

3. Pour (X, d) espace métrique quelconque, montrer que toute suite (z,) est conver-
gente pour d si et seulement si elle est convergente pour 9.

Exercice 15. Soit f : R — R définie par

x sizeQ
1 — 2z sinon.

fz) =

1. Montrer que 'application 0 définie pour tout z,y € R par d(z,y) = |f(x) — f(y)|
est une distance sur R.

V2

2. Vérifier que la suite (n—Jrl

) converge vers 1 pour la distance §.
n>0



Exercice 16. Soit ¢: N — N une fonction strictement croissante. Montrer que pour tout
k€ Nona p(k) >k (et en particulier ¢(k) tend vers +oo!).

Exercice 17. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que si (z,,),>0 est une suite conver-
gente alors toute suite extraite (z,x))r>0 est convergente. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 18. Soit (X, d) un espace métrique et (x,) une suite d’éléments de X.
Supposons d’abord que les suites (o) et (z2x11) convergent vers la méme limite. Montrer
que (x,) est convergente. Ce résultat reste-t-il vrai si 'on ne suppose pas que les limites
de (x9r) et (wor41) sont égales?

Montrer que si (xax), (Torr1) et (x3,) sont toutes les trois convergentes alors (z,) est
convergente.

Exercice 19. 1. Rappeler la définition d’un ouvert d’un espace métrique utilisant les
boules ouvertes.

2. Vérifier qu’une partie A d’'un espace métrique est un ouvert si et seulement si
Va € A3r >0 B(a,r) C A.

Exercice 20. 1. Donner un exemple de deux distances sur R qui ne définissent pas
les mémes ouverts.

2. Soit X un ensemble et dq,ds deux distances équivalentes sur X. Montrer qu’une
partie A de X est un ouvert de (X,d;) si et seulement si elle est un ouvert de
(X, ds).

Exercice 21. 1. Donner un exemple d’une intersection d’ouverts qui n’est pas un
ouvert.

2. Donner un exemple d’'une union de fermés qui n’est pas un fermé.

Exercice 22. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrer que toute boule ouverte de X est un ouvert de X et que toute boule fermée
de X est un fermé de X.

2. Montrer que tout singleton de X est un fermé.
3. Montrer que toute partie de X est une union de fermés et une intersection d’ouverts.
4. Etant donné z € X et r > 0, la sphére de centre x et de rayon r est ’ensemble
S(z,r) ={y € X:d(z,y) = r}. Montrer que S(z,7) est un fermé de X.
Exercice 23. Soit A une partie d’'un espace métrique (X, d).
1. Rappeler la définition de I’adhérence de A.
2. Montrer que pour tout x € X, ona x € A = Ir>0tel que B(z,r) C A

o
Exercice 24. Dans R muni de sa distance usuelle, déterminer QQ, d’autres intérieurs...

Exercice 25. Soit (X, d) un espace métrique, et A C X. Montrer que X \ A = X \ A et

—— _
X\A=X\4.



Exercice 26. Soit (X, d) un espace métrique, A C X et x € X. Montrer qu'il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers z si, et seulement si, B(x,r) N A # () pour tout
r > 0.

Exercice 27. Soit (F, ||||) un espace vectoriel normé (on considére F muni de la distance
induite par sa norme). Soit a € E et r > 0.

1. Montrer que I'intérieur de la boule fermée B(a,r) est la boule ouverte B(a, 7).

2. Montrer que 'adhérence de la boule ouverte B(a,r) est la boule fermée B(a,r) .

3. Les deux propriétés ci-dessus sont elles vraies pour tout espace métrique ?



