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Feuille d’exercices |I.
Opérations sur les ensembles, dénombrabilité (révisions)

Exercice 1. On travaille avec les éléments de P(€2). On désigne par A, B des éléments
dans P(Q2) (c.a.d. des parties de ) et par (A;);er et (B;)icr des familles d’éléments dans
P(2). Montrer les propriétés suivantes.

)

1. A m(UieI Bi) = UieI(A N Bi)'
2. A U(ﬂie] Bi) = ﬂiez(A U Bi)-
3. (UiEI Ai)c =(Nier A

4. (ﬂzel A')C = Uier 47
5
6
7
8

- AN (Uier B) = Mies (AN By).
- (Uier 4) \ B = Uje,(Ai \ B).
- AN (Nier Bi) = Ui (AN Bi).
- (Mier A) \ B = Nies(Ai \ B).

Exercice 2. (Image direct, image réciproque) Soit f : X - Y et g:Y — Z. On
suppose que A et A; € P(X),B; € P(Y) et C € P(Z). Montrer les propriétés suivantes.

L (B = B,

2. f! ( Uier Bi) = Uies fU(By).
3. f1 < Micr Bi) = Nies 4B
4. (go /)7 HC) = fHg7H(C))

9. f(UieIAi> = Uig[ f(A:).

6. f ( Nicr Ai> C Nies f(Ai). Montrer par un exemple que I'égalité n’est pas vraie en
général.

7. Montrer par des exemples qu’en général il n’y a pas aucune relation d’inclusion
entre f(A°) et f(A)".

Exercice 3. (injectivité, surjectivité) Soit f: X — Y.

1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) f est injective;
(b) YA C X, f1(f(4)) = A;
() Vo C X, f7H(f({z})) = {=}.

2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) f est surjective;
(b) ¥B C Y, f(f1(B)) = B



(c) vy CY, f(f'({y})) = {w}-

Exercice 4. (fonctions indicatrices (caractéristiques)) Rappelons que si A € P(2)
la fonction indicatrice (ou caractéristique) 14 de A est définie par

1A($):{1 size A

0  sinon

1. Calculer 1p et 1.
2. Pour A € P(Q) et B € P(R) calculer 1,"(B).

3. Soit A, B € P(2). Calculer en fonction de 14 et 1z les fonctions suivantes : 14,
Lang, laup et 1aap (dans le cas particulier AN B = () et dans le cas général).

4. Soit (A,) une suite de P(£2) et soit A =, A,.

(a) Montrer que la suite (A,) est croissante si et seulement si la suite (14,) est
croissante. Montrer que dans ce cas (14,) converge vers 14.

(b) Siles A, sont d.d.d. (deux & deux disjoints), montrer que 1, => 7 14,.

Exercice 5. Soit (A,,) € P(2). On pose

liminf A,, = U ﬂ A et limsup A,, = ﬂ U Ap.

n k>n n k>n

1. Montrer que

liminf A, ={w € Q:w € A, pour n assez grand}

et
limsup 4,, = {w € Q : w € A,, pour un nombre infini de n}.
n

2. Démontrer les formules :

lim sup 1An = 1lim sup Ap
n

et
lirrh inf 14, = liiminf A, -

Exercice 6. (Cantor) On se propose de démontrer qu'’il n’existe pas une surjection
h:Q — P(Q). Soit A= {x e Q:z¢&h(x)} Supposons par 'absurde qu’'une telle

existe.
1. Montrer qu’il existe un a € 2 tel que h(a) = A;
2. Montrer les implications : "a ¢ A=ac A" et "ac A=a¢ A";
3. Conclure.
Exercice 7. 1. Montrer que P(N) n’est pas dénombrable. (Indication : on utilisera

qu’un ensemble X est a.p.d. (au plus dénombrable) si et seulement si il existe une
application surjective ¢ : N — X.)



2.

Rappelons que {0,1} = {(a,) : a, € {0,1}}. Montrer que {0,1} n’est pas
dénombrable. (Indication : établir une bijection entre {0, 1} et les fonctions indi-
catrices sur N.)

Exercice 8. On désigne par F(N) les parties finies de N. Est-ce que F(N) dénombrable ?
(Indication : Est-ce que I’ensemble de nombres premiers infinie ?7)

Exercice 9. On se propose de prouver que l'intervalle [0, 1) est non-dénombrable.

1.

2.

On définit par récurrence sur n une application ¢ : [0,1) — {0,1},a — (a,), de
maniére suivante. On choisit ag = 0 et on pose Jo = [0,1) sia € [0, 3) et on choisit
ap =1 et on pose Jo = [3,1) sia € [5,1). Sia € J, = [l,,1,), on choisit

— apt1 = 0 et on pose Jyp1 = [ln, ln + T”;l") sia €[l l,+ %)

— apy1 = 1 et on pose Jp1 = [I,, + %,rn) sia€l[l,+ %,rn).

(a) Montrer que v est injective.
(b) Soit A I’ensemble des suites qui sont constantes égales & 1 a partir d’un certain

rang :
A = {(bp)nen € {0, 1}N :Ing > 0,Vn > ng, b, = 1}.

Montrer que ¢ est a valeur dans A°.

(c) Montrer que I'image ([0, 1)) = A°. (Indication : poser, pour (b, )nen € A,
a=> 1 22& et montrer que 1(a) = (b,)nen)-

(d) En écrivant A =,y An avec

A = {(bn)nen € {0, 1} : VE > n, by = 1},
montrer que A est dénombrable.

Conclure.

Exercice 10. Parmi les assertions suivantes : lesquelles sont VRAIES et lesquelles sont
FAUSSES? (Prouver les ou réfuter les selon le cas).

N gtk W

L’ensemble des nombres premiers est dénombrable.
I’ensemble des nombres pairs est dénombrable.
[a,b] o a,b € R et a < b est dénombrable.

Q est dénombrable.

R est dénombrable.

C est dénombrable.

N x R est dénombrable.

Exercice 11. On se propose de démontrer qu’il existe un M C R* non-dénombrable tel
que si z,y € M, x # y, alors 5 est irrationel.

1.

7

On définit la rélation ” ~” sur R* : 2 ~ y < % € Q. Montrer que 7 ~ 7 est une

équivalence.

2. Montrer que le quotient R*/ ~ est non-dénombrable.

3. Conclure.



Exercice 12. On se propose de démontrer que tout ouvert non-vide U dans R s’écrit

U= -"'111' ou I est au plus dénombrable et chaque I; est un intervalle ouvert non-vide.
1€

Pour chaque a € U soit V, 'union des tous les intervalles ouverts contenants a et
contenus dans U.

1. Montrer que V,,a € U, est un intervalle.
2. Montrer que si a et b € U alors soit V, NV}, = 0 soit V, = Vj,.

3. Conclure. (Indication : chaque nombre réel peut étre approché par des nombres
rationnels...)



