2019/2020 Semestre d'automne - L3 MathEco
Université Lyon | Théorie de la mesure et Topologie

Feuille d’exercices II.
Correction partielle.

Exercice 1. a 11 (cf. TD)

Exercice 12. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
1. ¢f TD

2. L’ensemble A = {x € R : sin(x) = cos(tan(z))} est un borélien de R. On va
montrer que c’est le cas
Méthode 1 : tan est définie sur Pouvert U = Ugez| — 7/2 + km,7/2 4+ kn[ qui est
un ouvert R (comme union d’intervalles ouverts). g(x) = sin(z) — cos(tan(x)) est
continue sur U donc A = g7 '({0}) est un ferm¢ de U comme image réciproque

d’un fermé (le singleton {0}) par une application continue. Donc A = ANU est
I'intersection d’un fermé et d’'un ouvert (donc de 2 boréliens) donc est borélien.

Méthode 2 : On montre que cet ensemble est une union dénombrable de fermés
(en fait une analyse plus détaillé montrerait qu’il est dénombrable). tan est définie
sur ouvert U = Ugez| — 7/2 + km, w/2 + kn|.

Sur chaque intervalle, tan est strictement croissante continue donc bijective de
| —7/2,7/2[ vers son intervalle image (qui est R vu les limites de tangentes), donc
il existe un unique a,, €] —7/2,7/2[ tel que tan(a,) =mn,n € Zet | — /2, 7/2[=
Unezl@n, ani1]. g(z) = sin(z) —cos(tan(z)) est continue de [a, + k7, a,1+kn] — R
donc AN a, + km,anq + k| = g 1({0}) N [a, + k7, aniq + k7| est fermé ( de
la, + k7, a,41 + k7] donc de R) comme image réciproque d’un fermé par une
application continue. Finalement,

A = Ugez Unez [an + kT, an1 + km] N A est union dénombrable de fermés donc
borélien. En fait, tous les [a, + k7, a, 41 + k7] N A sont non vide (par exemple en
examinant les bornes et en appliquant le thm des valeurs intermédiaires. ce sont
méme des singletons) et si b, € [a,, ani1] N A, b, — 7/2 donc A n’est PAS fermé
dans R.

3. ¢f TD
Exercice 13. a 16 (cf. TD)
Exercice 17. Soit (€2, 7) un espace mesurable. Montrons que f : Q — R est borélienne
si et seulement si on a 'une des conditions équivalentes :

1. Pour tout a < b, f~!([a,b]) € T.

2. Pour tout a € R, f'({y <a}) eT.
3. Pour tout a € R, f*({y > a}) € T.



Par la caractérisation de la mesurabilité en terme de famille génératrice une fonction
[ Q — Rsiet seulement si f71(E) € T, pour tout £ € & dés que T(€) = B(R).
Vous avez vu en cours que € = {[a,b],a < b} convient comme famille génératrice d’ou
le 1. Les deux autres cas viennent de I'exercice 13 qui dit que € = {{y < a},a € R} et
€ ={{y > a},a € R} sont génératrices des boréliens.

Exercices plus difficiles.

Exercice 18. 1. Montrer que I'union d’une suite finie et croissante de tribus est une
tribu. on a 77 C - -+ C 7,, donc 'union est 7,, qui est bien une tribu.

2. Ce résultat est faux pour une union infinie. En effet, pour n € N soit 7, la tribu
engendrée par P({0,---,n}). Montrer que 7, est une suite croissante de tribus
sur N (c’est évident vu P({0,--- ,n}) C P({0,--- ,n + 1}) donc en passant aux
tribus engendrés T, C Tp11).

Montrons que I’exemple proposé | J 7, n’est pas une tribu. Pour cela on commence
n>0
par le calculer plus explicitement. On va se ramener en deux étapes a l’exercice 7.

a/ Montrons que 7, = 7 ({{0}, ..{n}}).

Notons que 7, D T ({{0},...{n}}) (par croissance de la tribu engendrée) et 7,, C T ({{0}, ...{n}})
car toute partie de P({0,---,n}) est union finie de singletons de {{0},...{n}} donc
P{0,---,n}) C T({{0},...{n}}) et on a le résultat en passant a la tribu engendrée.

b/ Montrons que 7, = T ({{0}, ...{n},N\{0, ..., n}}). Eneffet 7 ({{0},...{n}}) € T({{0},...{n}, N\
{0,...,n}} par croissance de la tribu engendrée et {0,...,n} € P({0,---,n}) donc son
complémentaire N\ {0, ...,n} € T(P({0,---,n})). Ainsi en passant a la tribu engendré

on obtient I'inclusion inverse 7 ({{0},...{n}, N\ {0,....,n}}) C T,.

¢/ Comme {{0},...{n},N\ {0,...,n}} est une partition de N, on obtient par I'exercice 7

que

T.={J,JUN\AO,...n}: J € P{0,--- ,n})}=={J,J: J€P{0,--- ,n}H}.
Comme tout J fini est une partie de P({0,--- ,n}), on obtient donc que

UTe={F:F CN,Card(F) < 0o} U{F°: F C N, Card(F) < oo}.

n>0

d/ Conclusion, I’ensemble P des nombres pairs a un complémentaire infini et est infini,

donc P ¢ |J 7, mais par stabilité par union dénombrable :
n>0

P=J{nteTJT0):

nepP n>0

On en déduit donc que |J 7, n’est pas une tribu.
n>0

Exercice 19. Le but de cet exercice est de montrer qu’'une réunion arbitraire d’ensembles
mesurables n’est pas forcément un ensemble mesurable. Soit

T={ACR:Aapd ou A a.p.d.}.



1. Montrons que 7T est une tribu.

Par définition, 7 contient ) et est stable par complémentaire. Il reste & montrer la
stabilité par union dénombrable. SOit une suite A,, € 7. Deux cas se présentent.
SOit tous les A,, sont a.p.d., mais alors I'union dénombrable d’ensemble a.p.d. est
a.p.d. donc U,>0A4, € T.

Deuxiéme cas : il y a un A,, qui n’est pas a.p.d. donc Aj est a.p.d. Mais
alors (Up>045)¢ = Nuxo(An)¢ C A5, est aussi au plus dénombrable comme sous-
ensemble d’un ensemble a.p.d. DOnc on a aussi dans ce cas U,>0A4, € T.

2. Pour montrer que 7 # P(R), il suffit de noter que [0, 1] & T car c’est un ensemble
non-dénombrable (par le cours) donc le complémentaire contient [2,3] qui n’est
pas dénombrable non-plus.

3. Conclusion. [0,1] = Uejo,11{} est une union non-dénombrable d’éléments de T
qui n’est pas dans T .

Exercice 20. (non corrigé, mais application directe des définitions)

Exercice 21. Montrons les assertions suivantes :

1. L’ensemble C; des unions finies d’intervalles de R est un clan. Par définition il
contient R et est stable par union fini, il faut voir qu’il est stable par complémen-
taire. Il est aussi facile de voir qu’une intersection fini d’intervalles est un intervalle
(peut-étre vide)

On commence par remarquer que pour tout intervalle /¢ = A U B est 'union de
deux intervalles (dont I'un peut étre vide). Il suffit de distinguer les cas 8 cas
| — 00,al® =]a, +oo[Ud, [a,b[*=] — oo, a]U[b, +o0] etc.)
Ensuite on regarde le complémentaire d’une union de Iy, ..., I, avec I = Ajl. U A?
ce qui donne en distribuant :

(U ) =Ny I = i (U7, AL = ST N AT

111

Cette formule donne la description souhaitée comme union d’intervalles.

Si on veut détailler plus la derniére formule, on peut procéder par récurrence sur
m, le cas m = 1 étant évident,(la distributivité de base vue au TD1 est en ligne 2
et 4, I'hyp de rec. utilisée en ligne 3)

1
ﬂm—o— Uz 1Az

Ay (U2, A9) N (Al U A2,

(s (U2 1A1>>) N Ah) U (Pt (U A) N A2 )

(Uu 1° m=1 ﬂ A )) N Am-i—l) (( U221 1° Uzzmzl ﬂm:lA ) N Am-i—l)
( i1=1" zm—l [( AZJ) N Am+1])) U (( Uzzlzl T U?mzl [( AZJ N Aerl]
. 1(< By U (0, AD) 0 Ag)))

B (U2 L (ptay))) ).

C’est le résultat voulu. (en réordonnant les unions par commutativité de I'union).
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2. Rappelons qu’un pavé (connexe) de R™ est un ensemble de la forme P = I; x---x I,
ou chaque [j est un intervalle. Montrons que l’ensemble C,, des unions finies de
pavés de R™ est un clan. Par définition il est stable par unions finies et contient
Q=R"

Il reste 4 montrer la stabilité par complémentaire. On note (1)) = RF=1 x [ x R*~*
et on notera que (1)®) = (I°)®) Alors si P, = Il x -+ x I' = Np_,(I{)* alors
en distribuant, on obtient une nouvelle formule pour I'union :

Ut P=Ur, Nk, (Ili)(k) =M Np U?ilulii)(ki)
Soit en passant au complémentaire, on obtient :
(U P = Uy = U, o M () )

Il suffit de noter que l'intersection se décompose selon les valeurs de k; :
m 7\ (ki)\c n iye\(k n ive (k)
1:1((—71%)( )) = Mg=1 mz’e[l,m],lw=l~c (((Ik) >( )) = mk:1< mz’e[l,m],kz:k (]k) ) .
Or par la question 1, Co est un clan donc Miep ) k= ()¢ = Uku-.-U Ul’z ey
et en redistribuant unions avec intersection, on obtient :

m 7 \C AN l (k) n n (k)
i:l((lki)(k )) = k::l( U1 U:;) = Ul Ul =1 mkzl(Uj‘f‘Lk) .

mi=1" m

Le dernier terme étant un pavé, on a décrit le complémentaires de départ comme
union finie de ces pavés.
3. Montrons que tout élément de C,, est union finie de pavés d.d.d.

a/On montre d’abord (pour simplifier la récurrence ensuite) que tout union de 2
pavés A, B est union de pavés d.d.d. dont I'un est A est les autres sont inclus dans
B\ A.

On va montrer ce résultat par récurrence sur la dimension n, en montrant qu’il
suffit en fait de 2n pavés d.d.d. inclus dans B \ A dont I'union sera exactement
B\ A.

On traite le cas des segments, le cas des intervalles infinis ou ouvert est similaire.
Initialisation pour n = 1, B = [a,b], A = [¢,d] si ¢ > b, ils sont déja disjoints et
donc il suffit de prendre B (idem si d < a, il reste le cas ¢ < b et d > a). Quatres
cas se distinguent encore :

-a<c<d<balors B\ A= |a,c|U]d,b].

-c<a<d<balors B\ A=]d,

-c<a<b<dalors B\A=10

-a < c¢<b<dalors B\ A= [a,c[ Dans tous les cas il suffit de 2 intervalles dans
I'union.

On montre maintenant I’hypothése de récurrence, au rang n + 1 en supposant le
rang n, on a donc A, B C R" deux pavés et B\ A =U¥,C;. Alors, on a :

(B x [e,d]) \ (A x [a,0]) = (B x ([e,d]\ [a, 0])) U ((B\ A) x ([a,6] N [e,d])). (1)



En effet, si (z,y) € (B % ([¢,d]\ [a,b])) N ((B\ A) x [a,b]) on ay € ([¢,d]\[a,b]) N
[a,b] = 0 donc I'intersection est bien vide.

(B X ([e,d]\ [a,b])) C (B x[e,d]) est évident et de méme (B x ([¢,d]\ [a,b])) N (A x
[a,b]) = (BNA)x(([e,d]\][a,b]))N]a,b]) = 0. donc finalement (B X ([c, d]\[a,b])) C
(B x [c,d]) \ (A x [a,]).

L’inclusion ((B\ A) x ([a,b] N c,d])) C (B x [¢,d]) \ (A X [a,b]) est similaire.
Réciproquement si (x,y) € (B X [¢,d]) \ (A X [a,b]), soit y & [a,b], soit (z & A et
y € [a,b]) vu I'ensemble retranché.

Dans le premier cas, (z,y) € (B X ([¢,d] \ [a,b]) et dans le second (z,y) € ((B\
A) x ([a,b] N[e,d])) ce qui conclut la description comme union disjointe (1).

Par le cas n = 1 le premier terme de 'union disjointe (1) s’écrit comme union
disjointe d’au plus 2 pavés (en prenant le produit avec le pavé B de la décomposi-
tion pour ([c,d] \ [a,b])) Par I'hypothése de récurrence, le deuxiéme terme s’écrit
comme union disjointe d’au plus 2n termes disjoints (ceux pour B \ A dont on
prend le produit avec U'intervalle ([a,b] N [e,d])). Conclusion, il faut donc au plus
2n + 2 termes.

b/On conclut par une récurrence sur le nombre de pavés N de I'union de départ.
Le cas N = 1 est évident, le cas N = 2 déja vu au a. Soit (Ag)1<k<ny une suite de
pavés par 'hyp. de réc. on sait écrire

UN A = U B,

Maintenant, parlea/, ona D, ..., D, pavés d.d.d inclus dans B; tels que B;UA,, =
A, UUL D! est les ensembles sont d.d.d. La famille A,, D%, i =1,..,n —1,j =
1,...,m; est en fait d.d.d DjN D% = () par construction pour j # j’ et D} N D;-', C
B; N By = () pour i # ¢ sinon. Et tous les ensembles sont disjoints de Ay. Donc,
on obtient I'union (dont le dernier terme est d.d.d) :

UN A = UM (B, U Ag) = U™ (Ay U u;.’le;l) = Ay U ( L, u;@pj).

4. Est-ce que C; est une tribu? La méme question pour C,, n > 2. Non (dans les
deux cas) Ugen([2k, 2k 4 1] est une union dénombrable d’intervalles qui n’est pas
une union finie, en prenant Ugen[2k, 2k + 1] x R™™! on obtient le méme résultat
dans toute dimension.

Exercice 22. 1. Soit €2 un ensemble infini et C la famille de sous-ensembles de €2
finis ou de compléments finis. On a déja montré a I'exo 18 que C = |J 7, n’est pas
n>0

une tribu. Comme un nombre fini de membres de C est dans un des membres 7, de

I'union croissante, on déduit que le leur union est dans 7,, don dans C qui est bien

un clan (car clairement stable par complémentaire et contient {2 par définition.
2. Soit © un espace topologique et C I'ensemble des ouverts (resp. des fermés) de €.

Est-ce que C est un clan ? une tribu ? Réponse ni I'un ni 'autre, par exemple pour
Q =R, les fermés et les ouverts ne sont pas stables par complémentaire.

Exercice 23. Soit Q =Net £ ={{n}:n e N}



1. Montrer que 7 (&) = P(N). (cf exo 8)
2. Montrons que C(£) = {A C N : A fini ou A fini}. Par I'exo 22.1, le membre de

droite est un clan qui contient€ d’ou l'inclusion C(£) C {A C N : A fini ou A° fini}.
Réciproquement,

3. En déduire que T (&) # C(E). C'est évident comme & 'exo 22.1, les nombres pairs
P ¢ C(€) mais sont une partie de N donc dans T (E).

4. Montrons que 7 (€) = M(E).

D’abord, appartitien toujours a la tribu engendré et aussi a la classe monotone
engendré car Q C ©, donc 2\ Q =0 € M(E). Conclusion, on a

T(&) = T(EU{D}) = M(EU{D}) = M(&),

ou l'égalité du milieu vient du lemme de classe monotone car £ U {0} est stable
par intersection finie (contrairement a &).

Exercice 24. Soient £ C P(Q) et A € T(E). Montrer qu'il existe une famille A C &
a.p.d. telle que A € T(A).

Indication : Montrons que 7 = {B € T(€) : 3B C € a.p.d. tel que B € T(B)} est une
tribu qui contient £.

On doit vérifier les trois parties de la définition :

-OnaQ e T car Q € T({A}) (par exo 6) pour tout A € £ (on a méme Q € T(0) et
B = {0} est une partie a.p.d. contenu dans &.

-(stabilité par complémentaire) si B € T, B € T(B) et donc B¢ € T(B) avec le B C
£ a.p.d.

-(stabilité par unions dénombrables)

SI A, €T,onab,CE&ap.d. tel que A, € T(B,,) C T (Up>0B,). Donc par stabilité par
unions dénombrables de cette tribu,

Un>04n € T (Un>0B,).

Mais U,,>oB,, C &€ est a.p.d. (par union dénombrable de parties a.p.d.) et donc par défi-
nition U,>0A, € T.

Conclusion :

Il suffit de montrer que 7 = T (), par construction, 7 C T (£) et convient de voir que
c’est une tribu, donc il suffit de vérifier I'inclusion de £ dans 7 pour déduire 7 D T(E)
(comme plus petite tribu contenant £).

Mais c’est évident car il suffit de prendre pour E € £, B = {E} est une partie finie donc
a.p.pd de £ et E € T({E}). Donc E € T.

Exercice 25. Soit f : R — R une fonction croissante.

1. Montrer que pour tout a < b, f~!([a,b]) est un intervalle. Si z,y € f~([a, b]) alors
par croissance pour x < t < y on a f(z) < f(t) < f(y) donc f(t) € [a,b], donc
t € f~!([a,b]). DOnc f~'([a,b]) est bien un intervalle.

2. Montrer que f est borélienne. Par ’exercice 17, il suffit que I'image réciproque des
intervalles fermés soient borélien, ce qui est le cas par le 1.

Exercice 26. (Ezemple d’un ensemble non-mesurable) Si z,y € [0, 1] on écrit x ~ y si
x—y € Q.



1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
On rappelle que 'on doit vérifier
-la réflexivité x ~ x (évident car 0 € Q)
- la symétrie x ~ y implique y ~ = (évident car t —y € Q = —Qssiy—x € Q)
- la transitivité z ~ y,y ~ z implique x ~ z (six —y,y — 2z € Q alors z — z =

r—y+(y—2) € Q) On a donc juste utilisé que Q est un sous-groupe additif de
R.

Donc, on peut présenter [0,1] comme union des classes d’équivalence d.d.d. :
0,1] = .I_IICZ- (toute relation d’équivalence partitionne un ensemble en classe d’équi-
e

valences d.d.d). Puis, pour chaque i € I on choisit un élément et un seul z; € C;
(ce n’est pas si évident, cela suppose I'axiome du choix, un axiome subtil de théorie
des ensembles) et on pose A = {z; :i € I}. Posons A, =q+ A, Vg€ QN [-1,1].
2. Montrons que A, N A, = 0 si ¢ # r. Par contraposé¢ on montre que A, N A, # ()
implique ¢ = 7.
Siz e AjNA, x =q+a, =r+a, avecz; € A;,i =qourdoncg—r =, —2,in Q
donc z, ~ x, donc ils représentent deux ¢éléments de la méme classe donc z, = z,
puisque on a pris un seul élément par classe pour définir A. Donc ¢—r = z,—z, = 0.

3. Montrons que [0,1] C u A,C[-1,2].

qeQN[—1,1]
D’abord A, C ¢+[0,1]donc U A, C U ¢+][0,1] =[-1,1]+[0,1] = [-1,2]
qeQN[-1,1] q€[-1,1]
Pour 'autre inclusion, on utilise la decomposmon [0,1] = I_I C; mais C; C (z; +

Q) N[0,1] done y € C; s'crit y = 2, + ¢; et g = |y — 1| E ly —1/2[+[1/2 -
x;] < 1/2 4 1/2 par I'inégalité triangulaire (vu la description comme boule boule
[0,1) = B(1/2,1/2)). DOnc ¢; € QN [—1,1] et C; C (z; + QN [—1,1]).

En bilan [0,1] = iLeJIOi C lgl(xz +QnNn[-L1)cA+(Qn[-1,1)) = qurEfA,l]Aq'

4. Soit A la mesure de Lebesgue sur R. En supposant A borélien montrer que A\(4,) =
A(A). (Par invariance par translation de la mesure de Lebesgue )

5. En déduire que 1 < 0o - A(A) < 3.
Par croissance des mesures l'inclusion du 3 donne 1 = A([0, 1]) < A( QL{ X 1]Aq) <
qeQn(-1,
AM[-1,1]) = 3.

Si A est borélien, c’est aussi le cas de A, (par continuité de la translation ¢+ A =
f7Y(A) avec f(x) = x — ¢) I'union ci-dessus est disjointe par le 2 et donne donc

AU A)= Y MA)= X A(A) = ocoA(A).

qEQﬂ[—l,l] qEQﬂ[—l,l] qEQﬂ[—l,l}
6. Si A est borélien, la borne supérieur implique A(A) < 3/00 = 0 ce qui contredit la
borne inférieur va A( U A)= > 0=0<1L1
g€QN[-1.1] g€QN[~1,1]

La contradiction conclut que A ne pouvait pas étre borélien.

Remarque : En fait, on montre plus, & savoir que A n’est pas mesurable pour la tribu
complétée de la mesure de Lebesgue. On ne peut pas construire de tels ensembles A sans
utiliser I’axiome du choix pour sélectionner un membre d’une classe d’équivalence comme
ci-dessus. C’est un axiome hautement non-constructif (on ne peut pas programmer la



fonction indicatrice de A sur un ordinateur). Il est indépendant des autres axiomes de
la théorie des ensembles et il existe un modéle un peut étrange (le modéle de Solovay)
dans lequel tout ensemble de réels est mesurable pour la tribu complété de Lebesgue
(mais il y a toujours des parties non-boréliennes dans tout modéle donc le résultat de
'exercice précédent est toujours valide mais avec une autre preuve...). Les mathématiciens
préférent en général vivre avec la complexité supplémentaire des ensembles non-Lebesgue
mesurables, qui sont tout de méme plus simple que de comprendre le modéle de Solovay...



