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Correction partielle

Exercice 1. 1. La norme euclidienne sur R" est définie, pour tout z € R", par

2. Montrons que || - ||; est une norme sur R". Elle vérifie en effet les propriétés sui-

vantes :
— (Positivité) Pour tout = € R", ||z||; > 0;
— (Séparation) On a, pour z € R",

|z]1 =0 <~ Z|xi|:0 — Vi<i<n, |z =0 < V1<i<n,z;=0;
=1

— (Homogénéité) Soit x € R™ et A € R, alors on a
g

Aelly =Y il =Y Izl = A1) Jal = ][l
i=1 =1 1=1

— (Inégalité triangulaire) Soit z,y € R", alors

e +yle = lwi+wl <> (wal +lyal) = Y il + Yyl = Nl + llylh-
i=1 1=1 i=1 i=1

Montrons maintenant que || - || est une norme sur R". Elle vérifie en effet les
propriétés suivantes :

— (Positivité) Pour tout z € R", |||/ > 0;

— (Séparation) On a, pour z € R",

|z]|eo =0 = max |z;| =0 <= V1<i<n, |z =0 < VI <i<n,z; =0
<i<n
— (Homogénéité) Soit x € R™ et A € R, alors on a
1Al = max [Azi| = max [Allz;| = [A| max |zif = |A[l|z]|oo;

— (Inégalité triangulaire) Soit z,y € R", alors, pour un certain j € {1,2,...,n},
on a

-y lloe = v foicbonl < max {fos] + [yi]} = bl gl < v [+ mmase [l = 7o+ e



Exercice 2. Soit (E,|| -||) un espace vectoriel normé et d : F x E — R, définie par
d(z,y) := ||z — y||. La fonction d est une distance sur F car elle vérifie :

— (Positivité) Pour tout (z,y) € E?, d(z,y) > 0;

— (Séparation) Pour (z,y) € E? on a

dz,y) =0 <= |lz—y[|=0 <= 2—y=0 <= x =y,

car || - || est une norme sur E.
— (Symétrie) Pour tout (x,y) € E? on a, en utilisant ’homogénéité de || - || avec
A= 1,
d(z,y) = llz =yl = [ = (@ =)l = ly — =[]l = d(y, z).

— (Inégalité triangulaire) Pour tout x,y, 2 € F, on a, en utilisant I'inégalité triangu-
laire pour la normale || - ||,

d(z,2) = |z = 2| = le =y +y = 2| <[lv =yl + [ly — zl| = d(z, y) + d(y, 2).

Exercice 3. Soit (£, || - ||) un espace vectoriel normé.

1. Pour tout x,y € E, on peut supposer sans perdre de généralité que que ||z| > ||y|l,
et on a

lall = lle =y + gl < e — ol + Iyl
ce qui implique que [ - ly[[| = ]l - lly]l < |z — y]|.

2. Pour tout x,y € E, on a, en utilisant 'inégalité triangulaire,

12z]| = |z +z|| =l —y+y+z|| < |lz—yl| + |z +yl;
12yl =lly+yll=lly—z+z+y|| <llz—y| + ||z +yl.

Ainsi, on obtient, en utilisant ’homogénéité pour A = 2 et en sommant les deux
inégalités précédentes,

2|zl + 2llyll = lI2=]] + [124]l < 2]z —yll + 2= + y]|
et donc |[zf| + [yl < [le =yl + [l= + ]I

Exercice 4. 1. Montrons que || - ||; est une norme sur F x F. Elle vérifie en effet les
propriétés suivantes :
— (Positivité) Pour tout (z,y) € E x F, ||(x,y)||1 > 0;
— (Séparation) Pour (z,y) € £ x F,

Iz, 9l =0 <= |zll+llyl" =0 < |lz]l =0et [ly|' =0 <= 2 =0p et y = O,

car || - || et || - || sont des normes sur E et F' respectivement.
— (Homogeénéité) Pour tout (z,y) € £ x F et tout A € R, on a

1A, )l = 1Az, Ayl = A+l = Azl My = ATl + 1yl = A )l

— (Inégalité triangulaure) Pour tout (z,y) € E'x F et (z1,y1) € E x F, on a, par
I'inégalité triangulaire pour les deux normes || - || et || - |,

Iz, y)+ (@1 y)llh = etz y+y)llse = ezl +ly+yll” < llzl+lz I+ Iyl +lll” = 1@ )+, )l



2. Montrons que || - ||o est une norme sur E x F. Elle vérifie en effet les propriétés
sulvantes :
— (Positivite) Pour tout (z,y) € E X F, ||(x,y)]]2 > 0;
— (Séparation) Pour (z,y) € E x F, on a

Iz yllz=0 <= Vl]zl*+]lylI? =0 «= |lz[|* = llyl* =0 <= 2 =0pet y =0p,

car || - || et || - || sont des normes.
— (Homogénéité) Pour tout (z,y) € E x F et pour tout A € R, on a

Mz, 9)ll2 = (A2, Ay)llz = VA2 + [l = VA2 [[2]2 + A2lyl1? = [NVl ]2 + [yl

et on obtient bien que || A(z,y)||2 = ||l (z,v)||2-
— (Inégalité triangulaire) On commence par remarque que pour tout © € £ X F,

on a
Gz, )ll2 = VIl + [yl = Tl [y )]

ol cette derniére norme |[|-||, est la norme euclidienne sur (R )? (nous changeons
la notation afin de ne pas mélanger les deux normes indicées par 2). Ainsi, pour
tout (z,y) € E x F et (x1,y1) € E X F, on a, par I'inégalité triangulaire pour
les deux normes || - || et || - ||',

1, )+, 90l = etz y+yn) 2 = [zl ly+olDlle < 1zl Tyli+lyadDlle-

Par I'inégalité triangulaire pour la norme || - ||, on obtient

I+l Nyl iy D e < [l Ty eI Dzl Tyl e = @l (@, ya) 2,
et on a prouvé que

1Gz,y) + (2, y0)ll2 < (@ 9)ll2 + @ ya) 2

3. Montrons que la norme produit || - ||« est une norme sur £ x F. Elle vérifie en
effet les propriétés suivantes :
— (Positivité) Pour tout (z,y) € E'x F, on a ||(z,y)|s > 0;
— (Séparation) Pour (z,y) € E'x F, on a

Iz, 9)llec =0 <= max{[lz], [yl'} =0 <= |lzl]l = [lyll'=0 < = =0p et yr =0,

car || - || et || - || sont des normes.
— (Homogénéité) Pour tout (z,y) € E X F et tout A € R, on a

1A, y)lloo = 1Az, Ay)lloo = max{[[Az|, [| Ay} = max{[Alllz]], IA[[y[I'} = Al (2, y)l|oo-

— (Inégalité triangulaire) Pour tout (x,y) € E'x F et (z1,y1) € E' X F, on a, par
I'inégalité triangulaire pour les deux normes || - || et || - |,

1z + 21,y + y1)lloo = max{|lz + z1[], ly + p1 '} < max{|[z]| + [z, Iyl + [lz]]}-

Comme max{|[z[| + [z, [ly[] + [ly2[|} < max{|[z[], lylI'y +max{l[z.[], [lv: ]} =
(2, 9)|loo + ||(21, y1) |loo, Uinégalité triangulaire est prouvée.



Montrons maintenant que ces normes sont équivalentes. En effet, on a, pour tout (m, y) €
E x F,

— I
— I
(
(

z,y)|lr = |zl + [yl < 2max{|[z]|, [[ylI'} = [|(, y)[|oo ;
s oo = max{{lz ||, lylI'} < ]l + lyll" = (2, y)l1;
)
)

8

— @yl = =l + lylI* + 2zllyl” = [l + lyl® = Iz )3, cest-a-dire

1z, )2 < (2, )l

— Nl = ll=l” + gl + 20z llly 1" < e+ lyl? + 1l + lyll® = 21, )3,
cest-a-dire ||(z,y)|l1 < v2||(z,y)||2. Ici on a utilisé le fait que, pour tout a,b € R,
2ab < a® + b2.

8

)

8

On a donc, pour tout (z,y) € E x F,

Iz )l < M@ 9)lloo < 2[(z,9)ll et %Il(x,y)lll < Itz y)ll2 < ll(z, 9)l,

c’est-a~dire que || - ||t ~ || * |lo €t || - [l ~ || - [|2, et donc || - [|2 ~ || - ||, tOUte ces normes
sont donc équivalentes.

Exercice 5. Les boules unités ouvertes dan R? pour les normes || - ||2, || * [|oo, || - ||1 sont
données par :

By(0,1) := {(z,y) e R?: |z| + |y < 1};
By(0,1) := {(z,y) € R* : 2° + ¢* < 1};
Bo(0,1) := {(2,y) € R? : max{|z|, [y|} < 1}.

Voici les représentations graphiques de leurs bords, respectivement en noir, bleu et rouge.
Les boules elles-mémes s’en déduisent (car convexes et contenant 0).

Exercice 6. Montrons 1’équivalence en montrant :

— 1. = 2. On suppose que, pour tout x € E, No(z) < kNy(z). Soit z € E et r > 0.
Siy € By(z,r), alors Ny(z —y) < r, et donc No(z — y) < kENy(z)y < kr. On en
déduit que y € By(x, kr) et que donc By(z,7) C By(x, kr).

— 2. = 3. C’est trivial en appliquant 2. & x = 0g et r = 1.



— 3. = 1. On suppose que B;(0g,1) C By(0g, k). Soit x € E, alors (z)+€ €

B1(0g, 1) pour tout € > 0 et Ny(z)+¢e > 0. On en déduit que € Bl( 1) C

By(0p, k) et donc que
x
No| ——— | <k.
i (N1($)+5>

Par homogénéité (avec A = (Ny(z) +€)~1), on obtient

Na(z)
Nl(I) +e

93)—1-6

<k,

et donc
Ve >0,Vz e E, Ny(z) <k(Ni(z)+e).

On e déduit donc que pour tout x € E, No(z) < kNa(z) (en prenant la limite
quand £ — 0).

Exercice 7. Il suffit de montrer que :

— F #1). Cette propriété est claire car () # F C F.

— Va,y € F,x +y € F. En effet, soit 2,y € F, alors il existe deux suites d’é¢léments
de F {a:n}n et {y,}n telles que z, — z et y, — y. On en déduit que la suite
{z, + yn}n converge vers = + y qui appartient donc a F.

— Vo € F,YA € R, \x € F. En effet, soit € F, alors il existe une suite d’éléments de
F {xn}n convergeant vers x. On en déduit que Ax,, converge vers Axr qui appartient
donc a F.

Exercice 8. 1. Montrons que || - ||« est une norme sur E. Elle vérifie en effet les
propriétés suivantes :
— (Positivité) Pour tout f € E, ||f|lec > 0;
— (Séparation) Pour f € E, on a

Iflloo =0 <= set[tpl]|f(:z)| =0 <= Vo el[0,1],|f(z)|=0 < Vze€[0,1], f(z) =0.

— (Homogeénéité) Pour tout f € E et pour tout A € R, on a

[Aflloe = sup [Af(z)] = sup |A[f(@)] = [Al]|f]loc-
z€0,1] z€0,1]

— (Inégalité triangulaire) Pour tout f,g € F, on a

[f+9lle = sup [f(z)+g(x)] < sup {[f(x)]+[g(x)]} < sup |f(x)|+ sup |g(z)],

z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

et on a donc ||f + glleo < I fllee + 119 co-

2. 1l suffit de représenter n’importe quelle fonction f continue sur [0, 1] et 'ensemble
des fonctions g telles que || f — glloc = sup,epo 1) |f(2) —g(x)] <7, c’est-a-dire telles
que pour tout x € [0,1], |f(z) — g(x)| < r que l'on écrit

Vo € [0,1], f(z)—r<g(x) < flx)+r

Boo(f,7) est donc I’ensemble colorié en bleu, ou f est tracée en rouge, sur la figure
ci-dessous.



0.2 0.4 0.6 0.8 1

Boule By (f,r) de I'Exercice 8.

3. Montrons que la norme || - ||y est bien une norme sur E. Elle vérifie en effet les
propriétés suivantes :
— (Positivité) Pour tout f € E, || f|l1 > 0;
— (Séparation) Pour f € E, on a

[fllh =0 < /0 [f(2)] =0 <= Vo e[0,1]|f(z)| =0 <= Vo c[0,1], f(z) = 0.

Notez que cette équivalence n’est vraie que parce que [ est continue.
— (Homogénéité) Pour tout f € E et pour tout A € R, on a

1 1
Ml = / A (@)]dz = / @)z = AL

— (Inégalité triangulaire) Pour tout f,¢g € E, on a

1f+glh = / (@) +g()ldr < / (1F@)] + 9(@)]} dr < / (@)t / 9(2)|dz.

et on a donc ||[f + gllv < |Ifllx + llg]l1-

4. Les normes || - ||« €t || - |[1 ne sont pas équivalentes, car, si on pose, pour tout
z € [0,1] et tout n € N, f,,(z) = e ", on trouve

1—e™

1
N [ e 7
0

n

ce qui implique que ‘:lf’l‘“l — 0 quand n — +o0, et donc que les normes ne sont

[ fnll2
[l

pas équivalentes, car sinon il existerait une constante m > 0 telle que >m

ce qui n’est clairement pas le cas.

Exercice 9. 1. Ce sont bien des normes sur R[X] car I’ensemble des polyndémes de
R[X] de degré n peut étre identifié & R™ (via ses coefficients) ot les normes définies
dans ’exercice correspondent bien a des normes. On pourra toujours réitérer la
preuve de chacune des propriétés, mais elles ont déja été montrées dans 1’Exercice
1.



2. Supposons qu'il existe une constante M > 0 telle que pour tout P € R[X], | P|; <
M ||P||s- Pour tout n € N, on définit P,(X) =1+ X + X?+ ...+ X" Alors il est
clair que ||P,||s = n+ 1 < C ce qui est impossible pour n assez grand. Donc ces
normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 10. Supposons que (o) €t (zoxr1)r convergent vers la méme limite x. On a
donc par définition,

Ve > O,Elko,Vk 2 ko, ‘l‘gk — $‘ S €0,
Ve > O,Ekzl,‘v’k: > k’l, |l’2k+1 — $| <é£1.

On en déduit que pour tout £ > 0, il existe K := max{E(ko/2), E(ky —1/2)}, ou E(a)
désigne la partie entiére d’un réel a, tel que pour tout k > K, |z — x| < €.
Si les limites ne sont pas égales, le résultat n’est plus vrai. Par exemple, si x5, = (—1)*,
on a xo, = 1 et xop; = —1 pour tout k& € N. Ainsi chaque sous-suite (zag)r et (Togr1)x
converge mais la suite (zy); ne converge pas.
Si les trois sous-suites (Tog )k, (Tors1)r €t (z3x)r convergent, alors elles convergent néces-
sairement vers la méme limite. En effet, les ensembles {k € N : 3k € 2N} et {k € N :
3k € 2N + 1} sont infinis et on peut donc extraire des sous-suites

— de (zor)k et (x3x)r qui convergent vers le méme réel x ;

— de (wog11)k €t (x3)r qui convergent vers le méme réel y.
Comme toutes les suites extraites d'une suite convergente convergent vers le méme réel,
on en déduit que x = y et ainsi (o )k et (Toxs1)r convergent vers la méme limite x, donc
(x)r converge vers x (cf début de 'exercice).

Exercice 11. 1. Pour tout n € N*, on définit 'ouvert A,, := }_71, % [ On a ainsi

Na=N3il-o

qui n’est pas un ouvert (c’est un fermé).

2. Par passage au complémentaire dans 'exemple précédent, AS = ]—oo _—1] U
[%, +oo[ sont des fermés de R mais on a

oo 0o ¢
4= (ﬂ An> = R*.
n=1 n=1

qui n’est pas fermé (c’est un ouvert).

Exercice 12. (x) Soit E =C([0,1],R) = {f :]0,1] — R : f continue}.
1. Soit A={fe€FE:Vxel01],f(x) >0}
Montrons que A est ouvert dans (F, || - ||co)-

-Méthode 1 : Soit f € A, il faut trouver une boule B(f,e) C A (pour montrer
que A est un voisinage de chacun de ses points). Pour cela, comme f est continue,
elle atteint son minimum sur [0, 1], disons en a donc f(a) = ¢ > 0 et pour tout

v e0,1]:f(z) = f(a) =



Soit g € B(f,e),ona (9—f) = —[|f = gll, donc g = f = [|f = g[loc > f—£ =0,
donc g(x) > 0 c’est a dire g € A. On a donc déduit B(f,e) C A.

-Méthode 2 : On montre que A€ est fermé. Soit f,, une suite de fonctions de A°
avec || fr, — flleo = 0, donc il existe x,, € [0, 1], tel que f,(x,) < 0. Comme |0, 1] est
compact, on peut extraire une sous-suite x,, — x. On a par inégalité triangulaire,
définition de la norme infinie, et continuité de f :

| o @i )= ()] < s (i) = (@ )|+ () = (@) < [ frip = Flloot [ (@) = f (@) | =hs00 0

En passant a la limite dans I'inégalité f,, (x,,) < 0, on obtient f(z) < 0 et donc
f € Ac. A° est donc fermé.

-On veut maintenant montrer que A n’est pas ouvert dans (£, || - ||;). En fait, on
va montrer que l'intérieur de A est vide. (le fait que I'intérieur de A est non-vide
pour la norme ||.||s caractérise méme les normes équivalentes a des normes du
type sup, mais c’est un résultat plus dur).

On prend donc f € A et on souhaite montrer que f € A¢ = (Int(A))°. Considérons
la fonction (triangle autour de 0) g, (z) = max(1 —nx,0) elle vaut 0 pour z > 1/n
et g,(0) = 1. Par un calcul d’'intégrale ||g,||1 = 1/2n (aire d’un triangle de hauteur
1 et de base 1/n).

Mais f, = f — (f(0) + 1)g,, vérifie f(0) — f(0) —1 = —1 < 0 donc f, € A°. Mais
[Lfn = Sllv = [(£(0) + D)ll[gn[[s — 0 donc f € Ac.

. Soit B={f € E:3x€][0,1], f(x) =0}.

Montrons que B est fermé dans (F, || - ||o)-

Méthode 1 : On remarque que B¢ = {f € E:Vx € [0,1], f(z) # 0} = AU—A car
une fonction continue & valeur dans R qui n’est pas ni positive ni négative doit
s’annuler par le théoréme des valeurs intermédiaires. S(f) = — f est une isométrie
linéaire, donc S est continue Donc B¢ = AN S™(A) est Uintersection de deux
ouvert (le deuxiéme par image inverse d’un ouvert par une application continue.
COmme B¢ est ouvert, on a B fermé.

Méthode 2 : On raisonne comme dans la méthode 2 pour voir que A° est fermé
(ce qui marche méme pour les fonctions a valeur complexe, contrairement a la
méthode 1).

Soit f,, une suite de fonctions de B avec || f,— f||oc — 0, donc il existe z,, € [0, 1], tel
que fn(z,) = 0. Comme [0, 1] est compact, on peut extraire une sous-suite x,, — .
On a par inégalité triangulaire, définition de la norme infinie, et continuité de f :

| i (@i )= F (@) < g () = F (@i ) | (g )= F (@) < i = Flloo 1 (@) = f(2)] =00 O

En passant a la limite dans 'égalité f,, (x,,) = 0, on obtient f(z) = 0 et donc
f € B. B est donc fermé.

Exercice 13. On notera B la boule ouverte, B la boule fermée, B° I'intérieur de
la boule fermée et B ’adhérence de la boule ouverte.

. Montrons que B° = B. On sait que B C B° par définition. Montrons maintenant
que B° C B. Soit y € B¢ et y, :=a+ %(y— a). Alors y,, € B et y, — y € B
Ainsi y € B¢. On en déduit que B° C B¢, et donc que B° C B.



2. Montrons que B = B. On sait que B C B par définition. Montrons que B C E
Soit y € B et y, := a+”T_1(y—a). Alors y,, € B pour tout n € N* et y, > y € B.
On a donc y € B et on en conclut par passage au complémentaire que B C B.

Exercice 14. 1. Pour montrer que chaque espace métrique (F,d) est un espace to-
pologique, il suffit de montrer que 'union quelconque des boules ouvertes définit
bien une topologie sur £ :

— Les unions de boules ouvertes sont bien des parties de F;

— On a bien () et E qui appartiennent a Iensemble des unions boules ouvertes
(par exemple centrées en certains points de E de telle sorte qu’elles recouvrent
totalement F);

— Par définition, une union d’union de boules ouvertes et une union de boules
ouvertes ;

— Toute intersection finie d’union de boules ouvertes est aussi une union de boules
ouvertes (pas nécessairement les mémes).

2. Soit U := {A C R : A° et fini}.

(a) L’ensemble U est bien la famille des ouvertes non-vides d’une topologie sur R

car :

— U CPR);

— R C U car R = () est fini;

— Soit (A;)ier CU, alors Vi € I, A¢ est fini, et donc (U;c; Ai) = ey AS est
fini comme intersection d’ensembles finis. Donc |J,.; A; € U ;

— Soit (Aj)ief1,...,ny une famille finie de U, alors comme Af est fini pour tout
i,ona (N, A)° =, A¢ fini comme union finie d’ensembles finis. Donc
Nio, A €U.

(b) Soient A, B € U non-vides. Par I'absurde, supposons que AN B = (), on en
déduit que A°U B¢ = R par passage au complémentaire. Comme A et B sont
dans U, on sait que A€ et B¢ sont finis, et donc il est impossible que A°UB¢ = R.
Ainsi, AN B # ) et la topologie de Zariski sur R ne peut pas provenir d’une
métrique sur R, car deux boules s’intersectent toujours, pour n’importe quels
rayons donnés.

Exercice 15. 1. Si F est un espace vectoriel de dimension fini sur R et si (ey, ..., €,)
est une base de E, alors il est clair que I'ensemble dénombrable (car la somme est
finie et Q est dénombrable)

D= {Z A€ LA € Q} est dense dans E.
i=1

2. (a) On doit d’abord montrer que [ (N) est un espace vectoriel, ce qui est clair :
Va,y € lo(N),VA € R,z + Ay € [(N) car sup, |z; + Ay;| < oo. Il faut ensuite
montrer que || - ||« est une norme sur /o (N) :

— (Positivité) Vo € [(N), [|z||e > 0;
— (Séparation) Pour z € [(N), on a [|z]|loc = 0 <= sup;|z;] = 0 <—
— (Homogénéité) Pour tout = € I,(N) et tout A € R, on a

A% (oo = sup [Az;| = sup [Ali] = [Alsup || = |A][|#]]oc-



— (Inégalité triangulaire) Pour tous (z,y) € lo(N)?, on a

[7+ylloo = sup |zi+yi| < sup {|z;| + |yl } < sup [zi|+sup [yi| = [|2]|loo [ Y]] -

(b) On remarque que M = {0,1}" et on a déja montré¢ que {0,1}" est non-
dénombrable en construisant une bijection entre cet ensemble et P(N) via les
fonctions indicatrices (cf. Feuille de TD 1, Exercice 7).

(c) Soient z,y € M, alors ||z — y||eo = sup; |x; — y;|. Pour tout ¢« € N, on a trois
possibilités :

— six; =y; € {0,1}, alors |z; — y;| = 0;

— si a; # v, alors {z;,y;} ={0,1} et |z; — y;| = 1.

Ainsi, on a ||z —yl|« = sup, |z; —y;| € {0,1}. De plus, si & # y, alors supposons
qu’il existe z € B(z,1/2) N B(y,1/2), on a par définition

[z =2l <1/2, et [ly = zllo <1/2.

On en déduit que ||z — Y|l < || — 2|lo + |2 — ylloo < 1, et donc ||z —y|lee =0
car ||z — y|loo € {0,1}. Comme || - ||« est une norme, on obtient x = y ce qui
est une contradiction. Ainsi, B(x,1/2) N B(y,1/2) = 0.

(d) On sait qu'un espace séparable posséde la condition de chaine dénombrable,
c’est-a-dire que toute famille dénombrable d’ouverts non-vides disjoints deux-
a-deux est au plus dénombrable. Or la famille

U:={B(z,1/2);z € M}

est une famille d’ouverts disjoints (par la question précédente) et comme M
est non-dénombrable il en va de méme pour U, donc [, (N) n’est pas séparable.

Exercice 16. cf TD.
Fonctions continues

Exercice 17. On rappelle la négation de la continuité uniforme pour une fonction f :
R—R:
Je > 0,3z, y) €R? V6 >0, |z —y| < d et |f(z) — fly)| > e

Soit € = 1 et, pour n € N* on choisit z =n et y =n—+ % Alors, pour tout § > 0 il existe
ng tel que n > nyg =06 > % = |z — y|. Ainsi, pour tout n > ng, on a

1 2
2_ —
n <n—|— 2n>

et on en déduit que = — 2% n’est pas uniformément continue sur R.

F(&) - F)] = =]—i—1\=1+i>azl,

4n? 4n?

Exercice 18. Soient (X, d) et (Y, D) deux espaces métriques et f : X — Y une fonction
lipschitzienne, c¢’est-a-dire que

K > 0,¥(z,y) € X2, D(f(x), f(y)) < Kd(z,y).



Soit € > 0 et posons § = % qui est indépendant de n’importe quel couple (z,y) € X.
Alors si z,y € X sont tels que d(x,y) < J, on a

D(f(x), f(y)) < Kd(z,y) < K6 = K% — e,

ce qui prouve que f est uniformément continue sur X.

Exercice 19. Par le théoréme des accroissements finis, pour tout x < y il existe ¢, , €
|z, y[ (czy dépend de (z,y)) tel que f(y) — f(x) = (y — =) f'(c). Ainsi, on a, pour tout
z,y € R,

1f(y) = f(@)] = ly = 2|l f (cay)] < Mly — a|.

On en déduit donc que f est lipschitzienne.

Exercice 20. 1. f est continue car :
— f est continue sur ]0, 1/2] comme inverse d'une fonction continue qui ne s’annule
pas;

1
— On a lim — =0 = f(0), donc f est aussi continue en 0.

z—0 ln €T
x>0

Comme f est continue sur [0, 1/2] alors d’apreés le théoréme de Heine f est unifor-
mément continue sur [0,1/2].

2. Soit K > 0 et, pour tout n € N*, y,, = % Alors on a

[f(yn) = SO _ [fg)| _ n
|yn_0‘ ’yn’ Inn

> K

pour n assez grand, ce qui implique que f n’est pas Lipschitzienne sur [0,1/2].
Exercice 21. Soit ¢ > 0 et définissons § = ¢, alors, pour tout (x,y), (o, yo) € R? tels
que ||(z,y) — (20, Yo)|leo = max{|x — |, |y — 0|} < 6, on a, en notant f(x,y) =z +y,
|f(z,y) = fzo,0)| = |z 4y — 20 — 90| < |z —m0]+]y—30| < I(2,9) = (20, %0)|lec < =¢,

et ainsi f est continue.
Pour le produit g(x,y) = zy, on remarque que pour tout (z,y), (xo, o) € R?,

ry — Toyo = (Y — Yo) + Yoz — o).
On obtient donc |zy — zoyo| < ||(z,y) — (20, %0)|leo(|Z] + |v0]) < (|| + |yo|) dés que

(2, ) — (20, Y0)||oo < J. Ainsi, il est clair que pour tout € > 0 et tout (x,y), (o, yo) € R?
il existera 0 > 0 tel que o(|z| + |yo|) < €, ce qui prouve que g est continue.

Exercice 22. La preuve est essentiellement ce qui a été fait dans [’exercice précédent.

Exercice 23. On sait que f : E — F et g : F' — G sont uniformément continues ol
(E,dg), (F,dr) et (G,dg) sont des espaces métriques, c’est-a-dire :

Ver,301,V(21, 12) € E? dp(21,2) < 6y = dp(f(21), f22)) < &1

Vez, 302, Y(y1, ) € F?,dp(y1,y2) < 02 = da(g(y1), 9(y2)) < ea.
Soit € > 0, alors il existe 6 = §; > 0 et 6o = g1 > 0 tel que da(g(f(z1)),9(f(x2))) < €

dés que dg(xq,x2) < 01 car alors dp(f(z1), f(z2)) < dy. Ainsi, g o f est uniformément
continue.



Exercice 24. cf TD.

Exercice 25. Soit (f,), une suite de fonction uniformément continues de limite f. Mon-
trons que f est uniformément continue. On a, pour tout n € N et tout (z,y) € E?,

dp(f(2), f(y)) < dp(f(z), fa(2) + dr(fu(2), fu(y)) + dr(f(y), fu(y)-

Comme f, est uniformément continue, alors
\V/Z‘:l > O, 351 > O,V(I,y) € E2,dE(ZL‘,y) < 51 = dF(fn(l‘), fn(y)) < €.
Comme (f,,), converge uniformément vers f, alors

VEQ > Oa E|N27VZ € Eyvn Z N27sup dF(fn(Z)af(z)) S €2.

zelR

On applique les assertions précédentes pour €1 = €3 = £ et on obtient, pour tout n > N
et tout (z,y) € E?,
de(z,y) <0 = dp(f(2), f(y)) <

+z+

w| ™
ol m
ol o
I
™

et ainsi f est uniformément continue.

Exercice 26. Soit X une partie non vide de R". On désigne par E l'espace vectoriel
formé par toutes les fonctions f: X — R qui sont bornées, c’est-a-dire qu’il existe M € R
tel que |f(x)| < M pour tout z € X.
Pour f € E, on pose

1]l = sup{|f(x)]: = € X} .

1. Vérifions que || - || est une norme sur £. On peut le montrer comme sur C°(X, R)
dans la deuxiéme partie du cours. Autre méthode : Si on munit X de la tribu P(X)
pour laquelle toutes les fonctions sont mesurables (et v la mesure de comptage)
alors E = L*(X,P(X),v). En effet, v(A) = 0 implique A = (), donc |f(z)| < M,
v-presque partout veut dire partout. || f||« est la norme usuelle de L (X, P(X),v),
on peut appliquer le cours (ou reprendre la preuve).

2. Montrer que pour toute suite (f,,) d’éléments de E et f € E, on a I’équivalence

((fn) converge uniformément vers f) < || fn — fllo = 0.

Si (fn) converge uniformément vers f, cela veut dire que pour tout € > 0, il existe
N tel que pour tout x € X, pour n > N, |f.(z) — f(z)| < & ce qui veut dire en
passant au sup || f, — flle < €. Cela dit donc || f,, — flloc — 0.

Réciproquement, si || f, — flloo = nooo 0, s0it € > 0, || f, — flloo < € pourn > N, et
donc pour tout z, | f,,(z) — f(z)| < || fn—flle < e. Donc f,, converge uniformément

vers f. (on aurait aussi pu raisonner par équivalence).

3. Montrons que les fonctions continues appartenant & E forment un fermé de E.

Par caractérisation séquentielle des fermés, il faut montrer qu'une suite de fonction
fn continues, qui converge dans FE, c’est a dire qui converge uniformément vers
une fonction f (par le 2), a une limite continue. C’est un résultat du cours. Donc
I’ensemble des fonctions continues est fermé.



Exercice 27. 1. Montrons que, pour tout A C E, f(A) C f(A). On a

ye f(Ad) — JrcAy=f()
<— J(zp)n C Az, = zety= f(x).

On pose, pour tout n € N, y,, = f(z,) € f(A). Alors y,, — y = f(x) par continuité
de f. Ainsi, il existe une suite (y,), de f(A) tendant vers y, et donc y € f(A).
L’inclusion réciproque est fausse en générale. Par exemple, si

f(x) =(1—e*)sin(z), et A=]0,+o0l.

Alors A = [0,4oc[, f(A) =] — 1,1[= f(A) et f(A) = [~1,1]. Donc dans cet

exemple, f(A) ¢ f(A).

2. Supposons que f est surjective et que A = E. Comme

fA)=fE)=Fc f(A)CF

ou on a utilisé la surjectivité de f, alors f(A) = F et f(A) est dense dans F'.

Exercice 28. Montrons I'équivalence de ces 6 assertions :
1. f est continue sur E.

f est continue en 0.

f est bornée sur la boule unité fermée B(0, 1).

dK >0, Vz € E, || f(2l|| < K||z||.

f est lipschitzienne.

SR A T

f est uniformément continue.

e 1l. = 2 Evident car 0 € F.
e 2. = 3. On a f continue en 0 si et seulement si

Ve > 0,30 > 0,||z]| <= ||f(o)| <e,

c’est-a-dire si et seulement si, par linéarité de f,

T T 5

< Dl < <.
we>030>0 5 <1= | (5)] <3
Ainsi, si z € B(0,1), 3r > 0, || f(z)|| < r, c’est-a-dire que f est bornée sur B(0,1).

e 3. = 4. L’assertion 4. est évidente pour x = 0 car f(0) = 0 = ||0]|. Comme f est bornée
sur la boule fermée unitée, on sait qu'il existe K > 0 tel que pour tout x € E\{0},

b ()=

c’est-a-dire, par linéarité de f, que ||f(x)|| < K||x|| et l'assertion 4. est prouvée.
e 4. = 5. Cest évident car, pour tout (x,y) € E?, on a, par linéarité de f,

1) = Fl = [[f(z =) < Kllz —yl.



e 5. = 6. Soit £ > 0. On sait que pour tout (z,y) € E?, on a ||f(z) — f(y)|| < K|l —y|.
Ainsi, si ||z — y|| <0 := &, alors ||f(z) — f(y)|| < € et f est uniformément continue.
e 6. = 1. Cette implication est évidente par définition.

Le fait que ||| - ||| soit une norme est simple & démontrer en utilisant le fait que || - || est
une norme et en adaptant la preuve que || - | est une norme (cf. Exercice 8.).
Compacité

Exercice 29. Ona A = f~1({1} ou f : R? — R est définie par f(z,y) = 2% +y*. Comme
f est continue et {1} est un fermé de R, alors A est fermé dans R%. De plus,

Phyt=1=2<lety*<l=azyc|[-1,1],

donc A est borné. Ainsi, A est un compact en tant que fermé borné de R2.

B est non-borné car pour tout y € R, il existe x = y§ > 0 tel que (z,y) € B. Donc B
n’est pas un compact.

C = f([0,1]) ou f(t) = (cost,sint). Comme f est continue et [0, 1] est un compact de R,
alors C' est un compact de R? comme image d’un compact par une application continue.
D n’est pas compact car D n’est pas fermé. En effet, soit (¢,), C]0, 1] une suite de réels
tendant vers 0. Alors pour tout n € N, y,, := (cost,,sint,) € D est une suite de D et
yn — y = (0,0) € D. Ainsi il existe une suite d’éléments de D qui converge vers un
élément y qui n’appartient pas a D, donc D n’est pas fermé.

Exercice 30. Supposons que B(0,1) est compacte, alors il existe une fonction ¢ : N — N
strictement croissante et telle que (X @(”))n converge vers un polynéme P quand n — 4o00.
On a ainsi

fpm:hTwW:u
n—-+0oo

— Vx € [0,1], P(z) = lirjra 27 = 0 car |z| < 1.
n—-—+0o0o

Cela veut dire que P n’est pas continue en = 1, ce qui est impossible pour une fonction
polynéme. On a donc une contradiction et B(0,1) n’est pas compacte.

Exercice 31. Si A C B(0,1) alors Vx € A, ||z|| < 1. Par définition de 'inégalité stricte,
ona:
Ve e A, Jr, ||z]| <r. < L.

On peut recouvrir A par 'union des boules centrées en x et de rayons 7., i.e.
AcC U B(z, 7).
z€A

Comme A est compact, il existe un sous-recouvrement fini, c¢’est-a-dire qu’il existe un
ensemble de points {1, ...,x,} C A tels que

n
Ac | Blw,ra,).
k=1
Ainsi, max<g<, 1y, = r existe et 7 < 1 de telle sorte que

Ve e A llz]| <r <1,

cest a dire que A € B(0,7) ou r < 1.



Exercice 32. 1. Soient z,y € R", alors par définition de l'infimum et l'inégalité
triangulaire, on a

Va € A d(z,A) < [lz —al| < [lz =yl + lly —all.
Ainsi, en reprenant I'infinumum sur tous les a € A, on obtient
d(z, A) < |lz =yl + d(y, A).

2. On remarque 'on peut échanger le role de x et y dans I'inégalité précédente. Ainsi
|d(x, A) —d(y, A)| < ||z —yl|. Soit € > 0, alors ||z — y|| < 6 = & implique donc que
|d(z, A) —d(y, A)| < ||z —y|| < = e et donc x +— d(z, A) est continue.

3. On sait que si € F, alors d(x, F) = 0. Réciproquement, si d(z, F') = 0, alors
inf{||z—a| : a € F} = 0 donc il existe une suite (a,), C F telle que lim,, [|[z—a,| =
0 et a,, — a. Comme a,, € I alors nécessairement a € I’ car F est fermé et a = z.
On en déduit que x € F.

4. On a VYa € A,b € Bd(A,B) < ||b — af|. Ainsi, en prenant U'infinimum sur les
¢éléments de B, on obtient :

Va € A,d(A,B) <inf{||[b—a| : b€ B} =d(a, B).
Donc en prenant I'infimim sur les éléments de A, on a
d(A, B) <inf{d(a,B) :a € A}.

De méme,

Va € A,Yb € B,d(a,B) < ||b — al|,
et en prenant I'infimum sur les b € B et sur a € A, on obtient
inf{d(a, B) : a € A} < d(A, B).
On a donc montré que d(A, B) = inf{d(a, B) : a € A}.

5. Soit F' un compact non-vide de R™. Comme z +— d(z, F') est continue, cette fonc-
tion atteint son minimum sur le compact K, c’est-a-dire que

da € K,d(a, F) =inf{d(z,F):x € K} =d(K, F).

De plus, comme F est fermé, alors il existe une suite (b,), qui converge vers b
et telle que d(a,b,) — d(a, F). Comme F est fermé, alors b € F et d(a,b,) —
d(a,b) = d(a, F). On a donc montré que

d(K,F) = d(a,b) = ||la — b.

6. Ce dernier résultat est faux si K est seulement fermé. On considére les parties
fermées F' = {(t,e') : t € R} et K = {(t,—¢€') : t € R}. On a alors

d(K, F) =inf{||(t,€') — (s, —€*)||2 : 5, € R}.

On sait que F' et K sont en fait les graphes des fonctions ¢ — e et t — —e'. Il
donc est clair que d(K, F) = 0 en prenant la limite quand s =t et t — —o0 et
n’est jamais atteint pour aucun réels (¢, s) € R?.



Exercice 33. Comme f est continue, alors ¢ : = +— ||f(x) — z|| est aussi continue par
composée de fonctions continues. Comme X est compact, alors g y atteint ses bornes, et
en particulier il existe a € X tel que

1f(a) —al| = mf{|[f(z) — x| : 2 € X}

Ainsi, si f(a) # a, alors par hypothése, on a

1F(f(a)) = Fla)ll <[ f(a) = al,

et donc g(f(a)) < g(a) ce qui contredit la minimalité de a. Cette contradiction implique
que f(a) = a. Ce résultat est faux en général si on suppose seulement que || f(z) — f(y)| <
|z — y||. Par exemple, si X est le cercle unité de R? et f est la rotation d’angle 7/2 et de
centre (0,0). Alors on a || f(x) — f(y)|| = |l — y|| et il n’existe aucun a tel que f(a) = a.

Exercice 34. Par définition, on sait que
Ve > 0,3N.,Vn > N, d(z,x,) < €.
Soit {U; : i € I} un recouvrement d’ouverts de {z,, : n € N} U {z}. Alors soit
e := inf{diam(U;) : x € U;} > 0.

Alors on peut recouvrir l'ensemble infini {z,, : n > N.} par un seul des ouverts du
recouvrement. De plus, 'ensemble

{z, :n < N}

peut lui aussi étre recouvert seulement par un nombre fini d’ouverts du recouvrement (il
suffit de ne garder qu'un seul ouvert contenant x,, sauf s’il en contient un ou plusieurs
autres). On a donc montré que pour tout recouvrement d’ouverts de {z, : n € N} U {z}
on peut extraire un sous-recouvrement fini, donc cet ensemble est compact.

Exercice 35. ¢f TD.



