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Feuille d’exercices IlI.
Espaces mesurés

Exercice 1. (Mesure de Dirac) Soit (€2, T) un espace mesurable quelconque et soit = € €.

Pour tout A € T on pose
1 size A

0:(A) = {O sinon

Montrer que 4, est une mesure de probabilité. (Indication : Pour montrer la o-additiviteé,
il suffit de noter que dans une union disjointe = € A,, pour un seul n, donc si A =| |, A,,

0z (A) = 02(An) = >, 0o (Ar).)
Exercice 2. (Mesure de comptage) Pour chaque A € P(£2), on pose

V(A) = {C’ard(A) si A fini
+00 sinon

Montrer que v est une mesure. (Indication : Pour montrer la o-additivité, il suffit de
observer que si les A, sont disjoints alors Card(] ], A,) = >, Card(A,). Notons que si
2 est dénombrable alors v = ) d,.)

€N
Exercice 3. (Mesure sur la tribu induite) Soit (2,7, ) un espace mesuré et A € T.
Alors pa(B) = (AN B) est une mesure sur (€2, 7). On peut remplacer la tribu 7 par

la tribu induite T4 % {AN B : B e T}. Montrer que (2,7, 1a) et (A, Ta, pa) sont des
espaces mesurés.

Exercice 4. Si (Q, T, i) est un espace mesuré et A € RT alors (A\u)(A) wf M(A),AeT,
définie une mesure sur 7. En particulier, si 0 < p(A) < oo alors pa(-)/u(A) est une
probabilité (appelée la probabilité conditionnelle sachant A).

Exercice 5. Soit (2,7, ;1) un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
1. Si A e T alors pu(Q2) = p(A) + p(A°).
2. SiA,BeT et n(AUB) = pu(A) + p(B) alors A et B sont disjoints.
3. Il existe un espace mesuré (2,7, u) tel que {u(A) : Ae T} ={0,1,2}.
4. 11 existe un espace mesuré (2,7, u) tel que {u(A): Ae T} ={0,1,3}
5. Soient T = T (&) et py et pe des mesures sur T telles que pq(A) = p2(A) pour
tous A € €. Est-ce que p1 = o ?

Exercice 6. On suppose 1(€2) < co. Soit
A={AeT:pu(A) =uQ) ou u(A) =0}.

Montrer que A est une tribu.



Exercice 7. Soient (2,7, 1) un espace mesuré, A, B € T et (A;)1<i<, une suite finie des
éléments dans 7. Montrer que

1. si u(A) < oo alors |u(A) — u(B)| < n(AAB);
2. si u(A) + pu(B) > u(Q2) alors ANB #0;

3. si (JA; = Q alors il existe un indice j tel que p(A;) > w)

n
1=1

Exercice 8. (x) Supposons que la mesure p de Pespace mesuré (9,7, u) est o-finie.
Montrer qu’il existe une suite (A,) C T d.d.d. telle que u(A,) < 0o et Q = UA,.

Exercice 9. (x) Montrer que la mesure de Lebesgue \,, sur R™ est invariante par trans-
lation, i.c., Ay(A) = M\, (@ + A) pour tout @ € R™ et pour tout A € B(R™).

Exercice 10. (théoréme de récurrence de Poincaré)(x) On suppose 1(2) < oo. Une
application mesurable f : Q — Q préserve la mesure p si p(X) = p(f~1(X)),VX € T.
On pose f! = f et frtt et fro f,¥n > 1.

1. Montrer que f" préserve p pour tout n > 1.

2. On fixe un A € T et on désigne F 4 {r e A: fr(x) ¢ A,¥n > 1}. (F est

Iensemble des points de A qui ne retournent pas a A sous ’action de f.) Montrer
que (f")"HF)NF =0,Yn > 1.

3. Montrer que (f™)"H(F) N (f™)"H(F) =0 si m # n.
4. En déduire que p(F) = 0, autrement dit, pour p-presque tout = € A il existe
n=n(z) > 1 tel que f*(z) € A.
Exercice 11. (%) Soit (2,7, 1) un espace mesuré tel que {z} € T pour tous z € 2. On
note D = {z € Q: u({x}) > 0}. Est-il vrai que D est a.p.d.
1. si p est finie,
2. si u est o-finie,

3. si p est quelconque ?

Exercice 12. Soient (2,7, i) un espace mesuré et {x} € T pour tous z € . On dit
que p est continue si p({x}) = 0, pour tout x € Q et on dit que p est discréte s’il existe
un ensemble D a.p.d. tel que p(D°) = 0.

1. Montrer que I’équivalence des conditions suivantes :
(a) p est continue;
(b) si A est une partie a.p.d. de Q alors u(A) =0;
(c) toute partie a.p.d. A de 2 est u-négligeable.
2. Montrer que p est discréte si et seulement s'il existe une suite (a,,) de points de €2
et une suite (¢,) C [0, 00] telles que 1 = ) ¢p04,-
n
3. Décrire les espaces mesurés avec i & la fois discréte et continue.

4. (%) Supposons maintenant que yu est o-finie. Montrer que p s’écrit de fagon unique
[ = [e + [tg, OU L. est une mesure continue et py est une mesure discréte.



Exercice 13. Soit f : (2,7) — (R", B(R")) une fonction mesurable. Rappelons que si

i est une mesure sur l'espace mesurable (£2,7) alors pp(A) ) w(f~1(A)),VA € B(R"),

est une mesure sur B(R") appelée la mesure image de p par f.
1. Soit {a} € T. Déterminer pif si 1 = .
2. On suppose que u(€2) = 1. Soit n =1 et B € T. Déterminer p;,,.
3. On suppose que u(£2) < +oo et que f(£2) est fini. Déterminer py.

Exercice 14. Soit U un ouvert de R. Montrer que A\(U) = 0 si et seulement si U = ().

Exercice 15. (x) Prouver ou réfuter les assertions suivantes :

1. Si A€ B(R) et A(A) > 0 alors il existe un ouvert non-vide U C R tel que U C A.
Et réciproquement ?

2. Si A e B(R) et A(A) < oo alors A est bornée.

Exercice 16. Prouver ou réfuter les assertions suivantes :
1. Une partie d’un ensemble négligeable est négligeable.
2. Une union a.p.d. d’ensembles négligeables est négligeable.

3. Une union d’ensembles négligeables est négligeable.

Exercice 17. (x) Soient (€2, 7, 1) un espace mesuré et
T ={AAN : A€ T,N u— négligeable}.

1. Montrer que T est une tribu. Cest la tribu p-complétée de T. (Indication : Pour
montrer la stabilité par union dénombrable, on pourra d’abord montrer que B € T
si et seulement si il existe Ay C B C Ay avec Ay, Ay € T et pu(As \ A1) =0).

2. Soit i : T — R, AAN — p(A), ot A € T et N est p-négligeable. Montrer que
11 est une mesure sur 7. On obtient un espace mesuré (£2,7,7) appelé l’espace
mesuré p-completé de (0, T, ).



