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Feuille d’exercices V.
Intégrales a paramétres

2

Exercice 1. Pour z > 0, on pose F'(z) = </ exp(—t?) dt) e
0

et G(x) = /01 exp(a(1 + 1)) dt.

1. (a) Montrer que F' et G sont de classe C* sur RY.

(b) Calculer F'(z) + G'(x) pour x > 0.
+oo

2. En déduire la valeur de [ = / exp(—t?) dt puis de J = / exp(—t*/2) dt.
0 _
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Exercice 2. 1. Soit I(z) = / cos(2xt)e " dt, pour z € R. Prouver que I est de
0

classe C! sur R.

2. Chercher une relation simple entre I et I’

3. En déduire la valeur de I(x) pour tout réel x <on admet que 7(0) ‘/77?>
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Exercice 3. Pour x > 0, on pose ¢(x) = / e~/ dt.
0

Montrer que ¢ est de classe C? sur |0, +o00[ et que ¢"(z) = c pour z > 0.
T

T
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Exercice 4. Soit f la fonction définie sur R, par f(t) = — ) e "du.
0

1. Montrer que f est continue sur Ry et deux fois dérivable sur R*.
2. Calculer f” et les limites en +oo de f et f'.

3. En déduire une expression simple de f.

+o00 : 2 +oo -
4. Donner la valeur de / (sm(x)) dz et / sin(z) dx (pour la deuxiéme inté-
0 0 X

x
o . 9 1 — cos(2x) o .
grale, on pourra penser a utiliser la relation sin(z) = — 5 et une intégration

par parties).
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Exercice 5. 1. On fixe un réel x. Montrer que l'intégrale / dt converge si

L tT1In(t)
. . , : et —1
et seulement si z > 2. Dans la suite de l'exercice, on pose F(x) = m dt.
1 *In

2. Montrer que F' est de classe C! sur |2, +o00[ et donner une formule pour la dérivée
de F' qui ne fasse pas intervenir d’intégrale.

3. Déterminer la limite de F'(z) quand z tend vers +o0.

4. Donner une formule exprimant la valeur de F'(x) pour tout « > 2 et ne faisant pas
intervenir d’intégrale.
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Exercice 6. On pose I(«a) = / LO‘;)
0 1+z

1. Montrer que 0 < I(«) < 400 pour tout o > 0.

dx pour a > 0.

2. Montrer que la fonction I : R, — R est dérivable sur R et exprimer I'(cr), pour
a > 0, sous la forme d’une intégrale.

3. Montrer que [ est continue en 0.
2

4. (a) Soit a > 0, # 1. Décomposer la fraction rationnelle iz x2):zl ey en

éléments simples.
(b) En déduire la valeur de I'(«) pour o > 0.
(c) Calculer () pour a > 0.
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Exercice 7. On pose pour x > 0 : f(x) = / In(z” +£)

dt. Montrer que la fonction
0 1+t2

f est bien définie et dérivable sur [0, +o0.
Calculer explicitement f’ et en déduire f (on calculera f(0) a 'aide du changement de
variable u = 1/t).

> cos(xt) 1 — cos(xt)

xercice our x € R, on pose F'() /0 T2 ®° (z) /0 t2(1 + t2)

1. Montrer que F' et G sont continues sur R. Calculer F'(0) et G(0).
2. Etablir I’égalité valable pour tout réel z :

F(0) - F(z) + G(x) = Clal, oucz/ooo |

3a. Montrer que G est de classe C? sur R et vérifie G”(z) = F(x) pour tout réel x.

3b. En utilisant la question 2, en déduire que F est de classe C? sur R* et vérifie une
équation différentielle du second ordre.

3c. En déduire l'expression de F(x) pour z > 0 (on pourra remarquer qur la fonction
F est bornée sur R). Calculer enfin F(z) pour tout réel .

4. Déduire de tout cela la valeur de la constante C.



