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Feuille d’exercices VI.

Ensembles et fonctions convexes

Correction des Exercices d’entrainements

Exercice 22. Montrer que les C; sont convexes et trouver les cones normaux Ng,(a;) :
1. Cs={(z,y) eR?: 22 +y*> < 1} en a; = (0,0) et en ay = (0, 1).

C5 = B(0,1) est la boule fermée pour la norme euclidienne donc convexe. a; €

B(0,1) = Int(B(0,1)) donc d’apreés le cours N, (a1) = {0}.

Le calcul de N¢, (as) est plus dur (on passe par le calcul du tangent jamais fit en TD
pour se ramener & une calcul de la forme vue en TD). On calcule T¢, (as) = {(z,y) :
y < 0} = Rx]—o00,0]. On rappelle que T (az2) = R (C5 — az) Si (z,y) € Cs alors
y> < 1 donc y < 1 donc (z,y) — (0,1) = (z,y — 1) € Rx] — 00, 0] qui est fermé
donc T, (az) C Rx] — o0, 0].

Réciproquement, on va dire que pour toute direction du demi-plan ouvert Rx]| —
00, 0[C Ry (C5 —ag). En effet si y < 0 on cherche A > 0 telle que (A\x, 1+ \y) € Cs
ce qui donne \2x? + 1+ A\%y? +2\y < 1, il suffit 0 < A\ = 2|y|/(2* 4+ y?). En prenant
I’adhérence, on obtient :

Rx] —00,0] € Rx] —00,0] C Ry (C5 — az) = T, (az).

La premiére inclusion vient de (x,y — 1/n) € Rx] — 0o, 0] pour y < 0 et converge
vers (x,y) donc la caractérisation séquentielle implique 'inclusion.

On a vu en cours que
Nes (a2) = NTC5(a2)(a2)'

Donc on montre comme a l'exo 1 que cela vaut R, (0,1). D’abord, (0,1) € N¢,(ag)
est évident car si (x,y) € Cs((xz,y —1),(0,1)) = y — 1 < 0. De méme,(0, —1) ¢
N05 (CLQ).

Donc par le cours, comme N, (az) est un cone, on a obtenu
R, (0,1) C Ne,(as).
Réciproquement, ay € [(—1,1),(1,1)] C T, (az) donc
Ne,(a2) = Nrg, (a)(a2) C Ny—1),0,(az2) = R(2,0)" = R(0,1).

Comme on a vu (0, —1) & N¢,(az). Donc N (az) C R(0,1), on déduit N, (az) C

R, (0,1) ce qui est I'autre inclusion voulue.



2. C5 = {(z,y) € R? : |z — 1| + |y| < 1} = By ,((1,0),1) est une boule fermé
donc convexe (pour la norme ||(z,y)|[1 = |z| + |y| ¢f TD 5). On veut calculer les
cones normaux a; = (0,0), en a3 = (1,0) et en a4 = (1/2,1/2). Comme avant
Int(Cs) = By, ((1,0),1) = {(z,y) € R* : |z — 1| + |y| < 1} a3 € Int(Cs) et donc
d’aprés le cours N¢,(as) = {0}.

Montrons que Ng,(aq) = Ry(—1,1).

On montre d’abord que (—1,1) € N¢,(aq) si (z,y) € Cs, on regarde :

((r,9) = (a0),(=1,1)) = =(z = 1/2) + (y = 1/2) =y —w < O car (1 —2) +y <
|z — 1|+ |y| <1 doncy—a <0 sur Cg donc (—1,1) € N¢,(aq).

Réciproquement, a4 € [(0,0),(1,1)] C Cs on déduit Neg(as) C Nio,0),a,1)(aa) =
R(1,1) =R(—1,1) vu que a4 est dans le segment privé des extrémités. Il reste a
voir que (1, —1) n’est pas dans N¢,(a4), en effet, ((z,y) — (aq), (1, —1)) =x —y ce
n’est pas négatif en (1,0) € Cq, donc Ngg(aq) C Ry (—1,1), ce qui donne 1'égaliteé.

Montrons que N¢,(a1) =Ry (—1,1) + R (=1, —1). On raisonne par double inclu-
sion :

,—1) sont dans le cone
1) =—(z=0)+(y—

Comme avant, on commence par montrer que (—1,1), (—
normal. on calcule donc pour (z,y) € Cs ((x,y) — (a1), (—
0) =y — 2 < 0 comme avant donc (—1,1) € N¢,(a1).

De méme ((z,y) — (a1), (=1, -1)) = =(z = 0) = (y = 0) = =y —x <0
(1—2)—y<|z—1+ |yl <1donc (—1,—1) € Ng,(ay). Comme N¢,(ay) est un
cone convexe, on déduit :

1
1

R, (—1,1) + R, (—1,—1) C Ngy(aq).

Réciproquement, on considére a; = (0,0) € [(0,0), (1,1)] C Cg, donc par le cours
Ncﬁ(al) C N[(070)7(171)}(6L1> = R(l, 1)J' + R+(—1, —1> = R(—l, 1) + R+(—1, —1) =
{(z,y) : v < —ax} (car a; est sur le bord du segment). On considére enfin
ar = (070) S [(070)7(17_1)] C Cs NC'G(al) - N[(O,O),(l,fl)}(al) = R(lv_l)J_ +
Ri(-1,1) =R(-1,-1)+ Ry (-1,1) = {(z,y) : y > z}.

En prenant lintersection on obtient Ngy(a1) C {(x,y) : —x > y > x}. L’examen
de ces conditions identifie ceci a un sous-ensemble de R, (—1,1) + Ry(—1,—1)
en écrivant (z,y) = —(y + x)/2(—1,—-1) + (y — z)/2(—1,1) vu les deux nombres
(y —x)/2,—(y +x)/2 > 0. Cela donne 'inclusion réciproque

Neylar) € Ro(~1,1) + Ry(~1,-1).
Exercice 23. On s’intéresse au probléme de minimiser la fonction
flz,y) = 2* + 2%°® + 927 + 8y* + 4

sur le pavé A = {(z,y) e R?*: -1 <2 <1,-1<y <1}
1. Prouver que f est strictement convexe sur A.
of of

—= =4’ + 229° + 18z, = = 3y*x® + 16y
ox dy



0% f 0’ f 0% f
— L =1222 4+ 2 + 18, —L =6yx® +16, ——
r° 4 2y° + 1o, RIE yr® + 10, D20y

9 = 6acy2

Comme

d*f(x,y).((h, k), (h, k))

(1222 + 2y + 18)h? + 6xy*2hk + (6yz® 4 16)k?
> (2y° + 18)h? + (6yz® + 16)k* + 62y°kh

Y

2
(18 — 4)h* + (16 — 12)k* — 12(% + h%) = 2h? + k?
h2 + kQ - <12(h7 k)a (ha k))

(Y

pour |y|,|z| < v/2, de sorte qu’on a utilisé & I'avant-derniére ligne |y/°|, |y2?|, |zy?| <
2, et 2hk < (¥ + h2).
On obtient donc H(f)(x,y) > I, donc par le cours f est strictement convexe sur
Pouvert | — v/2, +v/2[>> A

2. Montrer qu'il existe une solution unique du probléme (Indication : rappeler pour-
quoi A est compact)
Par continuité, la fonction admet un minimum sur le compact A (boule fermé donc
fermé borné en dimension finie), il est unique par convexité stricte.

3. On trouve la solution en cherchant les minima locaux. On remarque que (0,0)
annule le gradient, c’est donc un point critique sur 'ouvert Int(A), donc c’est

I'unique minimum sur tout A. (par exemple on utilise le théoréme de minimisation
sur un convexe et —V f(0,0) € N4(0) = {0} vu 0 € Int(A)).

Exercice 24. Lesquels parmi les fonctions suivantes sont convexes sur R2.
folz,y) = 2+ +at, fi(z,y) = 24y +2°, fole,y) = a'+y' —day, fa(z,y) = cos(z+y),

f4(‘rvy> = re' _+_y€x7 f5(x,y) - |Z’ + 1| + |y|7 f6<x7y) - (|.T + 1| + |y|)2
On commence fy, f1, f2 qui sont des polynémes donc de classe C*°.

2
1. Hfo(x,y) = ( 2 —1—32:(: g ) . qui est positive car ces valeurs propres 2+122%, 2 >

0, donc fy est convexe sur R?.

2. Hfi(z,y) = ( Q—BGZC (2) ) , mais Hf(—1,0) = ( _04 (2) ) , a un déterminant

—8 négatif, donc H f1(—1,0) n’est pas positive et donc f; n’est pas convexe sur
R2.
2 _
3. Hfs(x,y) = < 132 12;12 ) , mais H f»(0,0) = ( _04 4 > , a un déterminant

—16 négatif, donc H f5(0,0) n’est pas positif et donc fy n’est pas convexe sur R

4. f3 est périodique non constante, on se doute qu’elle ne va pas étre convexe (mais
ce n’est pas une preuve, on n’a pas vu de résultat de ce type en cours), elle est
C> par composition de cos et d'une fonction linéaire, V f3(z,y) = (—sin(z +

y), —sin(z + y)), donc H f3(z,y) = ( —cos(x +vy) —cos(x+y)

_cos(x + y) _COS(:[ =+ y) ) , par exemple



-1 -1
-1 -1
H f3(0,0) n’est pas positive, donc f3 n’est pas convexe.

, son déterminant rt — s> = 0 mais r = —1 < 0 donc

H f5(0,0) = (

5. %<x7y) = yeac’ 68231];4 (l‘, y) = $€y7 gig;(l',y) =e" 4 ev.
_671 2671
Hi(=11) = 2et —el ) On a donc 7t — s? = e *(1 —4) < 0, donc

H fy(—1,1) n’est pas positive et f; n’est donc pas convexe sur R?.
6. f5, fo ne sont pas méme C' & cause des valeurs absolues, on ne peut pas dériver,
on n’utilise une méthode proche de I’exercice 6.

fs(z,y) = [l(z,y) + (1,0)[[x vu |[(z,y)|ls = [x[ + [yl, est la composée de la norme
qui est convexe (par le cours), avec la fonction affine A(x,y) = (z,y) + (1,0). On
remarque que : A(/\(l’,y) + (1 o )‘)(:U,7 y,)) = )\(A(.T, y)) + (1 - )\)(A(LIZ'/, y/))

Donc, on obtient la convexité en utilisant la convexité de la norme pour A € [0,1] :

A, y)+A=X) (" ) = IMA(z, )+ (1= (A, y)]l < MA(, y)li+A=N[ A, y)]]

7. fe est la composée de f5 convexe et g(x) = z? (une fonction croissante convexe)
donc par 'exercice 6 : fs = g o f5 est convexe. Concrétement, on peut (utiliser la
convexité de f5 :fs(A(z,y) + (1 = AN)(2/,y") < Afs(x,y) + (1 — N) fs(2', ") auquel
on applique la croissance de g, puis on utilise la convexité de g) :

gefs(Mw, y)+(1=A)(",y)) < g(Mfs(z,y)+(1=N)fs(2',)) < Mgofs(z,y))+(1=A)(gof5(2, y))

Exercice 25. Lesquels parmi les fonctions suivantes sont convexes sur [0, 1]? :

23 4y ot 4 gt

gi(x,y) = 6 92(x,y) = o g3(z,y) = —/2 — (22 + 4?)
229> e
g4(xay) = 9 ) g5(l‘7y) :COS(ZL‘y>, gﬁ(xay) :I2+y2+g

ON commence g1, g2, ga, g¢ qui sont des polynémes donc C*°, on calcule donc les dérivées
secondes.
0 e
1. Hg(z,y) = < :8 y > . Clest positif sur [0,1]* et méme R% (car a valeur propre
positive) mais pas sur un voisinage ouvert. Par contre, c’est le cas sur 'ouvert
]0, +00[?, ot g; est donc convexe (on va étendre la convexité par continuité). Pour
(z,y), (@',y') € RE, on a (z + 1/n,y + 1/n) €]0,+oo[* donc la convexité s’écrit
pour A € [0,1] :

g (N z+1/n,y+1/n)+(1=X)(2'+1/n,y'+1/n)) < Ag(z+1/n,y+1/n)+(1-N)g(z'+1/n,y'+1/n),
en passant a la limit n — oo vu ¢ continue, on obtient I'inégalité voulue :

gi(AMz,y) + (1 =A@, y) < Agla,y) + (1 = Mg’ y),
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w

W

[
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g2 est plus simple car Hgo(z,y) = < 0 y02 ) est a valeurs propres positives sur
R? donc gy convexe sur R? donc sur [0, 1]%
2
yo 2xy
Vg4($,y) = (1’3/2711372) donc Hg4(x7y) = ( 21’:(/ .CE2 ) :
le déterminant rt — s? = 22y? — 42?y? < 0 et en (1/2,1/2) vaut —3/16 < 0 donc
Hgy(1/2,1/2) n’est pas positive, donc g4 n’est pas convexe.

Hgg(z,y) = ( 2 —g v (2) ) . & des valeurs propres positives sur 'ouvert | —2, +00[ xR

donc gg est convexe sur cet ouvert donc sur [0, 1]2.

g5 est C>° comme composée de cosinus et d’'un polynéme. Vgs(z,y) = (—ysin(zy), —x sin(zy)),

donc
) .
B —y*cos(zy) —sin(zy) — wycos(zy)
Hgs(x,y) = ( — sin(xy) — zycos(zy) —a2cos(xy) ’
r = —y?cos(zy) est négatif en (1,1) (cos(1) € [0,1]) donc Hgs(1,1) n’est pas

positive donc gs n’est pas convexe.

. Reste le cas le plus dur, celui de g3 (On a lintuition que g3 est le graphe de

la partie d’ordonnée négative d’une sphére de centre 0 et de rayon /2, ce qui
semble convexe visuellement... Il serait facile de voir par composition que —gs
est la compose d'une fonction concave croissante (la racine) et d’une fonction
concave, qui est donc concave, on le montre par dérivation), Si x<1 ou y<1, on a
22 +y? < 2 donc g3 est a composée d’un polynéme a valeur strictement positif sur
0,112\ {(1, 1)} C By ,(0,v2) et de z — —+/z qui est C sur ]0, 00 (mais pas
dérivable en 0). Donc par composée g3 est C™ sur Bjjj,(0,v/2).

On calcule les dérivées premiéres et secondes : Vgs(x,y) = (

)

x y
V2—(224y2) " \/2—(22+y?)

2

1 T Ty
+ [ —
2 (22442 (2—(z2+y2))3/2 (2—(x2+42))3/2
Hg?)(xay) = Vet zy 1 + Y2
@ (@2 +97))/ Vi—@y?) | (@)
2—y2 Ty
— ( (2—(2+y2))3/2  (2—(22+y2))%/2 )
o Ty 2—1z2 )
2—(22+y2))3/2  (2—(2?+y?))%/2

Son déterminant
rt—s’ = ((2—2%)(2—y*)—2%y*) /(2— (2 +¢%))° = (4=227=2¢%)/(2—(2*+y*))* > 0

est positif si 22 +y% < 2 et r > 0 donc Hgs(x,y) est positive sur la boule ouverte
euclidienne By 1, (0, v/2). Par continuité comme pour g;, gs est aussi convexe sur
'adhérence (la boule fermé) qui contient [0, 1]?, ceci conclut & g3 convexe sur cet
ensemble.



