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Feuille d’exercices VI.

Intégrales a paramétres

Correction partielle.

Rappels :

Théoréme de continuité avec hypothése de domination. Soit
f: AxQ— R (ouC). On suppose

1. Pour tout = € A, t — f(z,t), est mesurable sur .
2. Pour presque tout ¢t € Q, z — f(x,t) est continue en xy € A.

3. (Hypothése de domination) Il existe une fonction intégrable
g: Q2 — Ry, g € L'(Q,T,p) telle que ¥t € Q, Vo € A,
|f(z, D) < g(b).

Alors la fonction z — F(x fQ x,t) du(t) est continue en x.

Exercice 1. Soient f: R — R une fonction intégrable et p une mesure finie sur (R, B(R)).
On définit leurs transformées de Fourier :

= [ swerdn o= [

—00

Montrer que f et i sont continues sur R.

Correction 1. Le résultat suit du Théoréme de continuité avec hypothése de domination.

1. Une fonction a valeurs complexes est mesurable si sa partie réelle et sa partie ima-
ginaire son séparement mesurables. Comme ¢ — e® est pour z fixé une fonction
continue, elle est mesurable et le produit avec f qui est mesurable préserve cette
propriété.

2. La fonction x — f(t)e"™ est continue pour tout ¢ € R fixé (car f(f) est une
constante).

3. Finalement pour la domination, il suffit de prendre g(t) = | f(¢)| qui est intégrable
et qui satisfait pour tout z,t € R; | f(¢) e"®| = g(¢t).

Nous obtenons que f est continue.

Pour i, on a déja vérifié les points (1), (2) parce qu’ils sont indépendents de la mesure.
Pour point (3), utilise que g: ¢ — 1 domine f(x, t) = ¢ La fonction ¢ est mesurable
étant 'indicatrice de I'espace entier et comme [ g(t),du(t) = u(R) < oo car p est une
mesure finie, g est aussi intégrable. Alors [i est continue.



Rappels :

Théoréme de dérivabilité avec hypothése de domination. Soit
f:UxQ —Kavec U CR" un ouvert. On suppose

1. (Existence de F') Pour tout z € U, t — f(z,t), est intégrable sur
Q.

2. (dérivabilité) Il existe N avec u(N€¢) = 0, tel que pour tout t € N,
la fonction x +— f(z,t) admet une i-éme dérivée partielle sur U.

3. (Hypothése de domination) Pour tout compact K C U, il existe
une fonction intégrable g € L'(Q2) telle que

Vte N, VxeK, g—i(x,t)lggk(t).

Alors la fonction © — F(x) = [, f(x,t) du(t) admet une i-eme déri-
vée partielle sur U, gg@_ € Ll(Q) et

OF of
5 @ = [ Gt dutr).

Remarque : Dans le théoréme précedent, si x — %(x,t) est continue, alors

oF
ox;

(x) le sera aussi. Détails 7 Question : Pourquoi est g—i(a:) intégrable ?

Exercice 2. Soient f(z) = ([ e 2 dt)? et g(x fo e igt L
1. Montrer que f et g sont C* et calculer f’(a;) et ¢'(x).

2. Montrer que f'(z)+¢'(x) = 0 pour tout z € R, en déduire la valeure de f(z)+g(z).
3. En déduire que [;° e dt = %

Correction 2. 1. Pour la fonction f, on se sert du fait que les intégrales de Riemann
et de Lebesgue coincident sur les fonctions Riemann intégrables. En appliquant le
Théoréme fondamental de ’analyse (pour les fonctions Riemann intégrables) nous
voyons que - [ e dt = e . Alors f'(z) = 2e™* IS et dt.

La fonction go(z,t) = exp(*fi# est définie et lisse pour tout (z,t) € R% Le

point (2) du Théoréme de dérivabilité avec hypothése de domination est donc au-
tomatiquement satisfait. Etant une fonction continue, il est clair que t + go(z, 1)
est mesurable et comme exp(—z%(1 + t?)) < 1, go est dominée par la fonction
intégrable ¢ — 1 tQ, nous voyons donc que t —» go(x t) est aussi intégrable, ce qui
vérifie le point ( ) du théoréme.
La dériveé de gy par rapport a x est la fonction continue %90 (x,t) = —2x exp(—z*(1+
t?)). Soit C' > 0, alors gy est dominée pour tout x dans I'intervalle compact [—C, C]
et pour tout ¢ dans l'intervalle [0, 1] par la fonction intégrable t — 2C.

Nous obtenons que g(x) est dérivable et

! 1
7 :/ —2 exp(—a?(1 + 1*)) dt = —2ve" / e dt
0 0




Comme expliqué dans la remarque du Théoréeme de continuité avec hypothése de
domination, comme 0gq/0, est continue, nous voyons que g(x) est méme ct.

. Pour simplifier ¢'(x), remplace u = zt, alors

1 T
1 2
/ exp(—2t?) dt = — / e " du .
0 T Jo

On obtient donc que ¢'(x) = —f'(x). La fonction f(x) + g(x) est C! et a dérivé
nulle, alors c’est la fonction constante et nous avons f(x) + g(x) = f(0) + g(0) =

0+ fol 1122 = arctan 1 — arctan 0 = 7 /4.

. Nous pouvons utiliser I'estimé

L gma?(1+%) . (11
g(m):/ ———dt<e’” / ——dt
0 141t o 1412

pour voir que lim,_, g(x) = 0. Ceci montre que lim, o f(2) = w/4 et [;° e dt =

VT/2.

Exercice 3. On pose F(z) = [;7 e~ cos(tz) dt.

1.
2.
3.

Montrer que F' est bien définie sur R.

Montrer que F' est continiment dérivable. Donner une expression de F’(x).
Montrer que pour tout v € R, on a F'(x) + 5F(z) = 0

En déduire que la fonction G(x) = e F (x) est constante.

Donner l'expression de F(x) pour x € R en utilisant le résultat de I’exercice VI.3

5. En déduire la transformée de Fourier d’une variable gaussienne standard

1 o -
P(x) = E/ e P26t

Correction 3. 1. F(z) est bien définie, car t — e* cos(tx) est mesurable étant une

3.

fonction continue (en ¢ pour chaque x € R fixe) et elle est intégrable car elle est

dominée par la fonction intégrable ¢ — et

Pour appliquer le Théoreme de dérivabilité avec hypothése de domination, nous
avons déja vérifie (1); pour (2), remarque que (x,t) — e ¥ cos(tx) est lisse sur
tout R? et en particulier elle est C* en  pour tout ¢ fixé.

Pour I'hypothése (3), la dérivé 8%6_'52 cos(tz) = —te " sin(tz) est dominée par
t — te . En particulier, la domination ne dépend pas de z. La fonction ¢ — t et
est intégrable avec [/ te " dt = —1/2e |3 = 1/2. Nous obtenons que F est C"

et I est donnée par l'expression
F'(z) = —/ te " sin(tx)dt .
0
Nous obtenons

gF(x) + F'(x) =

t=00
=0.

t=0

/ (z cos(tz) — 2t sin(tz)) e dt
0

/0°° %(sm(m) e ") dt = % (sin(tz) e™)

N~ DN —




Pose G(z) = exp % F(x) avec F une fonction C' qui satisfait 'équation F'+% F =
0. On vérifie facilement que G'(z) = (F'(z)+% F(xz)) exp "%2 = 0, c’est-a-dire, G(z)
est constante.

4. Comme e/ F(z) = G(z) = G(0)
F(z) = e /1 F(0) et
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selon Exo VIL.3. Donc F(z) = ¥ e*"/4,

5. La variable gaussienne standard est la fonction f(t) = \/%Tr exp (—% t2). La trans-
formée de Fourier d’une fonction intégrable a été introduite en Exo VI.1 :

= [ swera= [ costeaari [ (o sintea) a

1 Oo —t /2 / —t2 2
= — cos(tx) dt+— / sin(tx) dt
V2T / ( ) dt

32 . N . . . . .
/2 cos(tx) est paire en ¢, c’est-a-dire, elle est invariante invariant

~*/2 gin(tz) est impaire

La fonction e
par le changement ¢t — —t, mais par contre, la fonction e
en t. Ceci implique que

00 S 0
/ e=P/? cos(tx) dt = / e /2 cos(tz) dt +/ e™/? cos(tx) dt
- 0 —o0

= / e /2 cos(tz) dt
0

et
/ e~ /2 sin(tx)dt = 0 .
Alors f(z) se simplifie en

2 o
= \/j / e~/? cos(tx) dt .
T Jo

Avec la substitution u =t/ \/5, nous trouvons

\/>\/_/ ~* cos( Q.TU)dU:iF(\/Em):e_gﬁ/Q'

Exercice 4. On pose F(x) = [ e 520 gp,
1. Montrer que F est bien définie et contmue sur [0, oo

2. Montrer que F' est continiiment dérivable sur ]0, col.




Correction 4. 1. La fonction f(z,t) = Sir;ﬁe*m est continue sur Rx]0,00[. En
particulier ¢t — f(x,t) est mesurable pour tout choix fixe de z € R et z — f(x,t)

est continue pour tout ¢ €]0, co| fixé.

Pour montrer que t — f(x,t) est intégrable si > 0, il suffit de montrer que
|f(z,t)| est majorée par une fonction g intégrable. Le facteur |sint|/t est borné

par 1 car |(sint)'| = |cost| < 1, alors |sint| < ¢ pour tout t > 0.

t

On peut donc majorer |f(z,t)| par g(x,t) = e . Pour chaque z > 0 fixé, la

fonction est intégrable car

> 1 —0 1
/ e dt =—= e_m‘iio =4+—.
0 X - X

Par contre, pour = = 0, a fonction n’est pas (Lebesgue) intégrable et I'exo semble

étre faux, car f(0,t) = % peut étre minorer sur chaque intervalle [k, 7 (k + 1)]
avec k=0,1,2,...
m (k+1) |sint| 1 m (k+1)
dt > ———— sint|dt = ————
/Wk t T a(k+1) /ﬂk [sint m(k+1)
et alors

> | sin t| - /”("‘“) | sint| - 2
dt = —dt > - _ =00.
[ o= [ e

On va donc seulement montrer que F(x) est continue sur ]0,00[. Le probléme
avec la fonction g(x,t) choisie ci-dessus est qu’elle dépénds de z, mais 'hypothése
pour le Théoréme de continuité avec hypothese de domination demande que g soit
uniforme. La fonction g est monotone en x, g(x,t) > g(x’,t) pour tout x < a/,
mais malheureusement ¢(0,t) qui domine tous les ¢ — f(x,t) n’est pas intégrable.

La solution consiste & utiliser que la continuité est une propriété locale. Pour
montrer que F(z) est continue sur |C, oo avec C' > 0, nous pouvons utiliser la
domination de toute t — f(x,t) avec # > C' par la fonction g(t) = e~ %, De cette
fagon, on démontre que F'(x) est continue sur chacun des intervalles |C, co| avec
C > 0, donc aussi sur |0, co[ entier.

2. Pour montrer que F(z) est C'! sur ]0, o[, regardons la dérivé partielle % f(z,t) =
—¢300) o—tr — _ gin(¢) e, Elle est continue et pour chaque intervalle |C, co[ avec

t
C > 0, cette dérivé est dominée par la fonction intégrable g(t) = e "



Théorémes de Fubini et mesures produits

Rappels :

Théoréme de Fubini—Tonelli. Soient (2,77, 11) et (Qso, Tz, f12)
deux espaces mesurés o-finis. Soit f: Q1 xQy — [0, +00] une fonction
Ti ® To-mesurable. Alors

1.y — f(z,y) est une fonction mesurable (sur (£2,7;) dans
[0, +00]) pour tout = € Q, et @ = [ f(z,y)dus(y) est une
fonction mesurable (sur (€, 77)).

2. ¢ — f(z,y) est une fonction mesurable (sur (€,7;) dans
[0, +00]) pour tout y € Qo, et y = [, f(x,y)dui(z) est une
fonction mesurable (sur (€, 73)).

3. On a
/Q . fa,y) din @ pa(,y) :/ﬂ ( ) f(@,y) dps(y))) dpn (x)
:/ﬂ ( ) fla,y) dpa(2)) dpsa(y) -

Théoréme de Fubini. Soient (21,71, 1) et (Qq, Tz, 1o) deux es-
paces mesurés o-finis. Soit f: 0; x 25 — R une fonction intégrable.
Alors

1. y — f(z,y) est une fonction intégrable (sur €s) pour presque
tout & € Qy, et x — fQQ f(z,y) dus(y) est une fonction intégrable
(sur €2;).

2. x — f(x,y) est une fonction intégrable (sur ;) pour presque
tout y € Oy, et y — le f(z,y) dup (x) est une fonction intégrable
(sur ).

3. On a

/Q . f(:v,y)dm@wz(ﬂf,y):/( f(x,y) dps(y)) dp ()

Q1 JQ2

:/Q ( ) f(z,y) dpa(z)) dps(y) -

Exercice 6. Soit f : 2 — [0, oco[ une fonction mesurable positive et © une mesure o-finie
sur l'espace mesurable (€2, 7). Montrer que pour p €]0, 00| :

= [ prute: s > o

Correction 6. On remarque que, Vo € Q,Vt > 0, Liyeo fw)>0(2) = Lo f@)(t). On a
ainsi

/ 1{w€Q:f(w)>t} (l‘)dt = / 1[07f(m)[(t)dt = / dt = f(l’)
0 0 0



On obtient donc -
F@P = [ Lueoissn @i
0

et d’aprés le Théoréme de Fubini-Tonelli (puisque 'on a affaire a des fonctions mesurables
positives et des mesures o-finies), on a

[ir@rane) = [ ([ twenisopntat) dute)
= /000 (/Q 1{weQ:f(w)P>t}($)dM(37)) dt

:/0°°u<{weﬂ:\f<w>rp>t}>dt.

On fait le changement de variable ¢ = s” ce qui veut dire que dt = psP~'ds et donc
[1wpautn = [t e 0 g > 23 ptis
@ 0

Il suffit maintenant de remarquer que {w € Q : [f(w)]? > sP} = {w € Q : |f(w)| > s}
pour conclure que

/Q @) Pdu(z) = / o w9+ f(w) > sV

Exercice 8. On considére le domaine A C R? délimité par les droites y = 0, y = 1,
y=2—xzety=14x. Calculer // xy dzdy.
A

Correction 8. Nous avons par définition

// xydxdy:// vy 1a(7,y) drdy ;
A R2

ot 2y 1a(z,y) est mesurable car A est un fermé de R?. Pour chaque y € R, nous pouvons
réécrire 'application = — 1a(z,y) comme

N {1{w:y1§x§2y}($) siy e [0,1]

siy<Oousiy>1.

Nous aimerions appliquer le théoréme de Fubini, mais il faut d’abord s’assurer que
(x,y) — xyla(z,y) soit intégrable, mais vu que la partie positive et négative de la
fonction est bornée par 1a(z,y), ce n’est pas difficile.



Nous obtenons donc avec ce théoréme

// zy 1a(z, y) dwdy:/(/ zy 1a(z,y) dz) dy:/ (/ vy 1a(z,y)dz) dy
R R JR 0,1 JR
= / Yy (/ x 1{x:y—1§x§2—y}($) dl’) dy
[0,1] R

2—y 1
:/ y(/ :z:da:)dy:/ y(imz)
[0,1] y—1 [0,1]

rz=y—1

1 1!
=3 y((2—y)2—(y—1)2)dy=§/3y—2y2dy
0 0
13, 2,00 5
=2 G¥ 73Y)| T

Exercice 9. Calculer // (z + y)e~ @ dzdy, on
D

D={(r,y) eR*:0< 2, 0<y, z+y<1}.

Correction 9. On peut réécrire D = {(z,y) e R?: 0 < 2,0 <y <1 — 2} et on a donc
V(l', y) € RQ? (IL’ + y)e_(w+y)1D(Iv y) S (l’ + y)e—(x+y)1[071]2(x’ y)

et on sait que (z,y) — (z +y)e @1 2 (2, y) est Riemann-intégrable, donc Lebesgue-
intégrable. Il en va donc méme pour (z + y)e~ @ 1p(z,y) < (z 4+ y)e @V 1p(z,y) et
on peut donc appliquer le Théoréme de Fubini pour calculer

1 11—z
// (2 +y)e W dpdy = / / (z +y)e” TV dydx
D
/ / eV +ye Te V)dydx
1 1 1-z
/ xe~ (/ ydy) dx +/ e " (/ yeydy> dx
0 0 0
1 1 12
/ re~ dw +/ e ” <[—yey](1)”” —|—/ eydy) dx
0 0 0
1 1
/ e +1) da +/ e (—(1—a)e” " = [e7V]y ") da
0

1
/ e + z)dx + / e (="t wem — " £ 1)da
0

1 1 1
/ re Tdr — 2/ e ldx —|—/ e *dx
0 0 0

[—ze "] — 2e7t — 2[e™"]}
—et =2t -2 142
=2—5e L

o
&

O

o



dz d dx d
Exercice 12. Soit D = [0, 1]%. Calculer // % et // Y

p(@+y+1) p (+y)?

Correction 12. Comme g(z,y) = mll)(x,y) et f(x,y) = 1p(z,y) sont me-

1
. (z+y)?
surables de R? dans R, par le théoréme de Fubini-Tonelli on a

dmdy 1 ! 1
= ——=dz | dy
pl@+y+1)? Jo \Jo (@+y+1)
1 1 1
=/[~———]@
0 r+y+1],
! 1 1
= ——+ d
/“( y+2 y+?>y
—dy + —d
/‘y+23l / Y

— [In(y +2)], + Umy+Ub
:_m@+m®+m®—mm

=1In (é> :
3
De méme, d’aprés Fubini-Tonelli, on a aussi
1 1 1
M= L )
(z+y) o \Jo (z+y)
1 1 1
- [ [l
0 Tty
! 1 1
= -+ —-]d
/i( +1 y) ’
"1
—dy + / —dy
/‘y+1 oY

—[ln(y + 1))y + M(y)
—1In(2) + In(1) + ll_% (In(1) — In(e))

= +00.

La fonction (z,y) — n’est donc pas intégrable sur D.

(z+y)?

Exercice 14. Soit D = B((0,1),1) dans le plan. Calculer // (2% +y?) dr dy .
D

Correction 14. On effectue un premier changement de variable y = v + 1 et on obtient

// (2> +y*) drdy = // (2% + (u+ 1)) drdu = // (2% + u? + 2u + 1)dxdu.
D B(0,1) B(0,1)



On passe maintenant en coordonnées polaires (r,0) our € [0,1], 8 € [0, 27| et ou 2*+u? =
r?, u = rsinf. On obtient ainsi

1 27
// (x2+y2)dxdy:/ / (r* + 2rsin@ + 1)rdrdf
P O1 ’ 27 1 27 1 27
:/ rgdr/ d0—|—2/ rzdr/ sianQ—i—/ rdr/ db
0 0 0 0 0 0
1 1 1

4 3 2
=27 [T—] +2 [7‘_] [cos 027 + 27 [T—l
41 3 1o 2]o

_27r+0+27r
4 2
_37r
=5

+0o0
Exercice 18. On pose I = / e~ dt. Calculer J = // e~ @) dy dy en fonc-
0

10,+00[2
tion de I. Calculer J en utilisant les coordonnées polaires. En déduire la valeur de 1.

Correction 18. On calcule, en faisant un changement de variables en coordonnées po-
laires et en utilisant le fait que J = 1 [[o. e~ @) dady,

1 00 2
J = // e~ @) dy dy = —/ / e " rdrdd =
10,4-00[2 4Jo Jo

On remarque maintenant que

+oo 2 too 2 s
J:(/ e_xdx></ e_ydy):_72:
0 0

ol
|
[
Ll\)
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et done I = ~—.
2



