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Feuille d’exercices VII.

Intégrales a paramétres

Exercice 1. Soient f: R — R une fonction intégrable et  une mesure finie sur (R, B(R)).
On définit leurs transformées de Fourier :

- /_ : ftet=dt, j(r) = /_ Z e""du(t)

Montrer que f et ji sont continues sur R.

ot 1 o—o?(1+t?)
Exercice 2. Soient f(x) = ([ e " dt)* et g(x) = [} “Grz—d

1. Montrer que f et g sont C' et calculer f'(z) et ¢'(x).
2. Montrer que f'(z)+¢'(z) = 0 pour tout x € R, en déduire la valeure de f(z)+g(x).
3. En déduire que fooo e dt =

t.

Exercice 3. On pose F(x fo et cos(tx)dt.
1. Montrer que F' est blen définie sur R.
2. Montrer que F est contintiment dérivable. Donner une expression de F’(z).
3. Montrer que pour tout x € R, on a F'(x) + F(z) =0
En déduire que la fonction G(z) = T F (x) est constante.

4. Donner l'expression de F'(z) pour x € R en utilisant le résultat de 'exercice 1.3

5. En déduire la transformée de Fourier d’une variable gaussienne standard

O(x) = e ettt

E/m

—tx sin(t)

Exercice 4. On pose F(z) = [["e
1. Montrer que F est blen définie et continue sur [0, 00|

2. Montrer que F' est contintiment dérivable sur |0, ocol.

1
Exercice 5. Pour x > 0, on pose p(z) = / e/t dt.
0

—x

Montrer que ¢ est de classe C? sur ]0, 400 et que ¢ (z) = pour z > 0.
Théorémes de Fubini et mesures produits

Exercice 6. Soit f > 0 une fonction mesurable positive y une mesure o-finie sur (2, 7),
montrer que pour p €]0, 00| :

| #ru- / T e s f) > i



Exercice 7. On considére le domaine A C R? délimité par les droites y = 0, y = 1,
y=2—xety=1+x. Calculer // xydx dy.
A

Exercice 8. Calculer // (z 4 y)e” @V dady, on
D

D={(r,y) eR*:0< 2, 0<y, v+y<1}.

Exercice 9. Pour (z,y) € [—1,1]? on pose

flz,y) = {ﬁ si (z,y) # (0,0)

0 sinon

1. Montrer que les intégrales itérées de f existent et sont égales.
2. La fonction f est-elle Ao-intégrable sur [—1,1]%?
Exercice 10. Soient v la mesure de comptage sur Z et p = %51 + %5_1 la mesure de

Rademacher. Soit s(z,y) = x + y donnant une fonction s: Z? — Z. Montrer que la
mesure image par s de la mesure produit est s.(v ® p) = v.

Exercice 11. Soit D = [0, 1]2. Calculer // _ dzdy // diﬁdy

(x+y+1)2 (x4 y)?

Exercice 12. Soient f,g des fonctions mesurables positives sur R. On rappelle que

1 f1lx = Je |f(2)] dA(z). On définit la convolution de f, g par :

frgle /fx— dA(y) € [0, +od].

1. Montrer que f * g est, mesurable et que || f * g|l1 = || f]l1llg]1-

2. Montrer que la définition de fxg s’étend pour presque tout z aux f, g € L' (R, d)),
que fxg € LY(R,dA) et [[f *glls < [fll1llgll1-
3. Montrer que pour f, g, h toutes mesurables positives ou toutes intégrables, alors

[(gxh)=(fxg)xh

Changements de variables

Exercice 13. Soit D = B((0,1), 1) dans le plan. Calculer // (2° +y*) dx dy .
D

Exercice 14. Soit B = {(z,y) € R?: (z®+y?*) < 9} . Justifier que I'intégrale // dxdy

22 +y )2/3
est convergente et donner sa valeur.

Exercice 15. Soit D = {(z,y) € R?: (2? + y*)? < zy}. Calculer / Vaydxdy .
D
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Exercice 16. Soit D = {(z,y) € R?: y*—2z < 0,22—2y < 0}. Calculer // e e d$ dy.
D
(Indication : poser z = u?v et y = uv?)



+o0o
Exercice 17. On pose [ = / e~ dt. Calculer J = // e~ @) gy dy en fonc-
0 10,400[?
tion de I. Calculer J en utilisant les coordonnées polaires. En déduire la valeur de 1.

z
Exercice 18. Calculer 'intégrale / / / ——dxdydz
pT*+y?
ot D= {(z,y,2) € R®: 1 < 2%+ y? < 2% < 4}.

Exercice 19. Soit D = {(z,y,2) € R*: 0 < 2z < 2* + y* < 1}

Justifier que 'intégrale ln(a:2 + y*) dx dy dz est convergente et donner sa valeur.
D



