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Feuille d’exercices VI.
Théoréme de Fubini

Exercice 1. Pour (z,y) € [-1,1]%, on pose

f(z,y) = {Gﬁ‘i%m si (z,y) # (0,0)

0 sinon

1. Montrer que les intégrales itérées de f existent et sont égales.

2. La fonction f est-elle Ao-intégrable sur [—1,1]27?

Exercice 2. On considére le domaine A C R? délimité par les droites y =0, y =1, y=2 -z
et y =1+ 3. Calculer ff zydzx dy.
A

Exercice 3. Calculer /f (z +y)e~ ) dzdy, on D = {(z,y) eR?:0< =z, 0<y, z+y<1}.
D
Exercice 4. Soit A le triangle de sommets (0,—1), (3,1) et (0,1). Calculer f/ zy dzdy.
A

Exercice 5. Soit E = {(z,y) € R?: [y—2| < 1et (z—1)(z—y) < 0}. Calculer /f e®=2) dzdy.
E

Exercice 6. Soit D = {(z,y) € R?: |y| < 2, |z| < 943 +1, y < 22 + 1}. Calculer l’aire de D.

d
Exercice 7. Soit D = [0,1]?. Calculer f / d:c—y2 .
p(z+y+1)
Exercice 8. On note D le domaine délimité par les droites x = 0, y = 2+ 2 et y = —z. Calculer

I= //D(:c — y)dzdy.

Exercice 9. En calculant de deux facons
oo 1
I = f / e~ ¥ sin(2zy)dydz,
z=0 Jy=0
_psinz
T

“+00
déterminer la valeur de / e dz.
0



T In(z)

z?2 -1

Exercice 10. 1. Montrer que l'intégrale I = / dz est bien définie et que [ =

0
! In(z)
2/{; o ld:c.

2. Calculer de deux fagons différentes ’intégrale

/ dzdy
r+xk+ (1 +4)(1+2%)
En déduire que I = w2/4.

1
3. Déduire des questions précédentes et d’un développement en série entiére de T que

+co 1 7r2 +o0 1 7r2
Yy e L =g
n=0 n=1

) + fsin(z)\? _,
Exercice 11. Soient f et g les fonctions définies sur Ry par f(t) = / — e " dx et
0
400 o
par g(t) = / %)-e—u dz, respectivement.
0

.., sin(z) 1
1. Pour t > 0, calculer g(t) en partant de 1’égalité — = / cos(zy)dy.
0

. 2 1 .-
2
2. Pour t > 0, calculer f(t) en partant de I'égalité (smf:)) = / in(xﬂdy.
0

3. On a vu (exercice 4 feuille VI) que f est continue sur R*. En déduire la valeur de

fo " (Si“f))Qda;.

Exercice 12. Poury > 0, on considére la fonction f, définie sur R? par fy(z,t) = (

1
1+ z%t2)(1 + y%t2)

1. Montrer que chaque y > 0, la fonction f, est Mo-intégrable sur [0,1] x Rt.

2. Soit la fonction g définie sur Rt x R* par g(y,t) = fol fy(z,t)dz. Justifier que g est
Ao-intégrable sur [0,1] x RY.

400 tant 2
3. En déduire la valeur de 'intégrale I = / (MC tan ) dt.
0
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Feuille d’exercices VII.
Changement de variables

Exercice 1. Soit D le disque de centre (0, 1) et de rayon 1 du plan. Calculer / / (2 +y*) dxdy .
JJp

Exercice 2. Soit D = {(z,y) € R?: (2% + 3?)? < ay}. Calculer ff VTydzdy .
D

Exercice 3. Soient 0 < a < b,0 <ec<d, et D= {(z,y) eR?: a2’ <y < bx®,c <ay < d}. Calculer
I'aire de D.
(Indication : poser u = % et v = xy.)

rﬂ+ 3
Exercice 4. Soit D = {(z,y) € R?: y* — 2z < 0,2 — 2y < 0}. Calculer /:/ e = dxdy.
D
(Indication : poser z = u?v et y = uv?)
Exercice 5. On pose I = /

0
J en utilisant les coordonnées polaires. En déduire la valeur de I.

+oo 2 2, 2
e~!" dt. Calculer J = / / e~ +¥) gz dy en fonction de I. Calculer
10, +o0[?

1 2 9
Exercice 6. Justifier que l'intégrale f/B W dxdy, oi B = {(z,y) € R?: (2 + y*) < 9} est
convergente et donner sa valeur.
z
Exercice 7. Calculer I'intégrale /ff mdm dydz ou D = {(z,y,2) e R3: 1 <2? +3° < 2® < 4}.
5 2

Exercice 8. Soit D = {(z,y,2) e R}: 0 <z <a2?+4% < 1}.

Justifier que I'intégrale / / / In(z* + y?) dz dy d= est convergente et donner sa valeur.
D

Exercice 9. Soit ¢ : U =]0, +00[x]0, 27[x]—7/2, 7/2[— R3 définie par ¥:(r, 8, ) = (r cos § cos , rsin f cos i, 7 sin ).

1. Représenter graphiquement le point p = ¥ (r, 0, ) pour un triplet (r, 8, ¢) fixé. On appelle (r, 6, )

les coordonnées sphériques du point p.
2. Déterminer ¥(U).
3. Montrer que ¥ est injective.
4. Caleuler Jy(r,8,) pour tout (r,8,¢) € U et en déduire que 1 est un C'-difféomorphisme de U

sur ¢(U).
5. En utilisant les coordonnées sphériques, calculer le volume d’une boule de rayon R.
6. Soient 3 réels a, b et ¢ strictement positifs. Calculer le volume de ’ellipsoide d’équation

a2 g2 22

.C-t3+b_2+c_?< il

Exercice 10. A I'aide du changement de variables z = \/ow, y = Vuw, z = \J/uv, calculer le volume des
domaines suivants :

— Dy = {(w,v,w) € R3: w,v,w > 0 et uv, uw, vw < 1},

— Dy = {(u,v,w) € R®: u,v,w >0 et uv + uw + vw < 1}.
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