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Question de cours.

Soit E un R-espace vectoriel.

1. Rappeler la dé�nition d'une norme sur E.

2. Soit ‖ · ‖ une norme sur E. Montrer que pour tous x et y éléments de E, on a∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖x− y‖.

Exercice 1. Pour tout P ∈ R[X], on pose

‖P‖1 =
n∑

k=0

|ak|, ‖P‖∞ = max
0≤k≤n

|ak| où P =
n∑

k=0

akX
k.

On admet que ‖ · ‖1 et ‖ · ‖∞ dé�nissent deux normes sur le R-espace vectoriel R[X].
Ces deux normes sont-elles équivalentes ? Justi�er.

Indication : on pourra considérer la suite de polynômes (Pn)n∈N dé�nie par

Pn = 1 +X +X2 + . . .+Xn pour n ≥ 0.

Exercice 2. On munit R2 de la norme euclidienne et on considère la partie

A = {(x, sin(x)) : x ∈ R} .

La partie A est-elle ouverte, est-elle fermée ? Justi�er.

Exercice Bonus Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé sur R. Montrer que pour tout

(x, y) ∈ E2 tel que x 6= 0 et y 6= 0, on a∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥ ≤ 2
‖x− y‖
‖x‖

.


