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Exercice 1.

On considère (un)n∈N la suite définie par

un =

∫ +∞

−∞

(cos(x))n

1 + x2
dx.

Montrer que (un)n∈N converge et déterminer sa limite.

Pour chaque n ∈ N, on considère fn : R→ R la fonction définie par fn(x) =
(cos(x))n

1 + x2
.

Toutes fonctions fn sont continues sur R donc boréliennes.
Pour tout réel x fixé non congru à 0 modulo π, on a | cosx| < 1 et donc

(cos(x))n

1 + x2
−→

n→+∞
0.

Ainsi, la suite (fn)n∈N converge simplement presque partout vers la fonction nulle.

Pour tout n ∈ N, on a pour tout x ∈ R, |fn(x)| ≤
1

1 + x2
, et la fonction x 7→

1

1 + x2
est

intégrable sur R.
On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée, qui entraîne que la suite
(un)n∈N converge et, par échange limite/intégrale, la limite de (un)n∈N est égale à l’inté-
grale de la fonction nulle et vaut ainsi 0.

Exercice 2. Soit un entier n ≥ 2 et des réels strictement positifs x1, x2, ..., xn. Montrer

l’inégalité arithmético-géométrique :(
n∏

i=1

xi

) 1
n

≤ 1

n

n∑
i=1

xi .

Voir cours

Exercice 3.

Dans R2 muni de la norme euclidienne, on considère l’ensemble

A = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, xy = 1}.

1. A est-il fermé ?
Soit (xn, yn) une suite d’éléments de A qui converge vers (x, y) ∈ R2. Comme pour
tout n ∈ N, on a xn > 0 et xnyn = 1, il suit que x ≥ 0 et xy = 1. Enfin, comme
xy = 1, on en déduit que x 6= 0, d’où (x, y) ∈ A. Ainsi, A est fermé.



(Preuve alternative : notons que si (x, y) ∈ R2 vérifie x ≥ 0 et xy = 1 alors x 6= 0
et donc (x, y) ∈ A. Ainsi,

A = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, xy = 1}.

Soit f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) = xy. Comme f est continue et
{1} est fermé dans R, on a f−1({1}) fermé dans R2.
Ainsi,

A = ([0,+∞[×R)
⋂

f−1({1})

est intersection de deux fermés donc fermé. )
2. A est-il compact ?

Pour tout réel a strictement positif, on a (a, 1/a) ∈ A et ‖(a, 1/a)‖2 ≥ a. Donc A
n’est pas borné et donc encore moins compact.


