Chapitre 4

Une introduction intuitive a la mesure de
Lebesgue et aux grands théorémes de
théorie de la mesure.

4.1 Mesures; le presque partout

Définition 4.1 (premiére tentative de définition d’une mesure). Une mesure sur un ensemble X est une
application p: P(X) — [0, +00] avec les propriétés suivantes :

1. p(@) =o0.
2. Si (Aj)ien est une suite de parties de X deux & deux disjointes, c’est-a-dire si A; N A; = ) pour tout

+oo
i # 4, alors p(Usen Ai) = > p(Ai).
1=0

Remarque 4.2. Ci-dessus, P(X) désigne ’ensemble des parties de X. La définition donnée plus haut est trés
exigeante : en général, on ne demande pas que toutes les parties de X aient une mesure. Ceci améne a introduire
une notion un peu plus précise (en particulier, dire quelles propriétés on attend de 1’ensemble des parties qui
admettent une mesure, qu’on appelle les parties mesurables). Dans cette partie du cours, on va prétendre que
toutes les parties sont mesurables; pour que les théorémes présentés dans cette partie soient vraiment corrects,
on va ajouter en gris les hypothéses nécessaires de mesurabilité - que vous pouvez ignorer en premiére lecture,
et sur lesquelles vous pourrez revenir aprés avoir lu la suite du cours.

Définition 4.3. Comme on autorise que des parties aient une mesure infinie (intuitivement, la mesure généralise
les notions de longueur/d’aire/de volume, et on « voit »bien que R, par exemple, est de longueur infinie), il faut
donner quelques précisions :

— Pour tout ¢ € [0, +00], 400+t =1+ 00 = F00.

— Pour tout ¢ fini, +oo —t = 4o00.

— (+00) — (+00) n'est pas défini.

Dans I’énoncé des propriétés de 'intégrale, on va aussi devoir écrire des multiplications, avec les conventions
suivantes :

— 0 (4+00) = (+00)-0=0.

— Sit>0,¢- (+00) = (+00) - t = +00.

Proposition 4.4. Soit p une mesure sur un ensemble X .

— Si Ay, ..., A, sont des parties deux o deuz disjointes el mesurables, alors
n n
n(lJ A = n(a) .
i=0 i=1

— Si AC B et A et B sont mesurables alors u(A) < u(B).

Preuve:
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Pour voir que la premiére propriété est vraie, il suffit de définir A,, 11 = A,,12 = ... = () et d’appliquer
la définition d’une mesure :

n +oc0 n 00 n n
p(lJ A) = p(JA) =D n(A) =D n(A) + D m(A) = u(A) +0=" u(A) .
=0 €N =0 =0 i=n+1 =0 =0

Pour la deuxiéme propriété on utilise le fait que B = AU (B \ A) et que B\ A est mesurable pour
écrire :
u(B) = u(A) + u(B\ A) = u(A) .
Attention : si A C B et A et B sont mesurables, on a envie d’écrire u(A) = pu(B) — u(B \ A). Ceci peut ne
pas avoir de sens, si u(B\ A) est infini! Avant d’écrire une telle égalité, il faut vérifier que p(B\ 4) < +o0.
Pour l'instant, on va se concentrer sur une mesure, sur un ensemble trés particulier : la mesure de Lebesgue
sur R.

Définition 4.5. Il existe une unique mesure A sur R (définie sur la tribu borélienne de R), appelée mesure de
Lebesgue et telle que pour tout segment [a,b] on ait A([a,b]) = b — a.

Remarque 4.6. Par convention, a chaque fois qu’on écrira [a, b], on supposera que a,b sont des réels et a < b.

Intuitivement, b — a correspond & la longueur du segment [a, b]; la mesure de Lebesgue permet d’associer
une notion de longueur a des parties plus compliquées de R (au moins, a toutes les parties boréliennes).
Notons quelques conséquences immédiates de cette définition.

Proposition 4.7. — Pour tout z € R on a A({z}) =0.
— Si (x,,) est une suite de nombres réels, alors A({zy }nen) = 0.
— Pour tous réels a,b avec a < b on a A([a,b]) = A(Ja,b]) = A([a,b]) = A(Ja,b]) =b — a.

Une idée fondamentale en théorie de la mesure est qu’on peut, la plupart du temps, négliger les parties de
mesure nulle : elle n’ont pas d’influence sur la valeur d’une intégrale, par exemple.

Définition 4.8. Une partie borélienne A C R est dite négligeable si A\(A) = 0. On dit aussi que presque tout x
appartient & R\ A, ou encore que x € R\ A est vrai presque partout.

En particulier, si f,g: R — R sont des fonctions boré¢liennes, on dit que f et g sont égales presque partout si
A{z: f(x) # g(x)}) = 0 (c’est-a-dire, si 'ensemble de tous les x tels que f(x) # g(x) est négligeable, ou encore
si f(z) = g(z) pour presque tout x).

0 siz¢gN

) est borélienne et nulle presque partout.
x  sinon

Exemple. La fonction f définie sur R par f(z) = {

4.2 L’intégrale de Lebesgue

L’idée de base de la construction de l'intégrale de Lebesgue est la suivante : si f: R — R est borélienne et ne
n

prend qu’un nombre fini de valeurs ay, ..., a,, alors on voudrait avoir / fd\ = Z aiA({z: f(x) = a;}). Par
R i=1

exemple, si f est une fonction en escalier (qui est continue par morceaux et donc borélienne), cette définition
nous redonne la valeur habituelle de I'intégrale de f.

Dans le cadre de la théorie de la mesure, on commence par utiliser un procédé de passage a la limite (qu’on ne
détaillera pas) pour étendre la définition ci-dessus a l'intégrale de toutes les fonctions positives et mesurables ;
une fois qu’on sait intégrer toutes les fonctions & valeurs positives, on peut définir facilement ’intégrale de
n’importe quelle fonction mesurable. En effet, étant donnée une fonction f, on peut définir sa partie positive
fT et sa partie négative f~ en posant

ﬁ(x):{f(x) sif@) >0 f_(x):{f(w) s f(@) <0

0 sinon 0 sinon

Alors, fT et f~ sont deux fonctions mesurables et a valeurs positives, et par définition f = f* — f=. Si on

sait intégrer les fonctions mesurables et & valeurs positives, il nous reste donc simplement & poser fR fd\ =

fR frdx— fR f~dX (et ce processus s’applique pour toute mesure, pas seulement pour la mesure de Lebesgue).
On va admettre qu’on peut construire une notion d’intégrale ayant les propriétés suivantes :
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1. Si f est la fonction caractéristique d’une partie A de R borélienne, alors fR fdx = X(A4).

2. Pour toutes fonctions borcliennes f,g: R — [0, 4+00] et toute constante ¢ > 0, on a :

/Rcfd)\:c/Rfd)\et /R(f—i-g)d)\:/Rfd)\—i—/Rgd)\.

(En particulier, 'intégrale de la fonction nulle vaut 0.)

3. Pour toutes fonctions boréliennes f,g: R — [0, +00],
si f = g presque partout alors /Rfd)\ = /Rgd)\.
4. Pour toutes fonctions boréliennes f, g: R — [0, +00],
si f < g (presque partout) alors 0 < / fdx < / gd.
R R

Remarque 4.9. Il est pratique d’autoriser le fait que les fonctions prennent la valeur +oo. Si A({z: f(z) =
+o00}) > 0, et f: R — [0,4+00] est borélienne, alors on a toujours fR fdX\ = +oo. En particulier, si f: R —
[0, +00] est d’intégrale finie alors f(x) < 400 presque partout, et on peut se ramener a considérer U'intégrale
d’une fonction a valeurs finies en intégrant f sur l'ensemble {z: f(x) < +oo}, ce que permet la définition
suivante.

Définition 4.10. Etant donnée une partie A de R borélienne, et f: R — [0, +00] borélienne, on définit

/A fdx = /R FLad()) .

(En particulier, pour toute constante ¢ >0, [, cdA = cA(A).)

Remarque 4.11. 14 désigne la fonction caractéristique de A, c’est-a-dire que 1 4(x) vaut 1 si z € A et 0 sinon.
(est une fonction borélienne si, et seulement si, A est borélien. Ainsi, f14 est la fonction qui est égale & f sur
A, et a 0 ailleurs.

Proposition 4.12. 5. Si A est borclien et N(A) = 0 alors [, fdX =0 pour toute fonction f: R — [0, 400
borélienne.
6. Si Ay, As sont des parties de R boréliennes et disjointes, alors pour toute fonction f: R — [0, +oc]
borélienne, on a

/ fax=[ farx+ [ far.
A1UAs Aq Az

Exercice 4.13. Déduire des propriétés énoncées plus haut que si A1, As sont des parties de R boréliennes et
telles que A(A; N A2) = 0, alors pour toute fonction f: R — [0, +00] borélienne, on a

/ far=[ fax+ [ fax.
A1UAs A Az

Remarque 4.14. Pour intégrer une fonction & valeurs positives sur une partie A, il suffit qu’elle soit au moins
définie sur A : si f: X € R — R est une fonction borélienne et A une partie borélienne de X, on définit
S 4 fdN = i) 4 9dX\ ot g est un (n’importe quel) prolongement borélien de f & R (par exemple g définie par
g(x) = f(z) pour x € X et g(x) =0 pour z € R\ X).

Attention : on peut définir 'intégrale f]R fdX\ pour toute fonction borélienne f & valeurs positives ; mais cette
intégrale peut valoir +00. Une idée intuitive est que, dans le cas d’une fonction a valeurs positives, 'intégrale
de f coincide avec « ’aire sous la courbe représentative de f » ; et cette aire peut éventuellement étre infinie :
par exemple, si f est la fonction constante égale a 1 sur R, alors le domaine limité par le graphe de f et I'axe
des abscisses est un « rectangle »dont un coté est de longueur 1 est 'autre de longueur infinie, et on voit bien
que laire d’un tel domaine est infinie. Mais si f change de signe, alors la notion d’« aire sous la courbe »devient
plus compliquée & interpréter.
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Définition 4.15. Soit f: X C R — R une fonction borélienne. On dit que f est intégrable sur une partie A
borélienne de X si [, [f|dA < 4oo0.
Dans ce cas, f* et f~ sont également intégrables sur A (par la propriété ([d)) et on définit [, fdA = [, fTdr—

[ fmdA.

Attention, dans le cadre de la théorie de Lebesgue, on définit [ 4 JdX uniquement quand f est intégrable sur
A (c.a.d. [, |fldX < 400) et on ne considére pas les intégrales généralisées semi-convergentes qui apparaissent
dans la théorie de l'intégrale de Riemann (voir la premicre feuille de TD).

On retrouve les propriétés , , , , , @ ci-dessus qui sont cette fois vraies pour des fonctions

boréliennes intégrables.
Proposition 4.16. Pour toutes fonctions boréliennes f,g: X C R — R intégrables sur une partie borélienne
ACX ona

1. [, 1dx = X(A);

2. pour toutes constantes réelles o et 3, la fonction af + Bg est également intégrable sur A et
/ (af + Bg)dr = a/ fdX+ B/ gdX (linéarité de l'intégrale);
A A A

3. si f = g presque partout, alors [, fd\ = [, gdX;
4. si f >0 presque partout, alors fA fdX > 0 (positivité de U'intégrale) ;
si f < g presque partout, alors fA fd\ < fA gdX (monotonie de l'intégrale) ;
5. si N(A) =0 alors [, fAX=0;
6. si Ay, Ag sont des parties boréliennes de A telles que N(A; N Ag) =0, alors

/ fdx= [ fdx+ [ fdx.
A1UA, Ay Az

On a de plus

7. L’inégalité triangulaire
[+ om) < [ i [l
A A A

4.3 Théorémes d’échanges limite-intégrale

La théorie de Lebesgue nous permet d’intégrer plus de fonctions que la théorie de Riemann. Cela simplifie
Iénoncé des théorémes d’échange limite/intégrale, qui sont plus puissants dans ce contexte.

Théoréme 4.17 (Théoréme de convergence monotone). Soit A une partie de R borélienne et f;: A — [0, 400]
une suite de fonctions boréliennes telle pour presque tout x € A la suite (f;(x)) soit une suite croissante. Alors
il existe une fonction borélienne f: A — [0,+00] telle que f;(x) converge vers f(x) presque partout, et on a

lim /fid)\:/fdA.
1—+400 A A

Remarque 4.18. Comme, pour presque tout x, la suite (f;(z)) est croissante, il est immédiat que cette suite
admet une limite dans [0, +o0]. Ainsi, lexistence de la fonction f est une conséquence immédiate de ’hypothése
de monotonie. Ce qui n’est pas trivial, c’est de pouvoir échanger limite et intégrale!

Attention : I’hypothése du théoréme n’est pas que les fonctions f; sont des fonctions croissantes ; c’est que,
pour presque tout x fizé, la suite (f;(z)) est une suite croissante.

Remarque 4.19. Comme on ne travaille dans cette partie qu’avec la mesure de Lebesgue, on n’a écrit ce
théoréme que pour la mesure de Lebesgue; mais il serait vrai aussi pour toute autre mesure (en remplagant
« borélien »par « mesurable »); il en va de méme de la définition de I'intégrale qu’on a vue plus haut, et du
théoréme de convergence dominée qu’on va maintenant présenter.
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L’avantage de ce théoréme est qu’il s’applique méme si la suite des intégrales tend vers +oo ; mais ’hypothése
demandant que les fonctions soient a valeurs positives, et que la suite (f;(x)) soit croissante pour presque tout
x, n’est souvent pas vérifiée dans les exemples. Néanmoins, & partir de ce théoréme on peut déduire un autre
théoréme fondamental.

Théoréme 4.20 (Théoréme de convergence dominée). Soit A une partie de R borélienne, et fi: A — R une
suite de fonctions boréliennes et satisfaisant les hypothéses suivantes :

1. Pour presque tout x, la suite f;(x) est convergente vers une limite qu’on appelle f(z) (alors [ est boré-
lienne).

2. 1l existe une fonction g: A — R borélienne a valeurs positives, telle que pour presque tout x on ait
fi(@)] < g(x) et [, gdX < +oo.
Alors f est intégrable, et on a

/fd)\:_lim /fidA.
A i—=+oo [ 4

Remarque 4.21. Dans I’énoncé du théoréme ci-dessus, il est fondamental que la fonction g ne dépend pas de
i.

. P . . . .
En appliquant les théorémes de convergence monotone et de convergence dominée sur les sommes partielles
d’une suite de fonctions, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.22 (Echanges série/intégrale). Soit A une partie de R borélienne.

1. Si (fn)n>o0 est une suite de fonctions positives boréliennes définies sur A, alors

+oo +oo
/ Z fndX= Z / FrndA (convergence monotone).
An:O n=0 A

2. Si (fn)n>0 est une suite de fonctions boréliennes définies sur A telle que
+oo
> [ 1falir < 400
n=0 A

+oo
alors la série Z fn(x) converge absolument pour presque tout x € A vers une fonction f intégrable, et

n=0
on a

“+oo
/ fdx = Z / FndX (convergence dominée).
A oA

Remarque 4.23. La théorie de I'intégrale de Cauchy-Riemann est basée sur la stratégie suivante : d’abord,
on définit l'intégrale des fonctions en escalier (qui coincide avec leur intégrale pour la mesure de Lebesgue).
Ensuite, on utilise le fait que toute fonction continue par morceaux f définie sur un segment I est une limite

uniforme de fonctions en escalier f;, et on définit / fl@)dx = ligl / fi(x)dx.
I 11— 400 I
Comme toute suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers une fonction continue par mor-
ceaux sur un segment est bornée par une constante M, et que les fonctions constantes sont intégrables sur les
segments, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure que / fdX =lim / fidX. Ainsi,
I I

on déduit que, pour une fonction continue par morceaux, son intégrale au sens de Riemann et son intégrale au
sens de Lebesgue coincident.

En utilisant le théoréme de convergence monotone, on en déduit que 'intégrale généralisée au sens de Rie-
mann d’une application continue positive sur un intervalle ouvert est égale a son intégrale au sens de Lebesgue.
Enfin, une fonction continue qui a une intégrale généralisée absolument convergente au sens de Riemann, est
également intégrable au sens de Lebesgue et a nouveau par le théoréme de convergence dominée, ces intégrales
coincident. Plus précisément :

Théoréme 4.24 (Comparaison avec l'intégrale de Riemann). Les intégrales au sens de Riemann et au sens de
Lebesgue coincident (en particulier) dans les situations suivantes :
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1. Si—oco<a<b<+4oo et f:[a,b] = R est une fonction continue par morceauz, alors f est intégrable au
sens de Riemann et au sens de Lebesgue, et

b
/ f(z)dz = fdA.
a [a,b]

2. Si—o0<a<b<+oo et f:la,b[— [0,4+00] est une fonction continue par morceaux, alors

b
/ f(z)dx = fdA.
a Ja,b]

(Rappelons que ces intégrales peuvent valoir +00.)

3. Si—oco<a<b<+4oo et f:]a,b[— R est une fonction continue par morceauz dont l'intégrale généralisée

au sens de Riemann est absolument convergente, c’est-a-dire telle que / |f(z)|dx < 400, alors f est

intégrable au sens de Lebesgue et
b
/ f(z)dx = fdA.
a la,b[

4.4 Continuité et dérivabilité des intégrales & paramétres

Dans cette section, on fixe une partie X borélienne de R, et I un intervalle. Etant donnée une fonction
f: X x1I *) R telle que pour tout t € I = — f(x,t) soit intégrable sur X, on peut définir la fonction
Fit— [ f « f(@,t)d\(z). On s’intéresse a des hypothéses sur f permettant de conclure que F' est continue, ou
dérivable.

Théoréme 4.25 (Théoréme de continuité des intégrales a parametres). Soit f: X x I — R une fonction telle
que
1. Pour presque tout x € X, la fonction t — f(x,t) est continue sur I.

2. 1l existe une fonction g: X — [0, 400 intégrable et telle que pour tout t € I on ait |f(x,t)| < g(x) pour
presque tout x € X.

3. Pour tout t la fonction x — f(x,t) est borélienne.

Alors la fonction F: t — / f(z,t)dX\(x) est bien définie et continue sur I.
X

Remarque 4.26. Dans la deuxiéme condition ci-dessus, la fonction g ne dépend pas de t. Dans les applications, il
n’est pas toujours facile de trouver une fonction g satisfaisant les conditions du théoréme! La premiére condition
est, elle, normalement facile & vérifier.

Preuve:

Déja, notons que, pour tout t fixé, la fonction z — f(x,t) est borclienne et telle que |f(x,t)]
g(x) pour presque tout 2 € X; comme g est intégrable, on en déduit que [y |f(z,t)[d\(z)
fX g(z ) < 400, donc la fonctlon x — f(z,t) est intégrable, et F' est donc bien définie.

<
<

leons malntenant t € I. Pour montrer que I est continue en ¢, on doit vérifier que, pour toute
suite (t,) d’éléments de I qui converge vers t, la suite F(¢,) converge vers F(t). Fixons donc une

telle suite (¢,,). Par définition, on a F(t,) = / flz,tn)dN(z).
X

La premiére hypothése ci-dessus nous permet d’affirmer que la suite de fonctions f,,: x — f(x,t,)
est une suite de fonctions boréliennes et telle que f,(x) converge vers f(z,t) pour presque tout
x € X ;etonaaussi |f,(z)| < g(x) pour presque tout z. Comme g est intégrable, on peut appliquer
le théoréme de convergence dominée pour conclure que

lim /fn YdA(z /f:vtd)\
n——+oo

On vient de montrer que F(t,) = [ « fn(x)d\(x) converge vers F(t), ce qui prouve que F' est bien
continue en t.
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Remarque 4.27. En regardant la preuve, on voit que si, dans les hypothéses du théoréme, on avait remplacé
« pour presque tout € X, la fonction t — f(x,t) est continue sur I »par « pour presque tout z € X, la fonction
t— f(x,t) est continue en un certain ty € I »(en laissant les autres hypothéses inchangées), alors on aurait pu
conclure que F est continue en tg.

Par ailleurs, notons que si X et I sont des segments, et f est une fonction continue, alors f est bornée,
c’est-a-dire qu’il existe M tel que |f(z,t)] < M pour tout (x,t) € X x I. Comme les fonctions constantes sont
intégrables sur les segments, on voit qu’on peut poser g(z) = M et appliquer le théoréme de continuité : si X et
I sont des segments, et f est une fonction continue des deux variables (z,t), alors F' est continue. Ce corollaire
du théoréme de continuité peut se démontrer simplement sans utiliser le théoréme de convergence dominée.

Théoréme 4.28 (Théoréme de dérivabilité des intégrales a paramétres). Soit f: X — I — R une fonction
telle que

1. Pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est intégrable sur X.

0
2. Pour presque tout © € X, la fonction t — f(x,t) est dérivable sur I (on note sa dérivée a—‘:(x,t))
3. Il existe une fonction g: X — [0,4+o00| intégrable et telle que pour tout t € I et tout x € X on ait

of
Y 0| < 60

4. Pour toutt € I la fonction x —

of
i(lz‘) est borélienne.
‘

It
Alors la fonction F: t — / f(z,t)d\(x) est bien définie sur I, dérivable, et on a pour toutt € I que
X

F'(t) = /X %{(x,tm(z).

Remarque 4.29. En fait, le théoréme reste vrai si I’'on remplace la premiére hypothése par le fait qu’il existe
un t € 1 tel que z — f(x,t) est intégrable sur I (bien sir, on doit toujours supposer que cette fonction est
borélienne pour tout ¢t € I).

0
Remarque 4.30. Si on ajoute '’hypothése selon laquelle la fonction ¢ +— a—{(ax,t) est continue sur I pour

presque tout z € X, alors le théoréme de continuité des intégrales & paramétres nous permet de conclure que
F' est continue sur I, c’est-a-dire que F est de classe C! sur I.

Preuve:

Fixons t € I. Pour vérifier que F est dérivable en ¢, on doit étudier le taux d’accroissement de F' en
t; fixons donc une suite (t,,) d’éléments de I différents de ¢, et considérons le taux d’accroissement

F(tn) _F(t) _ f(‘rvtn) —
—t _/X tr —

t

Comme dans la preuve du théoréme de continuité, considérons la suite de fonctions f,: x —
f(.’L',tn) - f($>t)

. " . Le fait que ¢ — f(x,t) soit dérivable en ¢ pour presque tout x € X nous dit
" —

0 . . .
que f,(x) converge vers 8—];(36,t) pour presque tout x € X. De plus, I'inégalité des accroissements

finis nous dit que, pour presque tout x € X, on a

f@,tn) = f(z,1) af
’ tn =t ‘Sses[ltlﬁt]&t(m’s) <g(@).

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite f, pour conclure que

li n(z)d\(z) = li n(z)dA(z) .
Jim [ f@i@ = [t @i
F(t,) — F(t 0
Autrement dit, on a montré que % converge vers / a—{(m,t)d)\(x) quand n tend vers
n X
+00, c’est-a-dire que F est dérivable en t et F'(t) = / liIil fn(z)dA(2).
X n—-+0o0
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