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Examen partiel : Topologie et théorie de la mesure

Correction

Questions de cours : (6 points) (voir cours)

Exercice 1 (10 points) Soient (2,7, 4) un espace mesuré et f : © — R une fonction
p-intégrable. Pour tout n € N*| soit

A, ={z€Q:|f(x)| > n}.

1. (1 point) Montrons que A, € T, c’est-a-dire A, est mesurable dans (2,7, p). 1l
suffit de noter que g = |f| est mesurable comme composée de f intégrable donc
mesurable, et de la valeur absolue, fonction continue donc borélienne. Ensuite A,, =
g Y ([n, +0o0]) est mesurable comme image réciproque de l'intervalle fermé [n, +o0]
(qui est donc fermé donc borélien) par I'application mesurable g.

2. On se propose de calculer lim [|f|"dp.
n— oo
(a) (1,5 points) Déterminons lim [|f["dpu.
n~><>oA1

Posons Ajg={x € Q: |f(z)| =1}, A1 ={z e Q:|f(x)] > 1}.
On a donc I'union disjointe : A; = A; o U A;; et donc

\Nw—/\ﬁw+/\mw
Ay Ao A1

Or vu la valeur de |f| =1 sur A :

/ " dp :/ 1"dp = p(Avp)-
A1 Ao

Par contre, si © > 1, 2" est croissante de limite +o00, donc sur A;; |f|™ est
une suite croissante de fonctions positives, donc par le théoréme de convergence
monotone :

lim [ U= [ (oo = (roo)u(An)

n—oo Al 1

Attention, cela vaut 0 si p(A;1) =0, et 400 sinon.
En prenant la somme, on obtient que

: n +oo  si u(Ap1) >0
1 du = ‘ ’
vl A, /1" dp { p(Ag) sip(Ar) =0



[l dp.

pour x € A, on a |f(z)] < 1, donc |f(z)|" < |f(x)| ce qui donne une domination
par | f| intégrable (attention 14¢ n’est pas forcément intégrable, penser a Q2 = R,
f(z) =e*, A =]0,+00[) et |f(x)]" — 0. Donc par le théoréme de convergence
dominée :

(b) (1,5 points) Déterminons lim [,
n—oo 1

m IfI"duz/ Odp =0
A5

li
—

(¢) (1 point) Comme A;, Af sont disjoints :

/ Py = / s [ 1frdu
A Ac

et la limite est la somme des limites des deux derniéres questions :

: n +oo st u(Apy) >0
1 dp = : ’
nLI{:o/ |f| H { /L(AL()) S M<A1,1> =0

3. On se propose de calculer lim [ fdyu.

n—ooy
(a) (1 point) Montrons que A,, D A, 1. En effet, soit x telle que |f(x)] > n+1 on
a aussi |f(x)] > n (vun+1>n) donc A, C A,.
Montrons ensuite par 'absurde que (A, = 0.

En effet, sinon, soit « € (A, donc | f(x)| > n pour tout n, on obtient, en passant

a la limite n — oo, que |f(z)| = +o00. Mais f est a valeur dans R, donc un tel x
n’existe pas.
(b) (1 point) Soit
_ 0 sizé¢ A,
gn() = {]f(x)] GaeA,
On doit trouver la limite simple lim g, = 0.
n—oo

En effet, Q = (JAS par la question précédente, donc pour tout x € €, il existe
n

un n tel que x € A5 C A%, m > n et alors g,,(x) = 0 pour tout m > n. Donc la
suite g,(z) est constante égale a 0 & partir d'un certain rang et donc converge
vers 0.
L’inégalité g,(x) < |f|(x) se montre en distinguant les deux cas de la définition
vu 0 < [f[(z) et |f](z) < |fl(z).

(c) (1,5 points) On a montrer la domination |g,| < |f| avec f intégrable par hypo-
these, donc le théoréme de convergence dominée (TCD) donne :

lim [ g,dp = / lim g,dp = 0.
n—oo

n—o0



(d) (1,5 points) Par l'inégalité triangulaire des intégrales, on a :

[ | = ‘ / flAndu‘ < [1radu= [ g0
An

D’ou la limite lim [ fdu = 0.

’I’L—}OOAn

Une autre méthode consiste a réappliquer le TCD & f14, qui tend vers 0 (comme
gn) et est dominée par |f14,]| < |f| (intégrable) comme avant.

Exercice 2 (10 points) Soit R[X] I'espace vectoriel des polynomes réels en X.

On rappelle qu'un polynéme f € R[X] donne lieu & une fonction polynomiale sur R de
la forme f(x) = > apx® avec a;, € R et n € N peut dépendre de f. Si dans Décriture
k=0

ci-dessus, on a a,, # 0, alors on dit que le degré de f est n et on écrit deg(f) = n.

Pour tous o > 0 et f € R[X], on pose

T / 1 (@) de.

1. (2 points) Montrons que || - || est une norme sur R[X].

Tout d’abord, ||f]|. est positive comme intégrale d’une fonction positive. De plus,
f est polynoémiale donc continue, donc bornée sur le compact [0, @], disons par Cf,
et donc || f|lo < aCfq < +00 donc || - ||, est bien & valeur Ry. On montre les trois
autres axioms :

(1) séparation (c’est le plus dur) : Si [;"|f(x)|dz = 0 alors f(z) =0 A-pp sur [0, a].
Comme f est continue, on déduit donc f(z) = 0 sur [0, «]. Il reste a voir que les
coefficients ay sont tous nuls (c’est cela 'annulation du polynéme). Méthode 1 : Un
polynéme non nul n’a que n = deg(f) racines, donc I"annulation sur [0, a] infini
implique que f = 0.

n
Méthode 2 : On dérive a droite en 0 et on remarqgie que fcgm) ()= > akx’“_mﬁ
k=m )

donc fc(lm)(()) = mla,,. Ici, la restriction a [0, a] s’annule donc fém) () =0 sur [0,qf

et donc 0 = fém)(()) = mla,,. Tous les a,, sont donc nuls et donc f = 0.

(2) (homogénéité) : On utilise que la valeur absolue est positivement homogéne a la
premiére égalité et la linéarité de l'intagrale a la deuxiéme :

Ml = / @)l = | / | (@) d.

(3) (inégalité triangulaire) : La premiére ingalité vient de I'intégration de I'inégalité
triangulaire |f(z) 4+ g(z)| < |f(x)| + |g(z)| pour la valeur absolue et la deuxiéme de
la linéarité de l'intégrale :

1 +glla = / C1f (@) +g(@)lde < / £ (@) + (o) d = / C|f(@)lda+ / ()| dr.

3



. (1 point) Montrons que pour f € R[X], la fonction N définie par Ny(a) = || f]a
est croissante sur RY .

11 suffit de prendre o < 3 et d’utiliser la relation de Chasles et la positivité d’une
intégrale de fonction positive :

o B
Ny(8) = / (@)l + / f(@)|dz > / 1 (@)]dz = Ny(a).

a
0

. (2 points)Est-ce que les normes || - ||; et || - |2 sont équivalentes? Non, on prend
n n+1 n+1
fula) = 2" caleule || fulls = [55716 = 77 —nooo O €t I fullz = [5718 = 257 —noco

+o0.

Si on avait une inégalité || f|l; > c||f||2, on aurait en passant & la limite ¢ <
| fulli/|fnll2 = 0 donc ¢ = 0. Or il faut ¢ > 0 pour que les normes soient équi-
valentes, donc ce n’est pas le cas.

. (1 point) Pour chaque o > 0, montrons qu’il n’y aucun § # «, 8 > 0 pour lesquels
|| - || est équivalente & || - ||4-
Par échange de «, 3, on peut supposer a < 3, et on prend f,(x) = (z/a)".

| falla = [%]8 = nLH —n—oo 0 mais

xn-i—l (B/a)n+1

=
(n+1Da’  (n+1)a

I falls = 1

—Fn—oo 00

car B/a > 1. Donc || fulla/|l fnllg = 0 donc les normes ne sont pas équivalentes.

. (2 points) Si n € N*, on désigne R[X], = {f € R[X] : deg f < n}.

Montrons que la dimension dim(R[X],,) = n+17 Par définition (1, z,...,2") est une
famille génératrice de R[X],, (tout polynome de degré inférieur a n est combinaison
linéaire de ces n + 1 monomes.)

1l suffit de montrer que la famille est libre. C’est & dire si Y azz® = 0 alors tous
k=0

les ay = 0. Mais ’hypothése implique f(z) = 0 sur [0, @] et on a déja montrer a la

question 1 (1) que cela implique f = 0 c’est a dire ax = 0 pour tout k.

(1,z,...,2™) est donc une famille libre et génératrice de R[X],, donc une base, son

cardinal, n + 1 est donc la dimension.

. (2 points) Soient a > 0 et n € N*. Notons || - ||a.n la restriction de || - ||o sur R[X],.
Si @ > 0, pour montrer que pour tout 5 > 0 la norme || - ||5,, est équivalente a la
norme || + ||o.n, il suffit d’utiliser le résultat du cours qui dit qu’en dimension finie,
toutes les normes sont équivalentes.



