Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre automne 2020-2021
Math I - Double licence maths-physique

DM n° 2

Exercice 1. Considérons un entier n € N* et la fonction f définie comme suit :

f: [0,400] — R

14+2™
x — (1+I)” .

1. Calculer, si elle existe, la limite de f en 4oc0.
Dresser le tableau de variations de f sur [0, 4o00].
En déduire que f admet un minimum sur [0, +oo] et le préciser.

Montrer que pour tout réel > 0, on a (1 + z)" < 2"~1(1 + z").

ARl o

Montrer que pour tous réels > 0 et y > 0, on a (x + y)" < 2"~ (2" + y").

Exercice 2.
1. (a) Montrer que pour tout x € R, on a |z] < Va2 + 1.
(b) En déduire que pour tout z € R, on a z + va2 +1 > 0.

2. On considére I'application f définie par

f: R — R
z — In(z+vVa?+1).

Montrer que f est injective.
Montrer que pour tout y € R on a f(sh(y)) = y. Que peut-on en déduire ?

Calculer, si elles existent, les limites de f en 400 et —oc.

Exercice 3.
Pour tout z € C, notons P(z) = 2% — (v/3 — 3i)z — 2 — 2¢/3i.
1. (a) Résoudre I'équation P(z) = 0. Notons z; et 22 les deux solutions.
Montrer que z1 et zo ont le méme module, qui est noté r.
1 1

En déduire que pour tout z € C\ {21, 22}, on a P(z)(z . + P > =2z — (21 + 22).
-z — 22

(b)
2. (a) Montrer que pour tout z € C, on a P(z) = (2 — z1)(z — 22).
(b)

1 1
3. (a) Montrer que pour tout z € C\ {1} de module 1, la partie réelle de . est égale a 3
1
jw]| —w
2r2 — r(z1 + 22)
P(r) '

(b) Soit w € C\ Ry. Calculer la partie réelle de

(c) Déduire de (2b) et (3b) la partie réelle de



Exercice 4. Vrai ou faux

Pour chacune des propositions entre guillemets, décider si elle est vraie ou fausse, et surtout justifier

avec précision cette réponse par une démonstration ou un contre-exemple. Attention : aucune réponse

ne sera prise en compte sans justification.

1.
2.

« Pour tout ensemble FE et toute application f: E — E, si f(f(E)) = E, alors f est surjective. »

Pour tout ensemble E et toutes parties A et B de E, notons AAB = (AU B)\ (AN B).
« Pour tout ensemble FE et toute partie A de F, il existe une partie B de F telle que AAB = E. »

« Pour tous ensembles finis A et B, si card(A) > card(B), alors toutes les applications de A

dans B sont surjectives. »

« La fonction
fR* — R

1
r o= =
x
est injective, et elle n’est pas strictement monotone. »
Notons F(R,R) ’ensemble des fonctions de R dans R et D(R,R) 'ensemble des fonctions de R

dans R dérivables sur R.

« L’application
0:D[R,R)
f

F(R,R)
f/

%
—

est injective. »

Exercice 5. On suppose que les fonctions sont bien infiniment dérivables sur leur domaine de définition,

ce n’est pas nécessaire de le montrer.

1.

2.

3.

Soit a € R et la fonction f de R dans lui méme définie par Vo € R, f(x) = ¢%*. Calculer pour
tout z € R, f'(z) et f"(z).
En déduire, pour tout n > 1 et z € R, f(® ().

Soit la fonction f de R* dans R, définie par Vo € R*, f(z) = % Calculer pour tout z € R*, f(x)
et f"(z).
En déduire, pour tout n > 1, £,

Soit les fonctions f, g et h de R\ {—1,1} dans R définies par Vx € R\ {-1,1}, f(z) = H%’
g(x) = £ et h(z) = 5.

l—x 1—x

(a) Calculer pour tout z € R\ {-1,1}, f'(x), f"(x), ¢'(x) et ¢"(x).

)
(b) En déduire, pour tout n > 1, f( et g(.
)

(¢) En déduire, pour tout n > 1, une expression de h(™)



