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Soit X un espace de Banach, et soit T : X — X un opérateur
linéaire a puissances bornées (|| T"|| < C). Soit aussi x € X.
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possedent une valeur d’adhérence faible, alors elles convergent
en norme.
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H Hilbert

T € £(H) contraction

Six e Hetsi T"x = 0, alors, pour toute suite strictement
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classe d'opérateurs C si tout opérateur T € C N £(X) satisfait
la dichotomie de BH en tout point.
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Propriété de Blum-Hanson : C = {contractions}.
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Verbiage : redite

Dire que X a Blum-Hanson pour une classe d'opérateurs C signifie
que tout opérateur T € C N £(X) vérifie la propriété suivante : si
x € X etsi T"x 2% 0, alors la suite (T"x) est de Blum-Hanson.
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non plus (Augé 2012).

C(T x T) n'a pas BH pour les opérateurs de composition a

orbites faiblement convergentes (Akcoglu-Huneke-Rost 1974).
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x€Sx,t>0

ox(t = inf S tyll — 1
px(t,x) codin ) <06 yeugEHXJr vl

px(t) = sup px(t,x)
xESx

L'espace X est dit asymptotiquement uniformément lisse si

ox(t
im 2XW) _ g
t—0t t

Remarque. Uniformément lisse =—> AUL; mais la réciproque est
trés loin d’étre vraie.
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ox(t,x) = inf s +tyl| -1
PXEX)= ity oo g 0/

e Pourtout x € 5y, 1 < p < oo, ona

pe,(t,x) = (1+ tP)/P — 1

e Pour tout x € 5, on a

Pe(t,x) = max(1,t) — 1

e Pour L, = L,(0,1) et au voisinage de t =0, on a

_ ~fO(tP) si 1<p<?2
pr(t)—{O(t2) si 2<p<oo



Un autre “module”



Un autre “module”

C C X cdne convexe



Un autre “module”

C C X cdne convexe

xeX, t>0



Un autre “module”

C C X cdne convexe

xeX, t>0

re(t, x)



Un autre “module”

C C X cdne convexe

xeX, t>0

re(t,x) =



Un autre “module”

C C X cdne convexe

xeX, t>0

rC(taX) = sup



Un autre “module”

C C X cdne convexe

xeX, t>0

rc(t,x) = sup limsup|x + tyn||
n—o00



Un autre “module”

C C X cdne convexe

xeX, t>0

rc(t,x) = sup limsup|x + tyn||

(yn)CCNSyx  Nn—00



Un autre “module”

C C X cdne convexe
xeX, t>0

rc(t,x) = sup limsup|x + tyn||

(yn)CCNSyx  Nn—00
w
Yn >0



Un autre “module”

C C X cdne convexe

xeX, t>0
rc(t,x) = sup limsup|x + tyn||
(yn)CCNSyx  Nn—00
ynl>0

rc € Ry U{—o0}
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ynl>0
ox(t,x) = inf sup ||x +ty|| —1
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re(t,x) = sup limsup|x + tyn||
(yn)CCNSx
ynl>0

o rc(t, x) est 1-lipschitzien en t.

e Donc rc(t,x) — t a une limite quand t — oo.

e Cette limite est > —||x|| (sauf si rc(t,x) = —o0).
o Elle est > 0 (sauf cas trivial) si C est symétrique.
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Un résultat “positif”

Théoreme. Soit C C X un céne convexe, et soit (xn)neny C C a
décalage monotone : ||xi4n + -+ + X14n. || < [|Xny + -+ Xn, ||
pour tous ny < -+ < ny. Six, S 0etsiona

V. e
jnf - lim (rc(t,x) —t) <0,

alors (x,) est une suite de Blum-Hanson.
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L'espace X a une lissité asymptotique extrémale a I'infini si

Vxe X : tingo(rx(t,x) —t)<0

C'est vrai en particulier si on a pour tout x € Sx :

lim (px(t,x)+1—1t)=0

t—o0

(Mais c’est plus faible : si X = /1, alors rx(t,x) = —oo mais

px(t,x) = t sur Sx).
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e C(K) pour tout compact K infini.
e Y @y Z, ou Y n'a pas la propriété de Schur et Z # {0}.
e [,(0,1) pour tout p # 2 (!)
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Dans ce cas, on a pour tout x € Sx et pour tout t > 0 :

rx(t,x) —t < (14 tP)Y/P —t

Sous- (m,) pour un p > 1 = lissité asymptotique extrémale
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Toute somme directe /, d'espaces X; ayant la propriété de
Schur ou de la forme ¢, pour un p; > p, a sous-(m,).

Toute somme directe ¢y d'espaces avec Schur a (my).

Tout X C Ly(£, 1) tel que les suites faiblement convergentes
dans X convergent en mesure a (mp). En particulier, I'espace
de Bergman B,(D) a (mp).

Tout espace d’Orlicz de suites réflexif a sous-(mp) pour un

certain p > 1 (Delpech 2009).
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y € Sx si et seulement si il existe une unique y* € Sx+ telle que
(y*,y) = 1. Cette y* se note J(y). On a alors, pour tout
he X\ {0} fixé :

ly + thll = 1+ ¢ {J(y), h) + o(t)

On dit que la norme de X est uniformément Gateaux-différentiable

wo_n

si le “0" est uniforme par rapport a y € Sx (pour tout h fixé).
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won

ol le “0" ne dépend pas de (y,). Donc

limsup||x + tya|| = t + o(1)

n—oo
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Cas d’école. Toute contraction positive sur L,(0,1), 1 < p < o0
satisfait la dichotomie de Blum-Hanson en toute f € L,J; (Bellow).

ue SLP n Lg’
J(u) = uP~1
“Inégalité de Bellow” : pour tout e >0et f,g € 5, N L;, on a

/J(g)f§6+ Cg/gJ(f)

Donc, si g, — 0, alors (J(g,), f) — 0.

Idem sur une large classe d’espaces d’Orlicz.
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C = X uniformément Gateaux

La remarque triviale s'applique en tout point x, et donc X a une
lissité asymptotique extrémale a l'infini, si X possede I'une des
deux propriétés suivantes.

e WORTH alias (au): pour tout x € X et pour toute suite
()/n) = 0,

lim([[x + yall = [Ix = yal[) = 0
e (?7) alias "PRMCAP” : pour tout x € X, il existe une suite

d’opérateurs compacts (k) C £(X) telle que mx(x) — x et
Il — k| < 1.
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Un module “symétrique”

[1X + tynll + 11X — tya

x(t,x) = sup limsup 5
(yn)CSx n—0o0
ynl>0

7x(t,X) < rx(t,X)

Fait agacant. Si X est uniformément Gateaux, alors

(7x(t,X) — t) =0

lim
t—o00
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Est-ce que tout Banach uniformément lisse a Blum-Hanson?
L'espace de Hardy HP(T) a-t-il Blum-Hanson?

Est-ce que tout sous-espace de L; a Blum-Hanson?

Quels C(K) ont Blum-Hanson? (On le sait pour K métrisable).
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Si H est un Hilbert, H &y, H a-t-il Blum-Hanson?

Si X a Schur, L>(Q2,P, X) a-t-il Blum-Hanson?

Quels Banach peuvent-étre renormés de facon a avoir ou ne
pas avoir Blum-Hanson?
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Proposition. Soit K un espace topologique compact.

(1) Si K n’'a qu'un nombre fini de points d’accumulation, alors
C(K) a Blum-Hanson.

(2) SiK ={0}U {%(1 +1079); p,q € N*} (ou si on préfere,
K=w-w+1), alors C(K) n'a pas BH pour les opérateurs de
composition a orbites faiblement convergentes.

Corollaire. Quand K est métrisable, C(K) a BH si et seulement si
K n’a qu’un nombre fini de points d’accumulation.
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