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Introduction/Notations

Cadre d'introduction de ces espaces

2010 L. Baratchart, J. Leblond, S. Rigat, E. Russ, introduits a I'origine pour résoudre un
probleme de Dirichlet pour I'équation & f = v df, pour v € Wi (D) avec une
donnée au bord g € LP(T).

2011 M. Efendiyev, E. Russ dans le cadre de A, = {z € C: r < |z| < 1}.

2011 L. Baratchart, Y. Fischer, J. Leblond pour des domaines multi-connexes.
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Notations

Soitl<p<oo.SoitG=D={zeC:|z]<1l}ouG=A,={z€C:n<|z|] <1}

Soit Q C R?.
D(Q) est I'espace des fonctions C* i support compact dans ,
D'(Q) I'espace des distributions sur Q.

Pour T € D'(Q),

OT = 0,T = %(ax )T, 3T =T = %(ax +ia)T.
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Notations
Soitl<p<oo.SoitG=D={zeC:|z]<1l}ouG=A,={z€C:n<|z|] <1}
Soit Q C R?.
D(Q) est I'espace des fonctions C* i support compact dans ,
D'(Q) I'espace des distributions sur Q.

Pour T € D'(Q),

OT = 0,T = %(ax )T, 3T =T = %(ax +ia)T

W'P(Q)={f:Q— C:f, df, df € L°(Q)},

ou les dérivées sont au sens des distributions; muni de

IFIe) = 1120y + 10F 110 ) + 10F 1170
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Notations
Soitl<p<oo.SoitG=D={zeC:|z]<1l}ouG=A,={z€C:n<|z|] <1}
Soit Q C R*.
D(Q) est I'espace des fonctions C*° a support compact dans €,
D'(Q) I'espace des distributions sur Q.

Pour T € D'(Q),

OT = 0,T = %(ax )T, 3T =T = %(ax +ia)T

W'P(Q) = {f: Q — C: f, af, Of € L°(Q)},

ou les dérivées sont au sens des distributions; muni de

118 sy = Iy + 19F 10y + [ 1120

W'>°(Q) I'espace des fonctions bornées, lipschitziennes sur Q et qui s'étendent
contindiment a Q.
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Les espaces HY : définition

Soit 1 < p < co. Soit v € Wy (G) tel que ||[v|i=(@) < &, k € (0,1).
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Les espaces HY : définition

Soit 1 < p < co. Soit v € Wy (G) tel que ||[v|i=(@) < &, k € (0,1).

HE(G) = {f:G — C mesurables, 0 f = v 0f dans D(G),

(1l 126y = esssup,<, <1 | fllrermy < 00},

ola=0siG=Deta=rsiG=A,.
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Les espaces HY : définition

Soit 1 < p < co. Soit v € Wy (G) tel que ||[v|i=(@) < &, k € (0,1).

HE(G) = {f:G — C mesurables, 0 f = v 0f dans D(G),
||f||H5(a;) = esssup,.,cq [[flogm) < oo} )

ola=0siG=Deta=rsiG=A,.

Remarque

o ||.lle(c) est une norme sur H(G) ; HE(G) est un R-espace de Banach pour ||.| e

e Pourv =0, H2(G) = HP(G) (espace réel), ol

HP(G) = {f : G — C analytique ||fl|yec) = iu51 1| eqrmy < oo},

oila=0siG=Deta=rsiG=A7A,.

)
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Les espaces GA-(partie )
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Les espaces GY-(partie |)

Soit a € L*°(G).

Gi(G) = {w:G — C mesurables, dw = aw dans D(G),
lwllez @) = esssup,c,<1 llwllwpr) < oo},

outa=0siG=Deta=rsi G=A,.
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Les espaces GY-(partie |)

Soit a € L*°(G).

Gi(G) = {w:G — C mesurables, dw = aw dans D(G),
lwllez @) = esssup,c,<1 llwllwpr) < oo},

outa=0siG=Deta=rsi G=A,.

Remarque

o ||.llgz(e) est une norme sur GE(G); G&(G) est un R-espace de Banach pour ||.|| g
e Pour a =0, GE(G) = HP(G) (espace réel).

)e
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Les espaces GY-(partie |)

Soit a € L*°(G).

Gi(G) = {w:G — C mesurables, dw = aw dans D(G),
lwllgz(6) = es55UPo< <1 [lwllie(rmy < o0},
outa=0siG=Deta=rsi G=A,.
Remarque

o ||.llgz(c) est une norme sur GE(G); GE(G) est un R-espace de Banach pour ||| g (-
e Pour a =0, GE(G) = HP(G) (espace réel).

Résultat de factorisation.

Théoreme (L. Baratchart, J. Leblond, S. Rigat, E. Russ)

Soit w € GE(G). Alors, il existe s € W"'(G), I € (1,00), continu sur G et F € H?(G) tel
que

w=2¢e"F.

De plus,

sl S llelliee(e)-

v

Elodie Pozzi (Université de Lille 1) Composition/Hardy Généralisés 21 octobre 2013 7/19



Les espaces G4-(partie I1)

Une "réciproque” du résultat de factorisation.

Théoreme (L. Batachart, A. Borichev, S. Chaabi, preprint 2013/ S. Elliott, J.
Leblond, E.P., E. Russ, preprint 2013)

Soient F € HP(G) et a € L*(G). Alors, il existe s € WH'(G), | € (2,00) tel que
e’ F € GE(G).
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Les espaces G4-(partie I1)

Une "réciproque” du résultat de factorisation.

Théoreme (L. Batachart, A. Borichev, S. Chaabi, preprint 2013/ S. Elliott, J.
Leblond, E.P., E. Russ, preprint 2013)

Soient F € HP(G) et a € L*(G). Alors, il existe s € WH'(G), | € (2,00) tel que
e’ F € GE(G).

Lien entre les espaces HP et G2. Soient v € Wy (G) et a € L®(G) tels que

—0v
o= ——.
112

Alors

J:HE(G) — GE(G)
f—uf

102

f —

est un R isomorphisme.
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Propriétés des fonctions de G5 et HJ-(partie I)

Proposition (L.Baratchart, J.Leblond, S.Rigat, E.Russ (2010)/ M. Efendiyev, E.
Russ (2011))

Soit w € GE(G).

@ Toute fonction w € GE(G) admet une limite radiale presque partout sur G, notée

tr(w),

tr(w) € LP(0G)

Les normes ||.||ge c) et [|tr-|lie(ac) sont équivalentes.

L’espace des limites radiales des fonctions de GE(G) est noté tr GE(G).

Toute fonction w € GE(G) est telle que |w|P admet un majorant harmonique.

© 0 6 0 ©

Toute fonction w € GE(G) est continue dans G.
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Propriétés des fonctions de G4 et Hf-(partie I1)

Proposition (L.Baratchart, J.Leblond, S.Rigat, E.Russ (2010)/ M. Efendiyev, E.
Russ (2011))

Soit f € HE(G).

@ Toute fonction f € H?(G) admet une limite radiale presque partout sur G, notée

tr(f),

tr(f) € LP(0G).

Les normes ||.|| e () et ||tr.||r(oc) sont équivalentes.

L’espace des limites radiales des fonctions de HE(G) est noté tr HE (G).

Toute fonction f € HE(G) est telle que |f|P admet un majorant harmonique.

© 0 6 0 ©

Toute fonction f € HE(G) est continue dans G.
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Définitions sur des domaines conformément équivalents

Proposition (L.Baratchart, J.Leblond, S.Rigat, E.Russ)

Soient G = D et Q un domaine borné simplement connexe Dini-smooth. Soient
¢ : D — Q une transformation conforme, v € Wy ™ (Q).

f e Hi(Q) <= fog € H, (D),

et

P P
we€ GLHN) <= wop e G(ao(;s)%(D)'
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Définitions sur des domaines conformément équivalents

Proposition (L.Baratchart, J.Leblond, S.Rigat, E.Russ)

Soient G = DD et Q un domaine borné simplement connexe Dini-smooth. Soient
¢ : D — Q une transformation conforme, v € Wy ™ (Q).

f e Hi(Q) <= fog € H, (D),

et

P P
we€ GLHN) <= wop e G(ao¢)%(D).

Mémes résultats pour G = A,, et Q un domaine conformément équivalent a A, et pour

G2(G).
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Définitions sur des domaines équivalents

Proposition (L.Baratchart, J.Leblond, S.Rigat, E.Russ)
Soient G =D et Q un domaine borné simplement connexe et Dini-smooth. Soient
¢ : D — Q une transformation conforme, v € Wp™ ().
fe Hi(Q) <= fog e H, (D),
——
Co(f)

et

D).

P P
w€EGLQ) <= wogpe G(ao¢)a—¢(

Colw)

Mémes résultats pour G = D et Q un domaine conformément équivalent a A, et pour

GP(G).
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Définitions sur des domaines équivalents

Proposition (L.Baratchart, J.Leblond, S.Rigat, E.Russ)
Soient G =D et Q un domaine borné simplement connexe et Dini-smooth. Soient
¢ : D — Q une transformation conforme, v € Wp™ ().
fe Hi(Q) <= fog e H, (D),
——
Co(f)

et

D).

P P
w€EGLQ) <= wogpe G(ao¢)a—¢(

Colw)

Mémes résultats pour G = D et Q un domaine conformément équivalent a A, et pour

GP(G).

Que se passe-t-il lorsque ¢ n'est plus une transformation conforme ?
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Opérateurs de composition : continuité -(partie |)

Proposition (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)
Soit ¢ : G — G analytique telle que ¢ € W(é’o"(G). Alors,

Co: HY(G) — H[ ,(G)
f — fodo,

est continu.

Remarque

La preuve de la continuité utilise I'existence d'un majorant harmonique de |f|P pour toute
fonction f € H(G).

v
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Opérateurs de composition : continuité -(partie II)

Lemme (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)
Soit ¢ : G — G analytique et ¢ € W >°(G). Soient ¥ = v o ¢ et & = (a0 $)¢ et

o= 1__8V”2. Alors,
S
HY(G) —— HE(G)
7| 7|
GE(E) —*— GE(G)
W
Conséquence

Soit ¢ : G — G analytique telle que ¢ € Wé’o"(G). Alors,

- . p
G G2G) — GF,(G)
w — w o @,

est continu.
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Opérateurs de composition : inversibilité

Théoreme (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)

Soit ¢ : G — G analytique, ¢ € Wé"’o(G). Alors, Cy est inversible si et seulement si ¢
est un automorphisme.

Remarque

On obtient le méme résultat pour ¢ : Q1 — Qo analytique, ¢ € Wé;’o(Ql), avec Q1 et
domaines Dini-smooth.

v

Idées de la preuve. On se place dans le cas ot G = D. On munit H?(D) de la norme

Flle ) = [Itr Flleor)-
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Inversibilité : Fonctions d’'évaluations

Lemme (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)

Soit z € D. Les fonctions d’'évaluation

& HE(D) — R, Fr:HE(D) — R,
f — Re(f(z)) f — Im(f(z))
sont continues.

Elodie Pozzi (Université de Lille 1) Composition/Hardy Généralisés



Inversibilité : Fonctions d’'évaluations

Lemme (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)

Soit z € D. Les fonctions d’évaluation

& HE(D) — R, Fr:HE(D) —
f —  Re(f(2)) f —
sont continues.

R,
Im(f(z2))

Lemme (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)
Soit z € D. Alors : C(EX°%) = €4,y et CH(FL°%) = Fin-

v
=" Si ¢(z1) = ¢(z2), z1, z €D, alors
uo¢ v _ vogp
Co(€") = Ega) = € = Co(E27),
de méme pour FZ .,y et Fy ..
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Inversibilité

Lemme (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)
Siz1, z €D, z1 # z, alors il existe f € HP(D) tel que f(z1) # f(z). J

On a alors z; = 2.
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Inversibilité

Lemme (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)
Sizi, z €D, z1 # z, alors il existe f € HE(D) tel que f(z1) # f(z). J

On a alors z; = 2.

Si on suppose que ¢ n'est pas surjective : on montre qu’il existe (z,), C D,

ICE ey _ o 1€ loey
e ||5Z,O¢||(H50¢y e ||5Z10¢”(H50¢)’
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Inversibilité

Lemme (S.Elliott, J.Leblond, E. P., E. Russ)
Sizi, z €D, z1 # z, alors il existe f € HE(D) tel que f(z1) # f(z). J

On a alors z; = 2.

Si on suppose que ¢ n'est pas surjective : on montre qu’il existe (z,), C D,
ICE Moy _ | I€5eloey
e ||5Z,O¢||(HP ) e ||5Z10¢H(H50¢)’

vog

® sup,en 1€5 0 ll(Hp)y < o0,

e On construit une suite (f)x C HE(D), fi € C(T),
d'un certain rang,

[fillwe oy < 1, telle qu'a partir

IRe(fi(zn))| = k.
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Merci de votre attention

Elodie Pozzi (Univer: ille Composition/Hardy Généralisés
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