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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES GENERALES

Durée : 6 heures

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique (y compris
la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit [’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe

distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de Uidentifier.
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Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs et autres appareils électroniques
similaires, ainsi que les documents sont interdits.

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies.
On invite donc les candidats 4 produire des raisonnements clairs, complets et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties
précédentes, en veillant dans ce cas a préciser la référence du résultat utilisé.

Notations.
Dans tout ce sujet, E et F' désignent des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps commutatif K de
caractéristique nulle. On considérera donc que K contient le corps @Q des nombres rationnels.

On note L(FE, F) 'espace des applications linéaires de E dans F.

On note M,, ,,,(K) l'espace des matrices de taille n x m a coefficients dans K et M,,(K) I'espace des matrices
carrées de taille n.

Etant données deux bases B et C de deux espaces E et I ainsi que u € L(E, F), on note Matg c(u) la matrice
de u dans ces deux bases.

Pour un espace E on note E* son dual qui est donc espace L(E, K).
On identifie les éléments de K™ a des vecteurs colonne, ou encore a des éléments de M,, 1(K). De méme on
identifie les éléments du dual de K", qui est donc noté (K™)*, a des vecteurs ligne, ou encore a des éléments de

M, (K).

On rappelle que pour u € L(FE, F), 'endomorphisme ‘u € L(F*, E*) est défini par ‘u(f) = f ou pour tout
feFr.

Pour A € M,,(K) on note Tr(A) sa trace, et de méme pour u € L(FE) on note Tr(u) sa trace.

Commentaires

Le sujet traite de diverses questions autour de la réduction des endomorphismes. Dans la partie I on fait redé-
montrer un théoréme de réduction de Jordan. Dans la partie IT on prouve le théoréme du bicommutant. Dans la
partie III on s’intéresse & la décomposition de Dunford d’un point de vue algorithmique, inspirée de la méthode
d’Euler. La partie IV est consacrée a la théorie des répliques de Chevalley.

Une partie préliminaire indépendante du reste du sujet, et pour laquelle on pourra adopter un mode de rédaction
concis, est consacrée a la résolution de trois exercices. On encourage les candidats & y préter une attention
particuliére.

Exercices préliminaires.

Matrices de rang 1

Vérifier qu’une matrice A € M,, ,,,(K) est de rang 1 si et seulement s'il existe deux vecteurs non nuls X € K"
et Y € (K™)* tels que A = XY
Cette écriture est-elle unique ?

Dual de M, ,,,(K)

Pour un élément A de M, ,,(K) on note f4 lapplication de M,, ,,,(K) dans K qui & une matrice M associe
fa(M) =Tr(AM).
Montrer que I'application qui & A associe f4 définit un isomorphisme entre M, ,,(K) et (M,, ,,(K))".



Matrices associées a une application linéaire donnée.

Soit u une application linéaire d’un espace E de dimension m dans un espace F' de dimension n, et A un élément
(J]e M (K).
A quelle condition existe-t-il une base B de E et une base C de F' telles que Matgc(u) = A?

I Reéduction de Jordan

Dans toute la suite, ' est un espace vectoriel de dimension strictement positive. Pour u endomorphisme de
E, on note I, I'idéal des polynomes de K[X] qui annulent u, et m, un générateur unitaire de cet idéal qu’'on
rappelle étre un polynéme minimal de w. On introduit de méme w5, pour M € M, (K).

1. Vérifier I'égalité dimk (Ku]) = deg(my,).
2. Montrer que si u est nilpotent alors pour tout p € N*, Tr(u?) = 0.

3. On suppose que pour tout p € N*, Tr(uP) = 0. On écrit 7, = X*Q(X) avec PGCD(X, Q) = 1. On pose
F = Ker(u*) et G = Ker(Q(u)). On va montrer par I'absurde que G = {0}.

(a) Montrer que E = F & G et que cette décomposition est une décomposition en sous-espaces stables
par u.

(b) On suppose G non réduit & {0} et on note ug I'endomorphisme de G induit par u. Montrer que
Q(ug) =0 et en déduire qu’il existe i > 0 tel que les traces de ul, et u’ soient non nulles.

(¢) Conclure.

[Indication : on pourra étudier la matrice de u dans une base adaptée & la décomposition proposée.|

Si dim(E) = n, on rappelle les définitions suivantes; u € L(E) est dit cyclique s'il existe zy € E tel que
B = (29, u(x0), ..., u" 1(z0)) soit une base de E. Un sous-espace F non nul de E, stable par u, est dit u-cyclique
(ou tout simplement cyclique s’il n’y a pas d’ambiguité) si up est cyclique.

Pour u € L(E) on définit C(u) = {v € L(E) / uv = vu}, c’est-a-dire 'ensemble des endomorphismes de E qui
commutent avec u. Cet ensemble C(u) est appelé le commutant de w.

4. On va montrer que si un endomorphisme u de F est cyclique, alors K[u] = C(u).
On se donne donc u cyclique, zg € E tel que (xo, ..., u" (xg)) soit une base de E et un endomorphisme
v vérifiant uv = vu.

(a) Vérifier qu’il existe un polynome P tel que v(xzg) = P(u)(xo).
(b) En déduire 1'égalité v = P(u), puis conclure.

5. On suppose I'endomorphisme u diagonalisable. A quelle(s) condition(s) sur ses valeurs propres u est-il
cyclique ?

0 0). Vérifier ’existence

6. On se donne u € L(E) nilpotent d’indice 2 avec dim(F) = 4. On pose Cy = (1 0

d’une base B de E telle que Matg(u) = <%2 g) ou Matp(u) = (%2 g)
2

7. Soit u € L(F) nilpotent. On va établir un théoréme de réduction de Jordan, énoncé ci-dessous, par
récurrence sur n = dim(F) :

Si u est un endomorphisme nilpotent, alors il existe des sous-espaces Fy, ..., Fy, tels que E = F1 ®---® F},
et tels que les restrictions de u a chaque F; soient cycliques.

Le cas n = 1 est évident et on ne demande pas de le rédiger. Pour le passage des rangs 1,..,n — 1 au
rang n, on va appliquer 'hypothése de récurrence a wym(y)-
p
On écrit donc Im(u) = @& Fj, ou les sous-espaces Fj, sont supposés cycliques. On choisit alors yj tel que
k=1

Fy, = K[u](yx) et on écrit yr = u(xy) avec xy, € E.

Posons G = Ker(u) N Im(u), on note H un supplémentaire de G dans Ker(u).

_3_
Tournez la page S.V.P.



(a) Montrer que les sous-espaces cycliques de H sont les sous-espaces de dimension 1.
(b) Montrer que E = & Klu](zr) ® H.
k=1

(¢) Conclure.

IT Bicommutant

Dans cette partie on se donne un K-espace vectoriel F de dimension finie.

Pour v € L(E) on a défini C(u) = {v € L(E) / uv = vu}, et pour une partie U C L(E) on note C(U) =
{veL(F)/YuelU, uw =ovu}.

On abrége C(C(u)) en CC(u), voire CCx(u) si on veut faire référence au corps K, qu’on appelle le bicom-
mutant de . De méme on définit C(M) et CC(M) ou CCx (M) pour une matrice M € M,,(K).

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme du bicommutant qui affirme : pour v € L(E), CCk (u) = K[u],
ou, de fagon équivalente, pour M € M, (K), CCx(M) = K[M].

1. Montrer que si u et v sont des endomorphismes semblables de E, alors dim (CC(u)) = dim (CC(v)).

2. Vérifier que, pour établir le théoréme du bicommutant, il suffit de montrer que pour tout u € L(E),
dim(CC(u)) = deg(my)-

3. Soit M € M, (K) et L un surcorps de K. Montrer l'indépendance du rang par rapport au corps, a savoir
que le rang de M est le méme quand on fait opérer M sur K™ ou sur L™.

4. Montrer que si L est un surcorps de K et M € M,,(K), alors les polynémes minimaux de M considérée
comme opérant sur K™ et sur L" sont les mémes.

5. Montrer que si M € M,,(K) et L surcorps de K, alors dimk (CCk (M)) = dimy, (CCr(M)).

En considérant un corps de décomposition de 7, on peut supposer my; scindé sur le corps sur lequel on travaille
pour établir le théoréme du bicommutant ; c’est ce que I'on supposera dans la suite de cette partie.

A

O B
polynomes 74 et wp sont premiers entre eux et scindés. On suppose ici que le théoréme du bicommutant
est vrai pour les matrices A et B.

6. On suppose dans cette question M = ( ), avec A et B des matrices carrées. On suppose que les

(a) Montrer que la matrice (é 8) est dans le commutant de M.

(b) Déterminer le commutant de (é 8)

(¢) En déduire que le bicommutant de M est lensemble des matrices (PO Q(OB)) avec P et Q)
éléments de K[X].
(d) Conclure que le théoréme du bicommutant est aussi vrai pour M.
7. On suppose dans cette question que u = A\ldg + n, avec n nilpotent.
(a) Vérifier que C(u) = C(n) et CC(u) = CC(n).
(b) Comme n est nilpotent, on sait par la réduction de Jordan [Partie I], qu’on peut écrire E = ‘éEu

1
avec les F; des sous-espaces cycliques.

On choisit alors z; € E; et d; € N* tels que B; = (z;, n(z;), ..., n%~!(x;)) est une base de E; et
dy <...<d,. On note B = leBi la base de E ainsi formée.
ie
Cy,
Montrer qu’on a Matg(n) = ,ou on a noté Cy la matrice compagnon de taille d,
Ca



(¢c) Montrer que le théoréme du bicommutant est vrai pour ’endomorphisme n.

[Indication : On pourra définir judicieusement des applications p; nulles sur les E; pour j # i et
telles que p;(x;) = x;, puis des applications q; nulles sur les E; si j # p et telle que ¢;(xp) = x;].

8. Démontrer le théoréme du bicommutant pour une matrice quelconque M € M, (K).

III Décomposition de Dunford pour une matrice

Une matrice M € M, (K) est dite semi-simple si elle est diagonalisable sur une extension convenable de K.
On va montrer dans cette partie, que M s’écrit de maniére unique M = D + N avec D € M,,(K) semi-simple,
N € M,,(K) nilpotente et DN = ND. Ce sont les composantes semi-simple et nilpotente de M.

1. Montrer que M est semi-simple si et seulement si son polynéme minimal est & facteurs simples sur K.

On fixe jusqu’a la fin de cette partie une matrice A € M, (K). On note 74 son polyndéme minimal. On
écrit my = P{“...PIS‘ ¥ la décomposition de w4 en facteurs irréductibles. On note P = Pj...P; le produit des
irréductibles distincts divisant 4.

2. Quel est le lien entre P et le polynome caractéristique y4 de A7
3. Justifier qu’il existe deux polynomes R et S de K[X] tels que RP + SP' = 1.
4. Montrer qu’il existe Q dans K[X, Y] vérifiant P(X +Y) = P(X) + YP'(X) + Y2Q(X,Y).

On définit par récurrence la suite de matrices (Ay)x>0, par A9 = A et pour tout entier k,
Api1 = A — P(Ar)S(Ag).

5. Montrer que pour tout entier k, P(Ay) appartient a P(A)2 K[A], et trouver un entier £ tel que P(A;) = 0.

6. Montrer que pour un tel entier A = Ay + (A — Ay) est I'unique décomposition de A en somme d’une
matrice semi-simple et d’une matrice nilpotente qui commutent.

IV  Théorie des répliques de Chevalley

Dans toute cette partie, on considére 'algébre des matrices carrées M, (K). Pour M, N € M,,(K) on définit le
commutateur par [M, N] = MN — NM et on note ady : N — [M, N] 'endomorphisme de M,,(K) correspon-
dant. On définit de méme le commutateur de deux éléments de L(E).

Pour A € M,, ,,,(K) et B € M,, ,(K) on définit A ® B comme étant la matrice par blocs
(@ijB)1<i<n, 1<j<m € Mup,mqg(K),

et M, »(K) ® M, ,(K) comme Pespace vectoriel engendré par les matrices A ® B ainsi définies.

On admet associativité et la bilinéarité de I'opérateur ® ainsi défini.

1. (a) Montrer que M, ,,(K) @ M, ,(K) = M, mq(K).
(b) Etablir que la famille €ij @ fryindexée par 1 <i<n,1<j<m,1<k<p, 1<1<g,est une base
de Myp mq(K) si (e ;)i; et (fi,i)r, sont des bases de M, n,(K) et M, ,(K) respectivement.
(c) Si E =M, ,(K) et F =M, ,(K), expliciter un isomorphisme entre (E @ F)" et E* @ F*.

2. (a) Si Ae M,(K) et B e M,,(K), calculer Tr(A ® B).
(b) Si Ae M,(K) et B € M,,(K), calculer det(A ® B).
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Définition de N, ; et action de A,

Pour tous entiers positifs r, s, on définit NV, ((K™) (noté simplement N,  s’il n’y a pas de confusion possible)
I’espace vectoriel engendré par les vecteurs de la forme

X1®0X, 010 @Y,

ot (X;)i<i<r est une famille d’éléments de K™ et (Y})1<;<s une famille d’éléments de (K™)*. On convient que

N()’o = {0}

On a donc N, , = (K™)®" @ ((K")*)®®. Les vecteurs de N, , sont appelés des tenseurs.

Par exemple N7 g = K" et N1 = (K™)*.

Pour A € M,,(K) et r, s des entiers positifs, on définit A, ; € L(N, ) par :
Ar,s'n:ZXl®"'®AXi®"‘®Xr®Y1®"‘®Ys_ZXl®"'®XT®Y1®"'®Y}A®"'®Ys,

i=1 j=1
pourn=X; ® - X, Y1 ®---®Y;.
Ainsipor X e K" et Y € (K")*,ona A;19- X =AX et Ap1-Y =-Y A

3. Vérifier que N7 1 = M,,(K), puis que laction de A; ; sur M,,(K) est donnée par A; ;- M = ada(M)
pour M € M, (K).

4. Vérifier que N, est canoniquement isomorphe au dual N} .

5. Soit P une matrice inversible de M,,(K), montrer que I’endomorphisme ¢p, s de N, s défini par
(bP,r,s(n) :PX1®"'®PXT®Y1P_1®"'®Y;~P_1
pour n =X; ® - X, ®Y; ®---® Yy, est un isomorphisme.
6. On suppose A et B deux matrices semblables, vérifier que A, s et B, s le sont aussi.
On admet dans la suite que (N 5), o est canoniquement isomorphe & Ny ssr rsrvsrr €6 (A s)rr 52 = Arprtss rsitsr -
Définition des répliques.
Soit A € M,,(K), on dit qu'une matrice A" € M,,(K) est une réplique de A si: Vr,s >0 ,Yn € N,
Ars-m=0= A -n=0.
En d’autres termes, tout tenseur annulé par A est aussi annulé par A’.

7. Etablir que :

(a) Si A est diagonalisable alors pour tous r,s > 0, A, s est diagonalisable avec pour valeurs propres la

famille . .
Z Aip = Z Afos
p=1 q=1

ot 1l <ip, . i, <metl<ji,...,js <net(\)i<i<n les valeurs propres de A.
(b) Si A nilpotente alors pour tous r, s > 0, A, s nilpotente.
8. Vérifier que :
(a) Si A” est une réplique de A’ et si A’ est une réplique de A alors A” est une réplique de A.
(b) Si A" est une réplique de A alors pour tous r,s > 0, A/ ; est une réplique de A, ;.



On admettra que si A, B sont deux matrices de M, (K) alors pour tous r,s > 0, [4, B, s = [Ar s, Br.s).
9. (a) Montrer que si A’ est une réplique de A alors A’ est un polyndme sans terme constant en A.

[Indication : on pourra introduire Ay 1 et utiliser le théoréme du bicommutant, puis discuter le cas
A inversible ou non.]

(b) Montrer que A’ est une réplique de A si et seulement si pour tous r,s > 0, A] ; est un polynéme
sans terme constant en A, ;.

10. Soient D et N les composantes semi-simple et nilpotente de A € M, (K).

(a) Montrer qu’alors pour tous r,s > 0, D, s et N, s sont les composantes semi-simple et nilpotente de
A

(b) Vérifier que D et N sont des répliques de A.

Dans les quatre questions suivantes, on va déterminer la nature précise des répliques d’une matrice A.

11. On suppose que A est diagonalisable et on se donne A = PDP~! avec D = Diag(Ay, ..., An).
On note Q()\;) le sous-Q-espace vectoriel de K engendré par les Ay, ..., \p.

Montrer que B est une réplique de A si et seulement s’il existe une application Q-linéaire
QY Q(/\J — K,

telle que B = PAP~! avec A = Diag((A1), .., o(An))-

12. On suppose que A € M,,(K) est matrice compagnon nilpotente cyclique. Soit B une réplique de A. On
veut montrer, par récurrence, que B = AA pour un A € K.

(a) Traiter les cas n = 1 puis n = 2.

(b) On suppose donc le résultat établi au rang n — 1. Montrer qu’il existe (\, u) € K? tel que

0 --- 0 0
B-)A= : I
0 0 0
n 0 0
les coefficients non marqués étant nuls.
[Indication : on pourra étudier les matrices A’ et B’ des endomorphismes de (e, ..., e,) induit par

A et B, et montrer que B' est une réplique de A’

(¢) En considérant A; o montrer que p = 0 et conclure.

13. Soit A € M,,(K) une matrice nilpotente. Montrer que les répliques de A sont les AA avec A € K.

14. Soit maintenant A une matrice quelconque de M, (K). On note A = D + N sa décomposition en
composantes semi-simple et nilpotente.

(a) Soit B une réplique de A et B = A+ M sa décomposition en composantes semi-simple et nilpotente.
Montrer que A est un polyndéme en D puis que A est une réplique de D.

(b) Montrer de méme que M est une réplique de N.
(c) Conclure sur la nature des répliques de A.
15. Etablir que A € M, (K) est nilpotente si et seulement si pour toute réplique A’ de A on a Tr(AA’) = 0.
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INFORMATION AUX CANDIDATS

Vous trouverez ci-aprés les codes nécessaires vous permettant de compléter les rubriques
figurant en en-téte de votre copie.

Ces codes doivent étre reportés sur chacune des copies que vous remettrez.

Concours Section/option Epreuve Matiére
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