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3.2 Corrigé de I’épreuve écrite de mathématiques générales

Exercices préliminaires.

Exercice 1 — Matrices de rang 1 Le rang d’une matrice A est la dimension de ’espace vectoriel
engendré par ses colonnes. Soit A une matrice de rang 1,et X une colonne non nulle de A. La j-
ieme colonne A; de A est donc proportionnelle & X. Notons A; = y;X pour j € {1,...,n}. Posons
Y = (y1---yn). La matrice Y est non nulle car A = XY. Réciproquement les colonnes d’une telle
matrice sont proportionnelles a la matrice colonne non nulle X, donc si Y est non nulle, la matrice est
de rang 1. Cette écriture n’est pas unique, elle dépend du choix du générateur de la droite vectorielle
engendrée par X. Les générateurs sont les X' = aX, a # 0, dousi V' = éY, A=XY"

Exercice 2 — Dual de M,,,,(K) L’application f4 est bien une forme linéaire de M, ,,,(K) comme
composition de la multiplication par A, linéaire de M, n,(K), dans My, (K), et de la trace qui est une
forme linéaire de M, (K). La vérification de la linéarité de I’application qui a A associe f4 provient
aussi de la linéarité de la trace, en effet

VA A, B,M) e K x Mpn(K)* x My n(K),
Tr((AM + B)M) = XTr(AM) + Tr(BM)

D’ou
YA\ A, B,M) € K x My, ,(K)?* x My, ,,(K), frasp = fra + 5.

De plus si A = (a;;),
VA e Afn,m(K)vv(ivj) € {17 <. vm} x {17 .- .,TL}, fA(Ei,j) = Qjq,

donc la forme linéaire f4 est nulle si et seulement si A est nulle.
On obtient donc une application linéaire injective entre espaces vectoriels de méme dimension mn,
c’est un isomorphisme.

Exercice 3 — Matrices associée a4 une application linéaire donnée Soit u une application
linéaire de E dans F et A un élément de My, ,,,(K) et M = Matg, ¢, (u) la matrice de u relative aux
bases (Bi,C1). Dire qu’il existe une base B de E et une base C de F telles que Matgc(u) = A, signifie
que si P est la matrice de passage de B1 & B et @Q celle de C; a C, alors par changement de base
A = Q7 'MP. Cette relation matricielle caractérise le fait que A et M ont le méme rang. On obtient
donc que u admet la matrice A dans les bases B,C si et seulement si le rang de u est égal au rang de
la matrice A.

Partie I — Réduction de JORDAN

1. L’homomorphisme d’évaluation de K[X] dans K[u] qui & P associe P(u) est surjectif et donne
par passage au quotient, un isomorphisme d’anneaux (donc aussi d’espaces vectoriels sur K)
entre K[X]/m, et K[u]. En particulier 'anneau K|u] est commutatif. Par division euclidienne
par 7, tout polynéme en u s’écrit de fagon unique sous la forme R(u) ot R est un polynoéme de
degré strictement inférieur a deg(m,). Donc dimg (K [u]) = degm,.

2. Supposons u nilpotent, alors le polynéme minimal de u est de la forme X* avec 1 < k < dim E.
En particulier le polynéme minimal est scindé et admet une seule racine multiple 0. Le polynome
caractéristique de u est donc X™ ou n désigne la dimension de F, et par identification des
coefficients de ce polynome, Tr(u) = 0. De plus, pour tout p dans N*, (uP)* = 0 donc uP est
nilpotent puis T'r(uP) = 0.
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3. On suppose que pour tout p dans N*, Tr(uP) = 0.

(a)

()

4. Soit 4 un endomorphisme de F, on suppose u cyclique. Soit xg, -« ,u

Si 1, = X*Q(X) avec pged(X,Q) = 1 alors X* et @ sont premiers entre eux, et le lemme

des noyaux donne
ker 7y (1) = ker(u®) @ ker Q(u).

D’oit la décomposition £ = F @ G.

Si P est un polynéme, I’endomorphisme P(u) vérifie P(u) o u = v o P(u). Pour un élément
x de E vérifiant P(u)(z) = Og, alors u(P(u)(z)) = Og puis P(u)(u(z)) = Og. Le noyau
ker P(u) est donc stable par u. Les sous-espaces F' et GG sont donc stables par u.

On suppose G non réduit a {0z}, 'endomorphisme ug de G induit par u est défini par :
ug : G — G, Yz € G, ug(x) = u(x).

On en déduit
Vo e G, Qug)(z) = Q(u)(x),

d'ott Q(ug) = Q(u)c et Q(ua) = Opnaq)-
SiQ=X"4ar 1 X'+ + ag, on obtient

uév-l-"'-l-aofdG:O.
En prenant la trace, il vient :
Tr(ué&) + -+ + apdim G = 0,

or en caractéristique 0, ag et dim G étant non nuls, agdim G est non nul. Il existe donc un
entier 0 < j < £ tel que T r(uJG) # 0. Comme F est la somme directe des deux sous-espaces
stables I' et G, si x = xp + xg est la décomposition d'un élément z de F comme somme
d’un élément de F' et de G, on a u(z) = up(zr) + uc(rq). La réunion d’une base de F' et
d’une base de G permet d’écrire la matrice de u sous forme diagonale par blocs, les blocs
diagonaux correspondants & ur et ug. '

On a donc T?j(uj) = T'r(u))+Tr(ul,). Par définition de F', up est nilpotente donc T'r(u},) =
0, puis Tr(u?) # 0.

On obtient donc une contradiction avec I’hypothése de départ sur u. L’espace G est réduit
a {0g} et u* = 0. L’endomorphisme u est donc nilpotent.

"=1(z9) une base de E et

v un endomorphisme vérifiant uv = vu.

(a)
(b)

Puisque u est cyclique v(zg) s’éerit dans la base précédente. I1 existe donc un polynéme P
de degré inférieur ou égal & n — 1 tel que v(xg) = P(u)(xg).

Pour tout ¢ dans {0, -+ ,n — 1}

v(u'(x)) = u*

I
IS
—~
<
—~
8

(=)
~—
~—

Donc v et P(u) sont des applications linéaires qui coincident sur la base (zq, -+, u™ *(z0)),
d’ott v = P(u). Le commutant de u qui contient naturellement K [u] est aussi contenu dans
ce dernier, donc lui est égal.
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5. On suppose I'endomorphisme u diagonalisable. Alors le polynéme minimal de u est scindé a

7.

racine simple. Si u est cyclique le polynéme minimal de u est de degré supérieur ou égal a la
dimension de E, et comme il divise le polynéme caractéristique (CAYLEY-HAMILTON) de degré
dim E, et que ces deux polyndémes sont unitaires, il est lui est égal. Donc x, est scindé & racines
simples.

Réciproquement supposons Yy, scindé a racines simples, alors x, = m,. Soient (e;)1<i<n une
base de vecteurs propres pour u et xg = >,;; ¢;, alors la matrice des coordonnées des vecteurs

(wo, -+ ,u" 1(xg)) dans cette base est la matrice de Vandermonde A = ()\] Y 1<icn de détermi-
1<j<n

nant non nul, donc la famille (g, ---u™!(x¢)) est une base de E.
On a donc montré que ’endomorphisme u est cyclique.

Soit v un endomorphisme nilpotent d’indice 2, d’un espace vectoriel E de dimension 4. D’aprés
le théoréme du rang dimker v + dimu(E) = dim E. De plus u? = 0 donc u(E) < ker(u). D’oul
dimu(E) < dimker(u). Comme dim u(E) > 1, les seules possibilités sont (dimu(F),dimkeru) €
{(1,3), (2,2)}.

- Dans le premier cas soit e; tel que u(e;) # Op, on pose ez = u(ey) ¢’est un élément non nul de
ker u. D’aprés le théoréme de la base incompléte il existe es et e4 dans keru tels que (eg, e3, eq)
soit une base de ker u. Comme e; n’appartient pas au noyau de u, (e, €9, €3,€4) est une base de
E et la matrice de u dans cette base est (%2 g)

- Dans le second cas on a dimu(FE) = 2, et il existe e et es tels que (e, eq) = (u(e1), u(es)) soit
une base de u(FE). Alors on vérifie que (eq, ea, €3, e4) est une base de E. En effet on a

aej + beg + ces + dey = O = auley) + cu(es) = O

= (a,c) = (0,0)

puis L’ indépendance de ey et eq4 donne (b,d) = (0,0). La matrice de u dans cette base est

Cy O

(6 &)

(a) Le sous-espace H étant contenu dans le noyau de u, pour tout vecteur non nul x de H
le sous-espace cyclique engendré par x est K - z donc de dimension 1. Réciproquement un
sous-espace cyclique non nul de H est engendré par un vecteur non nul, dont les itérés sont
nuls, donc est de dimension 1.

(b) On a immédiatement >?_; K[u](z;) + H < E.

Pour tout = dans E, il existe des polynomes Pi,.. ., Py tels que u(z) = > 7 _; Pi(u)(yx). D’ou
x— Y 0h_; Pe(u)(xk) € keru. Or keru = (u(E) nkeru) @ H, d’ou l'existence de polyndmes
Qp, et d’un élément y de H, tels que

Z Py + XQp)(u)(xk) + y.

On a donc démontré 'égalité £ = Y7, K[u](xx) + H.

Pour montrer que la somme est directe il reste & démontrer 'unicité de la décomposition
d’un élément, ce qui se raméne, par linéarité, a I'unicité de la décomposition du vecteur nul.
Soient y dans H et P, ..., Py des polynomes tels que >7_| Py(u)(zg) +y = Op. Alors
> _1 Pu(uw)(yx) = O, puis sachant que u(E) = PF_; K[u](yx).

V1 <k <p, Pe(u)(yr) = Op
On en déduit que si ny, est I'indice de nilpotence de up, alors X™* divise Pj. Donc

V1 <k <p, Pe(u)(zg) € u(E) nkeru = G.
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Alors y = — Y% _, Py(u)(zy) est dans H n G. Donc y = Op et Y0 _; Pi(u)(zy) = Op.
Or X divise Py donc Py(u)(xy) € K[u](yx). On en déduit Py(u)(xr) = Op ct le résultat
E =@ Klu](zx) ® H.

(c) On conclut en constatant que toute base (Tp41,- - ,Zp+dim#) de H donne une décompo-
sition en sous-espace cyclique de dimension 1 de cet espace. Posons Gy = K][u](zy) pour
1<k <p+dimH. L’espace E est somme directe des sous-espaces G; et 'endomorphisme
ug; est cyclique pour tout 1 <7 < dim H + p.

Partie II — Bicommutant

1. Si u et v sont des endomorphismes semblables de F, il existe un isomorphisme s de E tel que
v = sus~!. Comme la conjugaison par s est un automorphisme K-linéaire de 'anncau £(E), le
commutant de v est C(v) = s71C(u)s et CC(v) = sCC(u)s~*. D’out

dim CC(v) = dim CC(u).

2. Tout endomorphisme de C(u) commute avec les éléments de K[u], donc CC(u) contient K[u].
[’égalité entre ces deux algébres est donc équivalente & celle de leur dimension sur K.

3. Si M e M,(K), M est de rang r si et seulement s'il existe deux matrices P, @ de GL,(K) telles

que
I, O\ .
( p o) = PMQ

Les matrices P et () appartiennent aussi & GL,, (L) donc le rang de M ne dépend donc du choix
du surcorps L de K.

4. On considére la matrice de M,,2(K) formée des coordonnées dans la base canonique des matrices
(M7 _1)1<j<n2. Le rang de cette matrice est égal a la dimension de K[u] c’est a dire au degré du
polynéme minimal de M agissant sur K”. Comme la base canonique de M,,(K) est aussi celle de
M,,(L), les polynémes minimaux respectifs ont le méme degré. Le résultat vient alors du fait que
le polynéome minimal de M agissant sur L™ divise naturellement celui de M agissant sur K", et
que ces deux polyndmes sont unitaires.

5. Soit ¢, as 'endomorphisme de M, (L) défini par ¢y (A) = AM — MA. La matrice de ¢r, m
dans la base canonique de My (L) est aussi celle de ¢k rs. Elle est donc dans M,,2(K) et son rang
est lié a la dimension de Cr,(M) par le théoréme du rang :

dimy, My, (L) = r(¢1,ar) + dimg, ker ¢y, 7.

On en déduit
n? = r(¢r,m) + dimg, Cr,(M).

De méme en raisonnant sur le corps K,
n? = r(¢x ) + dimg Cx (M).

En utilisant la question 3) on a r(¢y, v) = r(éx ), done dimy, Cr,(M) = dimk Cx (M). Si Mj,. . .,
My est une base de Cx (M), la matrice des coordonnées des M; dans la base canonique de M, (K)
est & coefficients dans K. Son rang sur L est donc le méme que sur K. On en déduit que My,. ..,
My est une base de Cr,(M). Soit alors 1y, application de M, (L) dans ]_[f=1 M, (L) définie par
Y (A) = (AM; — M1 A, -+, AMy — MyA). C’est une application linéaire dont la matrice relative
aux bases canoniques de M, (L) est a coefficient dans K. En particulier r(¢r,) = r(¢k), puis en
utilisant le théoréme du rang dimk CCk (M) = dimy, CCr(M).

6. On suppose que M = , les polynémes 74 et mp premiers entre eux et scindés et que A

O
O B
et B vérifie la conclusion du théoréme du bicommutant.
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(a)

Les décompositions en blocs qui interviennent dans la suite sont compatibles avec celle
donnée par I’énoncé, c’est a dire que le premier bloc sur la diagonal est de méme taille que

A (Ae M,(K), Be M,_,(K)). On a
I O A O
(0 0)"=(5 o)
I O
-4 (5 0)
. I O
Donc la matrice < 0 O) est dans le commutant de M.

Un calcul élémentaire donne :
I O c O
C(<O O>)={<O D),CEMP(K),DeMn_p(K)}.

. I
Le bicommutant de M est contenu dans le commutant de < o g) On remarque que

le commutant de M contient les matrices diagonales par blocs ( O D
A O
O B
dans le bicommutant de A et B’ dans le bicommutant de B. Donc il existe deux polynomes
P et Q tels que A" = P(A) et B' = Q(B).

O) ou C € C(A) et

D eC(B). Si (

> est dans le bicommutant de M, alors il est immédiat que A’ doit étre

P(A) (0]

O QB
deg mp. Le polyndéme minimal de M est le pged de w4 et wp. Comme ces deux polyndémes
sont premiers entre eux, mp; = ma7p. En particulier deg 7y = deg ma+deg mp. La dimension
du bicommutant de M est donc majorée par deg ;. Comme elle est minorée par deg 7y,
on a l'égalité, et le résultat demandé.

L’espace vectoriel des matrices de la forme < )> est de dimension degmg +

D’apreés ce qui précéde, la dimension du bicommutant de M est égale a celle de K[M], donc
le bicommutant est bien égal a I'algébre des polynéomes en M. (En particulier si P et @ sont
deux polynémes, il existe donc un polynéme T vérifiant T'(A) = P(A) et T(B) = Q(B) ce
qui pouvait se démontrer a 'aide du théoréme des restes chinois pour les polynémes).

7. On suppose maintenant © = Aldg + n avec n nilpotent.

(a)

(b)

(c)

Par un calcul direct, un endomorphisme commute avec u si et seulement s’il commute avec
n, donc C(u) = C(n) et

Par stabilité des sous espaces F; la matrice de n est diagonale par blocs. Par choix de la
base de Ej, le bloc correspondant a E; est la matrice compagnon du polynome X4 E: done
de la forme Cqim g, -

On procéde par récurrence sur le nombre de matrices compagnons.

i. Si la matrice est une matrice compagnon, l’endomorphisme n est cyclique, donc le
commutant est C(n) = K[n|, puis K[n] étant une algébre commutative, CC(n) = K|n|.
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ii. Supposons le résultat vérifié dans le cas ou la matrice de n comporte k matrices
compagnons Cg,,...,Cq, de taille d; < --- < dj. Soit n une matrice diagonale par
blocs contenant k + 1 blocs formés de matrices compagnons de taille d; < -+ <
dp < dgy1. On considére la projection p sur @?:1 FE; associée & la décomposition
E = @f:ll E;. D’aprés l'étude faite en 6 b), qui ne fait pas intervenir le fait que
T4 et mp sont premiers entre eux, le bicommutant de M est contenu dans ’ensemble
des matrices diagonales par blocs diag(P(diag(Cq,,--- ,Cq,)), Q(Cy,,,)). Soit alors g
définie par Qyjsk B, = O et qp(R(n)(zk+1)) = R(n)(zx) pour tout polynome R de
K[X]. L’endomorphisme g, est bien défini car si R(n)(zx+1) = 0 alors R(n)(zg) = 0
(dg+1 > di), et commute avec n. Alors si v est un élément du bicommutant de la
forme diag(P(diag(Cy,,---,Cq,)), Q(Cq,.,)), on a d'une part v(qx(zr41)) = P(n)(xr),
et d’autre part gx(v(zgs1)) = qr(Q(n)(rKL1)) soit encore P(n)(xg) = Q(n)(xy) donc
X% divise P—Q, et v correspond a Q(n). Le bicommutant de n est donc contenu dans,
puis égal a K[n].

8. D’apreés I1.5) on peut supposer le polynéme caractéristique de M scindé (en prenant pour L une
cloture algébrique de K). Le cas général se traite par récurrence sur le nombre de sous-espaces
caractéristiques :

- L’initialisation, donc le cas ot il n’y a qu’un seul sous-espace caractéristique associé a une valeur
propre \ est traitée par la question 7).

- L’hérédité provient de la décomposition en somme directe des sous-espaces caractéristiques, en
utilisant 6).

Partie III — Décomposition de DUNFORD pour une matrice

1. M est semi-simple si elle est diagonalisable dans une extension convenable de K, ce qui revient
a dire que le polynéme minimal de M dans cette extension est scindé a racines simples. D’aprés
I1.4 cela signifie que le polynéme minimal de M est & facteurs simples sur K. Réciproquement
en caractéristique 0, un polynoéme irréductible devient scindé & racines simples dans une cléture
algébrique, donc si mp; est & facteurs simples sur K, il est scindé & racines simples dans une
cloture algébrique de K, et M est semi-simple.

2. Les polynémes w4 et x4 ont les mémes facteurs irréductibles. Donc P divise x4 et & les mémes
facteurs irréductibles. De plus en caractéristique 0, le pged de x4 et x/; admet pour facteurs
irréductibles les facteurs multiples de y 4 avec une multiplicité diminuée de 1. D’ou ’égalité des
trois polynomes P, m4/pgcd(ma, 'y) et xa/pged(xa, X'y)-

3. Comme le corps K est de caractéristique 0, il est parfait, donc tout polynéme irréductible est
premier avec son polynéme dérivé. P = Pj ... P. Si on note pour i € {1,...,k}, P = P,Q;, alors
P’ = P!Q; + P;Q/. Alors P; est premier avec P’. D’ott P est premier avec P’. D’apres le théoréme
de Bezout il existe R et S dans K[X] tels que RP + SP’ = 1.

4. On raisonne par linéarité : Pour tout entier k£ on a d’aprés la formule du bindéme de Newton, il
existe un polynome Qg (X,Y) de K[X,Y] tel que

(X +Y)F = XF + kXF 1y + V2Qu(X,Y)
Donc si P = Y }_,ar X" alors
P(X+Y)=P(X)+YP(X)+Y? ) axQx(X,Y)
k=0

D’ou le résultat en posant Q(X,Y) = > arQr(X,Y).
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d.

1.

Par substitution on obtient

Wk € N, P(Agy1) = P(Ay) — P(AR)S(Ap) P'(Ax) + (P(Ar)S(AR))*Q(Ar, —P(Ar)S(A))
= P(Ap)?(R(Ag) + S(AR)2Q(Apr, —S(Ap) P(Ap)))

Puisque Ay 1 appartient & K[A], on a I'inclusion K[Ag 1] € K[A4], et P(Ag11) € P(Ap)*K[Ax].
D’ou par récurrence immeédiate, Ay appartient & K[A], et P(Aj) appartient a P(A)QkK[A].
Dés que 2¢ > max{a;, 1 <i < k}, w4 divise P2 donc P(Ay) =0.

On a donc A = Ay + (A — Ay). Comme P est a facteurs simples, A, est semi-simple. Par
construction A — Ay appartient a P(A)K[A] donc est nilpotent. De plus les polynomes en A
commutent donc Ay commute avec A — Ay. Supposons que A = S+ N soit une décomposition en
somme d’une matrice semi-simple .S et d’une matrice nilpotente NV qui commutent. Alors S et N
commutent avec A, donc avec les éléments de K[A]. En particulier S, N, Ay et A— A; commutent.
Mais alors S et Ay sont simultanément diagonalisables dans une extension convenable de K, et
S — Ay = (A— Ay) — N est nilpotente. Donc S — Ay est nulle, S = Ay et N = A — Ay.

Partie IV — Théorie des répliques de CHEVALLEY

(a) Si E;; est la base canonique de Mpyy, mq(K), le sous-espace vectoriel M, ., (K) ® M) 4(K)
contient la base canonique de My, mq(K), puisque

E(i—l)p+k,(j—1)q+f =€ij ® fk,l'

Il est donc égal & My mq(K).

(b) Par bilinéarité du produit tensoriel, si (e;;)i; et (fre)k,e sont des bases de M, »,(K) et
My (K), la famille (e;; ® fr.e)(i),k,0) est une famille génératrice de M, ,,(K) ® M), 4(K).
Comme son cardinal est égal a la dimension de I'espace vectoriel, la famille (e; ;& fk ¢) (i.), (k,0)
est une base de cet espace.

(c¢) La définition du produit tensoriel pour K™* @ K™ et ce qui précéde, permet d’interpréter,
une fois une base choisie, le produit vectoriel E* @ F*. Soient (e;)i<i<n €t (fj)i<j<m des
bases de E et F, Soit (¢,%) un élément de E* x F* on note ¢ ® ¢ la forme linéaire sur
E ® F définie par ¢ @ ¢(e; ® fj) = ¢(ei)(f;j). On obtient par linéarité de ¢ et 1 :

V(u,v) e Ex F,o®@¢Y(u®v) = ¢(u)(v).

D’aprés 1 exercice préliminaire sur le dual de M, ,,,(K), 'application M, ,(K) dans M,, ,,,(K)*
qui & une matrice A associe fs est un isomorphisme. L’application 6 de M, »,,(K)* x
M, q(K)* dans My me(K)* définie par 0(fa, f5) = fags est bilinéaire, et induit une appli-
cation linéaire 6 de M,, ,, (K)* x M, ,(K)* dans M, ,(K)*, qui vérifie 0(fa® fB) = faws-
On vérifie que c¢’est un isomorphisme, en vérifiant que I'image d’une base de E* ® F'™* est
une base de (E® F)*.

(a) La matrice A® B est formée de n? blocs de taille m. Les n blocs diagonaux sont de la forme
a;;B. On en déduit Tr(A® B) = Tr(A)T'r(B).

(b) On vérifie que A® B = (A® I,,,)diag,,(B) ou diag, (B) est la matrice diagonale formée de
n blocs égaux & B. On peut transformer la matrice A ® I,,, en faisant @ transpositions

sur les colonnes, pour regrouper les colonnes contenant les coefficients de la matrice A

afin de reformer chaque ligne de A. On fait alors les mémes n(n-1) transpositions sur les

lignes, pour obtenir une matrice diagonale par blocs, formée de m blocs égaux & A. Do

det(A® B) = det(A)™ det(B)™.
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3.

7.

L’espace vectoriel N7 1 n’est autre que K" ® (K™)* soit M,,(K). L’action de A; 1 sur M, (K) se
détermine sur la base e; @ e} de M,(K). Soit

Apq - (e ®e;‘-‘) = Ae; ®e;-‘ —e; ®e;~‘A

n n
= (D arier) @€ — e ® ) ajef

k=1 {=1

n n
= Y arier @€l — > ajeei ®ef
k=1 (=1

D’autre part
n
Ale;®e]) = Z agier @ €}
k=1
et "
(e; ® e;)A = Z ajee; ®ep
=1
D’ou le résultat
Arr- (e ®¢€f) = [A, e @ej].
Par linéarité de l'action on obtient pour tout M dans M, (K). A;1- M = [A, M].

. Soit ey,...e, la base canonique de K", fi,..., f, la base duale. On utilise 'isomorphisme cano-

nique définit par

€@ Qe Vf® ®f; = fi® R, Rl @ ®e;,.

. Si P est une matrice inversible de M, (K), elle correspond a un changement de base de K".

L’expression de ®p, s sur une base de N, s de la forme e;, ® -+ ® €;, ® fi1 ® - ® f;, défini
bien un unique endomorphisme de N, ;. Par linéarité du produit tensoriel par rapport a chaque
composante, I’expression reste valable pour les tenseurs de la forme X1 ® - X, ® Y1 ® - ® Y.
De plus c¢’est un isomorphisme, d’isomorphisme réciproque ®p-1 ,. .

Si A et B sont semblables, alors il existe une matrice P inversible dans M, (K) telle que B =
P~LAP. Alors par identification sur la base de A, s formée a partir des e; et des 1

Vn e -N:r,s» Ar,s-q)P,r,s (n) = (I)P,r,s (Br,s (n))

Donc
-1
B, = (I)P,r,s 0A,s0Pp, .

Les endomorphismes obtenus B, s et A, ¢ ont des matrices semblables.

(a) C’est immédiat en utilisant 5) et 6) et une base de vecteurs propres de A. Soit uy,. .. u, une
base de vecteurs propres, Au; = \ju;, et uf la base duale ufA = A\u}. Si P est la matrice
inversible telle que Pe; = u;, alors P~'AP = D est diagonale. La base formée des tenseurs
Uiy @ @ui, @uj, @ - @uj, est une base de vecteurs propres pour A, s, les valeurs propres
correspondantes tant 301 Ay, — >0 g Aj,-

(b) On a pour tout entier k strictement positif

Abn= > AMX @ @ATX, — Y VAR @Y.A™
ny,,np2>0 ml,-- ,mp=>0
ni+--+nr==k mi+-tms=k
D’ou si k = n(r + s), pour chaque décomposition n(r+s) = >, n; et n(r+s) = >3

]
I'un au moins des couples (A", A™i) est égal & (0,0), donc AZ&HS) = (0. L’endomorphisme

A, s est donc nilpotent.

=1 mj7
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8.

9.

10.

(a)
(b)
(a)

(b)

C’est la transitivité de la relation =.
C’est une conséquence directe de (A )y s = Arp/ s rs/4sr-

Si A’ est une réplique de A alors
Yn e ,/\/'171,A171.n =0= All,l'n = 0.

Or N1 = M,(K), et Aj1(M) = [A,M] et A} (M) = [A’,M]. Donc A’ est dans le
bicommutant de A. C’est un polynéme en A. De plus A; g X = AX donc le noyau de A est
contenu dans le noyau de A’. Si A n’est pas inversible, et si A’ = P(A) alors pour tout X
dans le noyau de A, A’X = P(0)X. Il faut donc P(0) = 0. Si A est inversible et si y4(X) =
XQ(X) + (=1)"det(A) alors d’aprés CAYLEY-—HAMILTON, Q(A)A = (—1)"1det(A)Id,,

et tout polynéme en A s’écrit comme un polynéme en A sans terme constant :

QA))A.

a

(XR(X) +a)(A) = (R(A) + (_1)n+1det(A)

Si A’ est une réplique de A alors A;y s est une réplique de A, s donc un polynéme sans terme
constant en A, ;. Réciproquement si pour tout couple (7, s) il existe un polynome P, tel
que Aj o = P, (A 5) A, alors

Vne N s, Ars-n=0= A -n=0.

Donc A’ est une réplique de A.

On vérifie par n-linéarité du produit tensoriel X; ® --- ® X,,, que
Vr,s 2 0,(A+ B)rs = Ar s+ By s.

D’aprés la décomposition de DUNFORD, A = D + N avec [D, N] = 0, D semi-simple et N
nilpotent. D’ou

V’f’, s = OyA'r,s = Dr,s + Nr,57 [D'r,s; Nr,s] = [D7 N]r,s =0.
D’aprés 7) D, s est semi-simple et N, ; nilpotente. Comme ces deux matrices commutent,

la décomposition de DUNFORD de A, s est A, s = Dy s+ Nps.

Par stabilité du noyau de A, s par D, s et N, g, les endomorphismes du noyau de A, ; induits
par D, s et N, donne la décomposition de DUNFORD de ’endomorphisme nul, donc D, 4
et N, , s’annulent sur le noyau de A, ;. On en déduit que D et N sont des répliques de A.

11. Supposons que B soit une réplique de A. D’aprés la question 5, si A est diagonalisable, en utilisant
la, matrice P des coordonnées d'une base de vecteur propres de A, et les isomorphismes ®p,. ,
on peut se ramener au cas d’une matrice diagonale D = P~!AP. On peut donc directement
supposer A diagonale de valeurs propres (\;)1<i<n. La réplique B de A est alors diagonale de
valeurs propres (P(\;))i<i<n 00l P est un polynéme sans terme constant. D’aprés la question 7,
les valeurs propres de A, s sont de la forme

T S
DA, = DN,
p=1 q=1

La matrice B, s est alors diagonale de valeurs propres :

T S

Y P(N,) = Y P(,).

p=1 g=1
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12.

En particulier les noyaux ker A, ¢ et ker B, ; correspondent aux sous-espaces propres associés a
la, valeur propre 0. D’ott ker A4, s < ker B, ; sc traduit par les implications

r q r q
DA, = DN, =0 YT P(N,) = D P(y,) =0.
p=1 Jj=1 p=1 j=1
En utilisant le fait que ces implications sont vérifiées pour tout 7, s positifs ou nuls, on en déduit
n n
V(az) € Zn7 Z ai)\i =0= Z a,P()\Z) =0
i=1 i=1

Les applications Q-linéaires f : Q" — Q{\;) et g : Q" — K définies par f(ay,- - ,a,) =
Sy aihi et glar, - an) = 2 a;P(\;) vérifient ker f < ker g. Par le théoréme de factorisa-
tion, il existe une application Q linéaire ¢ de Q(\;) dans K telle que g = ¢ o f. Cette application
linéaire vérifie ¢(A;) = P();). Réciproquement, si une telle application linéaire existe alors pour
tout 7, s positifs ou nuls, les valeurs propres nulles de A, ¢ donne par linéarité de ¢, des valeurs
propres nulles pour B, s d’ou ker A, ; < ker B, ;. La matrice B est donc une réplique de A.

(a) Sin =1, alors A =0 puis B = 0. Pour n = 2 une matrice nilpotente A vérifie A2 = 0 donc

les polynomes en A sans terme constant sont de la forme AA.

(b) On suppose le résultat établi au rang n— 1. Soit A la matrice compagnon nilpotente cyclique
d’ordre n, on a donc A.e; = e;41 pour i < n et A.e, = Op. Si B est une réplique de A,
c’est un polyndéme en A, et comme il commute avec A, 'image de A est stable par B.
Soit A’ la matrice induite par A sur E' = {eg, - ,ep). Clest la matrice compagnon de
I'endomorphisme cyclique induit ¢; — €41 pour 2 < i < n e, — Oy. Par stabilité¢ de E’
par A et B, A} et By sont induit par A, et B, sur les tenseurs de support dans E’ et
E’™* qui s’identifient &

Ng=(en®  @e, @€k @ @€k, i1 >1,...ip > 1,51 >1,...,j5, > 1)

En particulier si ker A, ; < ker B, ; alors ker A/ s’identifie a ker A, s n N/, on a alors
I'inclusion ker A . < ker By .. La matrice B’ est donc une réplique de A’. D’ou l'existence

de X tel que B’ = MA". Si C = B — M\A, il reste a calculer I'image de e;. On a

n
C- el = Z a;e;.
=1

Par construction C'A = 0, d’ou
n—1

Z aieir1 = Op
i=1
On obtient donc a; = 0 pour ¢ < n d’ou le résultat annoncé.

(c) On regarde l'action sur N en utilisant la base f; j = ¢; ® ¢;. On a
i #n,,j#n,Arole; ®ej) = €1 Qe + e Dejr
A2,0(en ® en) =0
Jj<n,Azple,®e;) = e, @ejt1
i<n, Ayple;®en) = €ej+1 ey

La matrice Ay est triangulaire inférieure par blocs de taille n.
A

I .
A2’0= . . )
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ol seuls les blocs non nuls sont indiqués.

Si P est un polynome P(As () est donc triangulaire inférieure par blocs de taille n, les blocs
sur la diagonale étant P(A) et ceux en dessous de la forme P’(A). (Immédiat par récurrence
sur les puissances de la matrice ou par la formule P(X +Y) = P(X)+YP'(X)+Y?Q(X,Y)

en substituant X par la matrice diagonale par bloc diag,(A) et Y par Ag g — diagy(A)).

Supposons C non nulle, c¢’est une réplique de A, et on peut supposer p = 1, c’est a dire

C = A1 Alors
An—l

C'2,0 = )

I | Ar—t
ou seuls les blocs non nuls apparaissent. On en déduit puisque n > 2, que les blocs en

dessous de la diagonale sont nuls. Si Cy o = Q(Asg,) alors Q'(A) = 0 donc X™ divise @, d’ou
Q(A) = 0, ce qui contredit Q(A) = A" 1. Donc C' =0 et B = \A.

13. On suppose maintenant A nilpotente quelconque. On peut décomposer ’espace en somme directe

d’espaces cycliques. On se raméne, aprés un changement de base, au cas d’une matrice diagonale
par blocs formée de matrices compagnons d’endomorphismes cycliques nilpotents.
Soit d le degré du polynéme minimal de A, on a donc A% = 0. Si e,_g, - , €q est une base d’un
espace cyclique de dimension d, le raisonnement fait précédemment montre que si B est une
réplique de A, la matrice B’ induite par B sur {e;,_q," - ,€p) est une réplique de la matrice A’
induite par A. En particulier il existe A tel que B’ = AA’ Comme B est une réplique de A, c’est
un polynéme en A : Q(A). Le polynome Q(A) ne dépend que de la classe de @ modulo X%, et
puisque B’ = Q(A’) cette classe est AX. D’ou B = \A.

14. On considére la décomposition de DUNFORD A = D + N.

(a) Soit B = A + M la décomposition de DUNFORD d’une réplique de A. Comme A et M sont
des répliques de B, elles sont des répliques de A. A est donc une réplique de A, donc de la
forme P(A) ot P est un polynéme sans terme constant. On en déduit A = P(D + N) puis
si P(X+Y)=P(X)+YP(X)+Y?2Q(X,Y), alors

A = P(D)+ N(P(D)+ NQ(D,N)

Cette écriture a lieux dans 'algébre commutative K[D, N|, P(D) est semi-simple, car si D
est diagonalisable dans une extension, P(D) aussi. N(P'(D)+ NQ(D, N)) est nilpotente et
commute avec P(D). On a donc obtenu la décomposition de DUNFORD de P(A). D’aprés
I'unicité A = P(D) et N(P'(D) + NQ(D,N) = 0. Ce raisonnement se fait pour chaque
couple (r,s) d’entiers positifs. Donc A, 5 est un polynéme en D, s sans terme constant. A
est donc une réplique de D.

(b) De méme M est un polynéme non constant en A. M = P;(D)+ N(P{(D)+ NQ1(D, N)) est
la décomposition de DUNFORD de M. D’ou P;(D) = 0, et M = N(P{(D) + NQ1(D, N)).
Comme N et P{(D)+ NQ1(D, N) commutent, le noyau de N est contenu dans celui de M.
Ce raisonnement se fait pour tout couples (7, s) d’entiers positifs, donc M est une réplique
de N.

(¢) Si A= D + N est la décomposition de DUNFORD de A les répliques de A sont de la forme
P(D) + AN ou \ est un élément de K et P un polynéme de K[X] tel que I'application qui
a une valeur propre \; associe P()\;) se prolonge en une application linéaire de Q{\;) dans

K(\).
15. Soit A dans M,,(K), si A est nilpotente, toute réplique de A est de la forme A\A donc Tr(AA’) =
ATr(A?) = 0. Réciproquement supposons 1r(AB) = 0 pour toute réplique B de A. Soit A =
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D+ N la décomposition de DUNFORD de A, si B est une réplique de A, B commute avec N, donc
BN est nilpotent. D’ott Tr(BN) = 0 puis Tr(DB) = 0. Si A est une réplique de D, c’est une
réplique de A, donc Tr(DA) = 0. Considérons une forme Q-linéaire ¢ sur le Q-espace vectoriel
Q(\i). Si w4 est scindé, le polynome d’interpolation de LAGRANGE défini par P(\;) = ¢()\;)
est dans K[X], donc la matrice A = P(D) est une réplique de D et Tr(DP(D)) = 0. D’ou
i Aio(N) = 0. Comme les ¢();) sont dans Q, on peut calculer 'image par ¢, ce qui donne
Y #(A)? = 0. Les formes Q-linéaires sont donc nulles, Pespace vectoriel est réduit a {0}, D
est nulle donc A est nilpotente.

Si m4 n'est pas scindé, on considére une extension L/K dans laquelle 74 est scindé. Si Rp(A)
est l'espace vectoriel des répliques de A dans M, (L), d’aprés 9.b)

RL(A) = {A" e M,(L),Yr > 0Vs > 0, A, e (A 1 <i<degma, )}

est défini par des équations & coefficients dans K, d’ou dimy Rp(A) = dimg Rk (A). L'espace
Rr(A) admet une base formée d’éléments de Ry (A), et par L-linéarité de la trace, pour toute
réplique A’ de A dans M, (L), Tr(AA’) = 0. On se raméne donc au cas précédent. La matrice A
est nilpotente.
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