Equation de Schrédinger sur R

Référence : J. Rauch, Partial differential equations, Springer, 1991.1

Legons concernées : 201, 222, 239, 250.
Théoréme 1. Soit f € S(R). Alors il existe une unique fonction u € C*(R?) vérifiant
. %u 9
(i) E(m,t) = zﬁ(w,t), V(z,t)eR
(it) u(z,0) = f(z) pour tout ze R

(i) = — u(z,t) appartient & S(R) uniformément par rapport a t, c’est-a-dire que pour
tout T' > 0,

Vk, 120, Mg:z = Sup sup

dtu
mk—i(m,t)‘ < +00.
|t|<T zeR oz

De plus la solution est donnée par
V(z,t) e R, wu(z,t) = iJ' f(g)e—ﬂiateiz‘fdg'
2 R

Démonstration. On raisonne par analyse-synthése,
Analyse : on suppose que u € C>(R?) est solution du probléme. Puisque u(.,t) € S(R)
on peut considérer la transformée de Fourier partielle de w :

VteR,VEeR, (6,t) = j u(z, t)e % de.
R

Soit £ € R, on applique alors le théoréme de dérivation sous l'intégrale & t > (£, ) sur
tout intervalle | — T, T'[, pour T' > 0 :

(i) Vz e R, t — u(z,t)e ™ est dérivable sur | — T, T
(ii) Vte] — T, T,  — u(z,t)e~**¢ € L1(R) puisque u(.,t) € S(R)
(iii) VzeR,Vt €] - T,T7,

2%u

|2 (e i) | = |0 = | ] < o2+ M

1+ |z)?

qui est intégrable sur R et ne dépend pas de ¢.
On obtient ainsi, pour §,t € R,

o4 -[2 A ~iz€
5@ = [ 5(ueoe=)i=i[ e

1. Merci & Michel Nassif pour l'idée et 'aide sur certains points du développement.
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En réalisant deux intégrations par parties on obtient alors pour £,t € R,
%1‘-(5, t) = —ig*a(¢,1)

et ainsi, pour tout £ € R, il existe A(§) € R tel que pour t € R,
(6, t) = A©)e .

Or, pour £ e R,

a(€,0) = A(€) = L”(“’“’ 0)e~"dz = jm F(@)eEdz = F(¢).

On obtient alors (¢, t) = f (€)e~%". Puisque pour tout ¢ € R, £ > F(&)e~t € S(R), on
peut appliquer I'inversion de Fourier pour avoir, pour (z,t) € R,

u(z, t) = % J;R f(E)e_iEzte,"”Edg.

On a donc unicité de la solution.
Synthése : on considére

u(a,t) = 5 [ Flpeiieitag

pour tout (z,%) € R?. En appliquant le théoréme de dérivation sous l'intégrale on obtient
la régularité de u, qui est en fait C*®(R?) et le fait qu’elle vérifie 'équation de Schrédinger
sur R?.

D’autre part, pour z € R,

1 o
u(w0) = - [ fle)ede = 1
T JR
par inversion de Fourier dans S(R).
Enfin, pour montrer le point (iii), on observe que pour tout [ > 0, par dérivation sous
le signe intégral,

al 1 el 7 —1 1T
@t = 5 [ defee i

ainsi pour k = 0,

ot L [ asisre. gt k.4 1 B® a T i\ ke
2t (@,t) = gfkﬁlflf(ﬁ)e Weohelotdg = ﬁfna—&(éa‘f@)e bty
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