Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs et autres appareils élec-
troniques similaires, ainsi que les documents sont interdits.

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies.
On invite donc les candidats & produire des raisonnements clairs, complets et
concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou par-
ties précédentes, en veillant dans ce cas a préciser la référence du résultat
utilisé.

Notations

— Soit N un entier naturel non-nul. Pour a = (ay, ...,ay) et b = (by, ..., by) des vecteurs de RV,
on note a-b = Zévzl a;b; le produit scalaire euclidien et ||a|| = Z;-VZI laj|? la norme associée.
On notera B(0, R) la boule fermée de RY définie par {z € RV, ||z|| < R}.

— Pour 1 < p < o0, on désigne par LP(RY) I’ensemble des (classes de) fonctions f définies sur
RY, a valeurs dans R = R U {—00,+0c0} ou dans C, telles que x + |f(x)|P est intégrable
(au sens de la mesure de Lebesgue). On note L>°(R”) I'ensemble des (classes de) fonctions f
définies sur RY, a valeurs dans R ou dans C, pour lesquelles il existe C' > 0 tel que |f(z)| < C
est satisfait pour presque tout € RY (au sens de la mesure de Lebesgue).

— Pour f une fonction définie sur R, & valeurs dans R ou dans C, on désigne par supp(f) son
support : supp(f) = RY \ O ot O est la réunion de tous les ouverts sur lesquels f est nulle
presque partout. En particulier, pour presque tout x ¢ supp(f), on a f(x) = 0.

— Pour f une fonction de classe C' sur RY, on note, pour i € {1,..., N}, % la dérivée de f par
par rapport a sa ™€ variable.

— Pour tout borélien B C R, on note mes(B) = | p dz sa mesure et on désigne par 1p la fonc-
tion caractéristique de cet ensemble B : 1p(x) vaut 1 si x € B et vaut 0 si x ¢ B.

— Soit f une fonction intégrable sur RV. On définit sa transformée de FOURIER par
FieeRN —s f(&) = / e T f(x) da.
RN

— Soit f une fonction mesurable sur [0, co[, on définit sa transformée de LAPLACE par

2 eC o Lif)(2) = /O Teti(e) dt, (L)

14 ou elle est bien définie.

Le sujet débute par trois questions préliminaires qui serviront dans la suite du probléme mais qui
penvent étre traitées de maniére indépendante. L’objectif de la partie II est d’établir des propriétés
de la transformée de LAPLACE et d’en déduire une résolution d’équations différentielles. Les parties
suivantes sont centrées sur la transformée de FOURIER, des propriétés fondamentales sont établies
dans les parties III et IV et les parties suivantes V, VI et VII sont consacrées a 1’étude d’un espace
de HILBERT et des propriétés topologiques de suites de fonctions dans cet espace de HILBERT. Les
parties sont généralement indépendantes; en cas de besoin, on pourra admettre les résultats établis
par certaines questions pour aborder les parties suivantes.



Rappels

On rappelle ici quelques définitions utiles et des énoncés qui pourront étre exploités sans démonstra-
tion tout au long du sujet.

L’ensemble des fonctions de classe C* sur RV a support compact, noté C°(RY), est dense
dans LY(RM).
Soient E, F deux espaces vectoriels normés. Soit D C FE et soit F une famille de fonctions
définies sur D a valeurs dans (F,||.||r).
On dit que la famille F est équibornée si et seulement s’il existe K > 0 tel que pour tout f € F
et tout x € D, on a || f(z)||r < K.
On dit que la famille F est équicontinue sur D si et seulement si pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que pour tous x,y € D, si ||z —y||g < n alors, quel que soit f € F,ona || f(z)— f(y)|lr <e.
Théoréme d’ARZELA-ASCOLI
Soit D ¢ RY un ensemble compact et F une famille de fonctions continues sur D & valeurs
dans C telle que

e F est équicontinue,

e pour tout z € D, 'ensemble {f(x), f € F} est relativement compact dans C.
Alors F est relativement compacte dans I’ensemble des fonctions continues sur D a valeurs
dans C, noté (C(D,C), || - |loo), muni de la norme ||f||oc = sup,cp |f(z)|.
Théoréme d’inversion de la transformée de FOURIER
Pour toute fonction f € L'(RY) telle que fe LY(RM), on a, pour presque tout z € RV,

1 iz €T
F@) = Gy fo T O

Théoréme de PLANCHEREL

La restriction de la transformée de FOURIER a L'(R™) N L?(RY) se prolonge en un iso-
morphisme de L2(RY) sur L2(RY), que l'on note encore f f, et pour toutes fonctions
frg€ L2(RN) on a

1 TN~ N
J F@aE) dr = o [ 5@ e

Il s’ensuit que, pour tout f € L2(RY),

1

171032 = w132

Convolution et transformée de FOURIER
Pour f et g deux éléments de L'(RY), on pose

reRY— frg(@) = [ f@—Dg(0)d

~

qui définit une fonction de L'(R”). On a alors, pour tout & € RV, f/*\g(f) = f(&)g(&).



I Exercices préliminaires

Cette partie est consacrée a trois résultats généraux et indépendants entre eux. Lorsqu’ils seront utiles
dans la suite du probléme, une référence claire y sera faite. Le troisiéme exercice est plus exigeant
techniquement et n’intervient que dans la Partie VII du probléme.

IT

1. Soit g € C°([0, 1], R) telle que fol u"g(u) du = 0 pour tout n € N. Montrer que g est I’application

nulle.

. Soit f € LY(RN). Montrer que fest une fonction bien définie, continue et bornée sur RY.

. Soit D un ensemble compact de RY. On considére une suite de fonctions (un) N définies sur
n

D et a valeurs réelles qui vérifie les trois propriétés suivantes

i) pour tout n € N, la fonction w,, est continue sur D,

ii) pour tout n € N et tout z € D, on a 0 < up41(x) < up(z),

iii) pour tout € D, on a li_>m un(x) = u(z), ou la fonction u est continue sur D.
n—oo

Montrer que (up)neNn converge vers u uniformément sur D.

Autour de la transformée de LAPLACE

. Soit f une fonction mesurable sur [0, 00| & valeurs dans C. On note

A(f) = {s € R tel que t — |f(t)|e™*" € L*([0, +00])}.

Montrer que si s € A(f) alors pour tout s’ > s, s’ € A(f). En déduire que si 'ensemble A(f)
est non vide, alors c’est un intervalle non borné & droite.

On appelle alors abscisse de sommabilité de f, 'élément o(f) appartenant & R défini par
o(f) =inf (A(f)).

On s’intéresse a la transformée de LAPLACE (L) de f.
On note X 'ensemble des fonctions mesurables qui admettent une abscisse de sommabilité dans
RU{—o0}:

. Montrer que L(f) est bien définie sur le demi-plan P, ) = {z € C,R(2) > o(f)}.

. Montrer que L(f) est une fonction holomorphe sur P,y et exprimer les dérivées nmes de L(f)

sous forme d’intégrales puis sous forme de transformées de LAPLACE.

. On suppose f de classe C! sur [0, 00[ et on désigne par o(f’) I'abscisse de sommabilité de f’,

qu’on supposera fini. On pose § = max(o(f),o(f’)) et on note P3 = {z € C,R(z) > B}.
Montrer que, pour tout z € Pg, on a L(f')(z) = zL(f)(z) — f(0).

. Déterminer les abscisses de sommabilité et transformées de LAPLACE (lorsque cela est possible)

des fonctions suivantes. Le cas échéant, on justifiera que ces transformées de LAPLACE sont
prolongeables en des fonctions méromorphes sur C en précisant le ou les poles de ces fonctions.

(a) t+ sin(wt), avec w € R.
(b) t+ cos(wt), avec w € R.
(¢) t > tsin(wt), avec w € R.
(d) ¢t e’



6. L’objectif de cette section est de démontrer que la transformée de LAPLACE est une application
injective sur le sous-ensemble X' = {f : [0, +o00[— C, continue, o(f) < +o0} de X.

(a) Soit f € X'. Soient x € R tel que x > o(f) et a > 0.
Pour t > 0, on pose h(t) = f(f e~ f(u) du. Montrer que

L)z +a)=a / e~ h(t) dt.

0
(b) On suppose, de plus, que L(f) = 0.

i. Montrer que pour tout n € N, l'intégrale fol u™ h(—In(u)) du existe et vaut 0.

ii. Conclure en se servant de la question 1 de la partie I.

7. On considére le probléme
(P1) v +y=2cos(t), y(0)=0, ¢'(0)=1.

(a) Justifier I'existence, sans calcul, d’une unique solution f; définie sur R4 de (P1).

(b) On suppose que o(f1) et o(f]) sont finis. Justifier que la transformée de LAPLACE de fi

vérifie, pour un certain 5 € R que I'on ne cherchera pas & déterminer, la relation suivante

pour tout z € Pg
2z 1

EESAREEEE

L(f1)(2) =

(c) En déduire I'expression de la solution f.

III Transformée de FOURIER en dimension 1

1. Un premier exemple.
Soit b €]0, +oc[. On pose fi, = 1|_yy.
(a) Déterminer la transformée de FOURIER de f3.
(b) A-t-on f, dans L'(R)?
2. Un deuxiéme exemple.
Soit a > 0. On considére les fonctions f, : # € R — e~ (définie sur R) et gq : 2 € C — e~o%
(définie sur C).
(a) Vérifier que f, € L'(R).

(b) En considérant la fonction g, et un contour fermé adéquat établir qu’on a, pour tout £ € R,

7(\/Ex+i%)2 . 1 / —u?
e o/ dpx = — e du.
/R va Jr

(¢) En déduire 'expression de fa.

[Indication : on pourra utiliser, sans démonstration, l'égalité [g e du = V.|

(d) Montrer que ?a\ admet également une transformée de FOURIER et I'exprimer en fonction

de f,.

3. Soit K : z € R — e~ I*l. Montrer que K admet une transformée de FOURIER et la déterminer.



4. On considére le probléme (P2) : ¢y —y = f.

IV

vV

On note .(R) 'ensemble des fonctions g indéfiniment dérivables sur R et telles que pour tous
entiers o, 5 € N, on a
Pa,s(9) = sup 2%V ()] < +oo.
z€R

(a) On suppose dans cette question que f € .7 (R).

i. Soit y une solution de (P2) qui admet une transformée de FOURIER, notée y. Montrer

_f@
1+£2

ii. En utilisant les résultats de la question 3 de cette partie et les résultats rappelés en
début de sujet, montrer que (P2) admet une unique solution y € . (R).

que pour tout £ € R, on a y(&§) =

(b) On suppose maintenant que f € L*(R).

G

irez Montrer qu’il existe

i. On introduit la fonction définie par g : £ € R — ¢g(§) = —

un unique y € L2(R) tel que § = g.
ii. Montrer que y est une solution faible de ¢y’ — y = f, c’est a dire qui vérifie, pour toute
fonction ¢ € C2°(R), la relation

/ y(z)(—p(x) + ¢"(z)) dz :/ f(@)p(x) dx.
R R

Transformée de FOURIER en dimension 2

. Soit @ > 0. On note h: = (21, 22) € R? — exp (—a(z? + 23)).

Montrer que h € L'(R?) et déterminer sa transformée de FOURIER.
[Indication : on pourra se servir de la question 2 de la partie II1.]

. Soit f une fonction de classe C' sur R? a support compact.

(a) Montrer que 68—{1 admet une transformée de FOURIER et que pour tout & = (£1,&) € R?

on a o
of . . =

(b) En déduire qu’il existe Cy > 0, dépendant de f, telle que pour tout £ € R?\ {0} on a
ry C
7o)l < G

~

. Montrer que si f € L'(R?) alorsona lim f(£) = 0.

[1€]]—=+o0

. Montrer que si f € L'(R?) alors ]?est uniformément continue.

[Indication : on pourra utiliser la question 2 de la partie I.]

Etude d’un espace de HILBERT

Dans toute la suite, o désigne un réel positif ou nul. On désigne par H* ’ensemble des fonctions
f:R? = R de L?(R?) telles que

71 = [+ 111 1O dé < .



1.

VI

Soit (hy)nen une suite de vecteurs de R? qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo0. Montrer que
(gn cx e e 1)n€N converge uniformément vers la fonction nulle sur B(0, R), pour tout

réel 0 < R < o0.
Déterminer I’ensemble des réels o > 0 tels que l'intégrale

fo T
Rr2 1+ [[¢][*

soit finie.
Les questions 3, 4 et 5 sont indépendantes.

Soit f € H* avec a > 1.

(a) Montrer que fe L'(R?).

(b) En déduire que f admet un représentant continu et borné, c’est-a-dire est égale presque
partout & une fonction continue et bornée.
[Indication : on pourra utiliser, sans plus de justification, le fait que, si f € LIIOC(R2) vérifie
Jrz [(@)p(z) dz = 0 pour tout ¢ € C°(R?), alors f est nulle presque partout. On pourra
également exploiter le résultat de la question 2 de la partie I.]

. Soit a > 0. L’objectif est de montrer que H* est un espace de HILBERT.

(a) Justifier que H* et || - || g« définissent un espace préhilbertien.
(b) Soit (fn)nen une suite de Cauchy de H®.
i. Montrer que (f,)nen admet une limite, qu’on notera g, dans L?(R?).
ii. Montrer que g € H®.
[Indication : on pourra® remarquer d’abord qu’il existe une constante C' > 0 telle que,
pour tout 0 < R < o0, on a [ p)(1+ €112 [g(&)Pd¢ < C.]
iii. Conclure que H® est un espace de HILBERT.

. Soit (fn>n€N une suite bornée dans L?(R?) (c’est-a-dire qu’il existe A > 0 tel que pour tout

neNona |fur2 < A) et telle quil existe 0 < M < oo vérifiant supp(f,) € B(0, M) pour

tout n € N.

(a) Montrer que, pour tout 0 < R < oo, la suite (f”)neN est équibornée et équicontinue sur
B(0, R).

(b) On suppose de plus que (f")neN est bornée dans H® pour o > 0. En déduire que ’ensemble
{ fn, n e N} est relativement compact dans L?(R?).

(c) En conclure, sous les hypothéses du b), que ’ensemble { fn, n € N} est relativement
compact dans L?(R?).

Une propriété de régularisation

Dans cette partie on s’intéresse & une suite de fonctions f, : (z,k) € R?> x R?2 — f,(z,k) € R qui

vérifie

(H1) Sup/ | folz, k)2 dk dz = My < oo,
neN JR2xR?2

(H2) sup/ k- Vo fulx, k)? dk dz = M, < oo,
neN JR2xR?2

1. mais d’autres approches sont possibles.



et telle que supp(f,) C {(z,k) € R? x R?, ||z|| < R, ||k|]| < R} et ot on a utilisé la notation abrégée

0

J=1

Les dérivées sont ici comprises au sens des distributions et sont supposées étre L? « au sens faible » sui-

vant? : on a f € L?(R? x R?) et on suppose quil existe une constante C' > 0 telle que pour toute
fonction 1 € C°(R? x R?), on a

V f(x, k) k- Vp(x, k) dk d
R2xR?2

< Cl[Yllp2(r2xr2)-
Dans ce cas on écrit k- V. f € L2(R? x R?) et on note
) 1/2
b Vel lmemey = ([, 1 Vef(e P dkds)
R2xR?

‘/ f(z, k) k- Va(x, k) dk de
R2xR?

1] 22r2xR2)

= sup , Y€ CSO(RQ X R2) \ {0}

Dans toute la suite, R désigne un réel strictement positif, quelconque.
Soit ¢ € C*®°(R?) a support compact telle que supp(p) C {k € R?, ||k|| < R} = B(0, R). On pose

pn(z) = /R2 fo(z, k) (k) dk.

On va étre amené a manipuler des transformations de FOURIER partielles. On note alors

Fal& k) = /RQ fulz, ke ™€ da,
et R
5ul6) = [, Fulé k) olk) k. (+)

Enfin, on pourra exploiter sans plus de justification le fait que || f||;2r2xr2) €t 171l [2(R2xR2) sont des
normes équivalentes sur L?(R? x R?).

L’objectif de cette partie et de la suivante (sous des hypothéses plus faibles) est de montrer que l’en-
semble {pn, n e N} est en fait relativement compact dans L*(R?).

1. Montrer que la suite (pn)neN est bornée dans L?(R?).

2. Justifier que la formule (x) définissant p,,(£) a bien un sens pour presque tout tout & € R2.

3. Soit € > 0. Pour £ # 0, on introduit les domaines

Be(&) ={keR2 [¢ k[ <ellell},  Ge(&) = {keR2 |¢- k| > €ll¢]|}.

Puis on pose p, = un + v, avec

~

il = [ €D ek dk, @) = [ Fa(& k) el d
Bc(£) Ge(8)

2. Il n’est pas nécessaire de s’attarder sur le cadre fonctionnel décrit ci-dessous qui précise le cadre de travail.
On peut aborder les questions suivantes directement.




(a) Représenter graphiquement le domaine B¢ (&) pour 0 < € < 1.
(b) Pour £ # 0 fixé, on note u; = ﬁ et ug tel que (u1,u2) soit une base orthonormée de

R? pour sa structure euclidienne canonique. Montrer que pour tout vecteur k de R? de
coordonnées dans la base canonique (ki, k2) € R?, il existe un unique couple (k{, k}) € R?
tel que k = kjuy + Khus.
Montrer que (ki1, ko) — (K}, k5) définit un changement de variables dont le jacobien est de
valeur absolue égale a 1.

(c) Montrer, a 'aide du changement de variables défini ci-dessus, que
mes(B,(€) N B(0, R)) := / dk < Ce
Be(§)NB(0,R)
o C' > 0 est une constante indépendante de e.
(d) En déduire que |u,(&)| < e Hy(€) on (Hn)nEN est une suite bornée dans L?(R?).

(e) En exploitant I’hypothése (H2), obtenir une estimation de la forme

v (§)] < (€)

1
— [,
Vell¢]]

ou <Fn)n€N est une suite bornée dans L?(R?).
[Indication : on pourra & nouveau utiliser le changement de variables défini par (b).]
(f) En optimisant les inégalités précédentes par rapport a €, en conclure que la suite (pn>n
est bornée dans H'/2.

4. En déduire que ’ensemble {pn, n e N} est relativement compact dans L?(R?).

eN

VII Une propriété de compacité

On utilise les mémes notations et hypothéses que dans la partie VI mais on affaiblit I’hypotheése (H2)
en la remplagcant par

(H2’) sup (/ |a(k).V$fn(x,k)\2dkdw> = M; < o0,
neN \JR2xR?2

ot a : R? — R? est une fonction mesurable donnée telle que pour tout 0 < R < oo et tout £ € R?\ {0}

mes({k € B(0,R), a(k)-£=0}) = /B(O y Mooy 4k =0.

On rappelle que, pour 0 < R < oo, B(0,R) = {k € R?, ||k|| < R}.

1. On introduit une fonction x : R — [0, 1] de classe C* et telle que
pour tout s € R, 0 < x(s) <1, x(s)=1si|s| <1, x(s)=0si]|s|>2,

et, de plus, x est paire et monotone sur [0, +o0].
(a) Représenter graphiquement la fonction x.
(b) On note S = {¢ € R, |[|¢|| = 1}. Soit 0 < € < €. On note

me:C €S — me(C) :/B(OR)X(W) dk.

€

Montrer que, pour tout ( € S, on a

mes({k € B(0,R), |a(k)-(| <¢}) = /B(O y Uatraisedk < me(¢) < me ().

8



(c) Montrer que (me, )nen converge uniformément vers 0 sur S lorsque (e, )nen €st une suite
décroissante qui tend vers 0.

[Indication : on pourra se servir de la question 3 de la partie I.]

2. (a) En gardant les notations de la partie VI, établir que, pour £ #0 et 0 <e <1, on a

()] < EngHﬁn(s) +ﬁn(§>\/mes({k € B(0,R), |a(k)- ng‘ <¢f)

ou les suites (F">neN et (ﬁ”)neN sont bornées dans L?(R?).

(b) En déduire que
Jim {sup ( / rﬁn@)r?dg)} —o.
7o (neN \/[l¢[|zA

3. En s’inspirant de ’approche développée a la question V-5, en conclure que ’ensemble
{pn, n e N} est relativement compact dans L?(R?).



