
TD1 - Exercice 5

Soient (an) une suite complexe et z ∈ C. On considère la série de terme général un(z) := ann
−z

et l’on définit dans R :

σc := inf
{
x ∈ R :

∑
un(x) est convergente

}
,

σa := inf
{
x ∈ R :

∑
un(x) est absolument convergente

}
.

Question 1 : Montrons que σc ≤ σa ≤ σc + 1.

· Si
∑
un(x) est converge absolument, alors

∑
un(x) est converge.

Donc, {x ∈ R :
∑
un(x) converge absolument} ⊆ {x ∈ R :

∑
un(x) converge}.

D’où σc ≤ σa.

· Si
∑
un(x) converge, alors

∑ an
nx

converge absolument.

Soit ε > 0, alors

∣∣∣∣annx · 1

n1+ε
≤ c

n1+ε

∣∣∣∣ où c = max
n>0

∣∣∣an
nz

∣∣∣ <∞.

(Le max est en effet atteint car un(x)→ 0 par convergence de la série.)

Par le théorème de comparaison, la série de terme général
( an
nx+1+ε

)
converge absolument.

Ainsi, si x ∈ {{x ∈ R :
∑
un(x) converge}, alors (x+1+ε) ∈ {x ∈ R :

∑
un(x) converge absolument}.

Donc, {x ∈ R :
∑
un(x) converge} ⊆ ({x ∈ R :

∑
un(x) converge absolument} − 1− ε)

Donc, ∀ ε > 0, σa − 1− ε ≤ σc.

D’où, si ε→ 0, σa ≤ σc + 1

· Exemple : Si an = 1 ∀ n, alors σa = σc.

· Exemple : Si an = (−1)n, alors σc = 0 et σa = 1.



Question 2 : On suppose
∑
un(z0) converge, montrons que

∑
un(z0) converge ∀ z tq Re(z) >

Re(z0).

Posons Sn =
n∑
k=0

ak
kz0

et fn(z) =
1

nz−z0
.

N∑
n=1

un(z) =
N∑
n=1

an
nz

=
N∑
n=1

an
nz0
· 1

nz−z0

=
N∑
n=1

(Sn − Sn−1)fn(z)

=
N∑
n=2

Snfn −
N∑
n=2

Sn−1fn

=
N∑
n=2

Snfn −
N∑
n=1

Snfn+1

=
N∑
n=2

Sn(fn − fn+1) + SNfN − S1f2

=
N∑
n=2

Sn ·
(

1

nz−z0
− 1

(n+ 1)z−z0

)
+ SNfN − S1f2

N →∞ ⇒ SNfN → 0

Posons z − z0 = α + iβ où α > 0.

1

nz−z0
− 1

(n+ 1)z−z0
=

1

nα+iβ
− 1

(n+ 1)α+iβ

=
−1

(n+ 1)α+iβ
·

[
1 +

(
1 +

1

n

)α+iβ]
=

−1

(n+ 1)α+iβ
·
[
1−

(
1 +

α + iβ

n
+ o

(
1

n

))]
=

1

(n+ 1)α+iβ
·
[
α + iβ

n
+ o

(
1

n

)]
Donc, il existe c > 0 tel que ∀ n ≥ 1 :

∣∣∣∣ 1

nz−z0
− 1

(n+ 1)z−z0

∣∣∣∣ ≤ c

n1+α



Donc, il existe c′ > 0 :

|Sn(fn − fn+1)| ≤
c

n1+α
·max
n∈N

Sn ≤
c′

n1+α

Conclusion : C’est bien le terme général d’une série convergente.


