TD1 - Exercice 5

—Zz

Soient (a,) une suite complexe et z € C. On considere la série de terme général u,(z) := a,n

et 'on définit dans R :
0. := inf {x eR: Z un () est convergente} :

o, = inf {a: eR: Z up, () est absolument Convergente} )

Question 1 : Montrons que 0. < 0, < 0.+ 1.

Si Y u,(z) est converge absolument, alors Y u,(x) est converge.
Dong, {x € R: > u,(z) converge absolument} C {x € R: ) u,(x) converge}.

. s
D’ou o, < g,,.

: a
St > u,(z) converge, alors ) n_z converge absolument.

) Qy, 1 c
Soit € > 0, alors | — - —— < —
n* nlte = plte

N an
ou ¢c =max |—
n>0 | n?

< 0Q.

(Le max est en effet atteint car u,(x) — 0 par convergence de la série.)

converge absolument.

Par le théoreme de comparaison, la série de terme général ( ———
nrt+lte

Ainsi, siz € {{x € R: Y u,(z) converge}, alors (z+1+¢€) € {x € R: > u,(z) converge absolument}.
Donc, {z € R: > u,(z) converge} C ({x € R: > u,(z) converge absolument} — 1 — ¢)
Donc,Ve> 0,0, —1—€<o..

Dou,sie - 0,0, <o0.+1

Exemple : Si a,, =1V n, alors g, = o..

Exemple : Si a, = (—1)", alors 0. =0 et 0, = 1.



Question 2 : On suppose Y u,(2o) converge, montrons que »  u,(zo) converge V z tq Re(z) >

RG(Z()).
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Posons z — zp = a + i ou a > 0.
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Donc, il existe ¢ > 0 tel que Vn > 1:
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Donc, il existe ¢ > 0 :

C/

C
|Sn(fn - fn+1)| S nlta : %121\}1{5” S ita

Conclusion : C’est bien le terme général d’une série convergente.



