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Décomposition polaire
Lecons : 106, 150, 155, 158, 160, 203
Référence : H2G2 Tome 1 page 202

Théoréeme 1 La multiplication matricielle induit | ‘homéomorphisme :
B2 On(R) x S5 — GL,(R)
(0,8)— 0S8

Preuve :

o Etape 1 : L’application x est bien définie et continue.
Comme #+(R), O,(R) C GL,(R) groupe, Papplication 4 est bien définie. De plus par
bilinéarité du produit matriciel, x est continue (par restriction).

° Etape 2 : u est surjective.
Soit M € GLn(R). La matrice {M M appartient & T (R), car elle est dans ’orbite de I,
pour l'action de congruence. On peut donc diagonaliser ¢ M M dans une base orthonormée :

A
‘MM =P pt
An
pour P € O,(R) convenable, et \; > 0 pour tout 5. On pose alors :

VA
S =P Vi
VAn
c’est une matrice symétrique, puisque P est orthogonale, et définie positive, car ses valeurs

propres sont strictement positives.
Ona: S8%=*'MM et,sil'on pose : O = MS-!, il vient -

‘00 = *(MS™)MS™ = t5 1M MS— = 515251 — y .

Ainsi : M = OS, ot O € O,(R) et S € #F+(R), donc p est surjective.

e Etape 3 : 4 est injective.

Supposons que l'on ait : M = 0S = 0'S, avec O’ € On(R) et S € Z+(R). Alors, il
vient : §? = tMM = {(0'S)0'S' = t$'t0'0'S' d’oti : S = S2. Soit @ un polyndme tel
que pour tout , Q(\;) = /X;. Alors :

v AL
S=P P =Pg Pt
Van An
A
=Q|P P =Q(8%) = Q(5?)
An

Nicolas Loyan 1



Or, §' commute avec S, donc avec Q(S"?) = S, et done S’ et S sont diagonalisables dans
une base commune. Il existe ainsi une matrice de passage Py qui permet de les diagonaliser
simultanément.
Ainsi, si I'on note
1
diag(u:) =
L,

bl

ona: S = Pydiag())P;! et S = Pydiag(u;) Py, Par suite

§” = 8% => Pydiag(uf’)Fy* = Podiag(u) F5*

= V1 <i<n,ul=p

= V1<i<n,u=u (5,9 ¢cFdonneu;, pu, € R*)
=i =

Ainsi, on a : O = O, d’ou finalement, 'injectivité de p.

e Etape 4 : u~! est continue.

Soit (Mp)pen une suite de GLn(R) qui converge vers M. On note, pour tout entier p :
(0y, Sp) = 1 (M,), de sorte M, = 0,5, et u~H(M) = (0, S) € O,(R) x Z*(R). On
montre que les suites (O,) et (Sp) converge respectivement vers O et 5. On sait que O,(R)
est compact. Soit O une valeur d’adhérence de (Op)pen, i-e telle que O, converge vers
O pour une sous-suite (Op,)ken de (O,). Alors, la sous-suite S,, converge vers O M,
matrice symétrique et définie positive, car :

§:=0 "M € GL,(R) N ZH(R) = GL,(R) N & (R) = & (R)

On a donc par unicité de la décomposition polaire (injectivité de ) :
M=0S e O0=0 et S=8

Questions :

eFaire la décomposition polaire de la matrice M = é ?)
La matrice est de déterminant —3 5 0 elle est donc inversible.
On suit la démonstration de la surjectivité. On commence par diagonaliser *M M dans

un base orthonormée, on obtient :

1 1 1 1
fMM:54=7"Eﬁloﬁ_ﬁ
DS RIAUDIC O

Alors : i . i i
=(1, 269G 3)-0 3
- w \03)\5 & 12
et enfin : g \ . b 1
o=us=(3 1) (4 )= 9
Donc

u-os-(2 (2 )

eExiste t-il un homéomorphisme entre GL,(R) et O,(R) x F(R)?
Oui, I’exponentielle réalise un homéomorphisme entre %, et &+ d’ou le résultat.
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Etude de O(p,q)
Lecgons : 156, 158, 170, 171
Référence(s) : H2G2 tome 1 page 211

Définition 1 Soit p et q deuz entiers naturels. On note O(p,q) le sous-groupe de
GLpio(R) formé des isométries de la forme quadratique standard sur RP*? de signa-

ture (p,q), c’est-d-dire :
2 2_ 2 2
a:1+...+:cp—$p+l—...—xp+q,

dont la matrice dans la base canonique est :

{pg) = diag(l,...,1,-1,...,-1)

p q

On rappelle que M € O(p, q) < Mg 'M = Iy .

Théoréme 1 Soit p,q # 0 avec P+q=n. Il existe un homéomorphisme :

O(p,q) = O,(R) x O,(R) x R

Preuve :

* Btape 1: 0(p,q) = (O(p,q) N OA(R)) x (O(p,q) N5+ (R)).

Soit M € O(p,q) C GL,(R), avec n = p + q. Par décomposition polaire, il existe deux
matrices O € O,(R) et S € F#+*(R) telles que M = OS. On veut montrer que S et O
sont dans O(p, q). Pour cela, il suffit de montrer que S Dest.

Soit T'= *MM alors 52 = T.

Montrons d’abord que O(p, q) est stable par transposition -

M € O(p,q) = M) M= Lipg)
= "M oM™ = Iy
= "M~ € O0(p,q)
= ‘M € O(p,q).

On en déduit : T'= MM ¢ O(p, q).

On a done 52 € O(p,q). Pour conclure sur S, il va falloir prendre la « racine carré »
de T, donc via 'exponentielle, diviser par deux. A présent on sait que T € #}+(R)
donc comme ’exponentielle réalise un homéomorphisme de .%,(R) sur FH(R), il existe
U € Su(R) tel que T = ezp(U). Alors :

Nicolas Loyan 1



T € O(p,q) <= Tlp'T = Ippg)
= T = I(;,IQ)T"II@,Q)
< texp(U) = I(;‘lq)emp(U)_II(p,q)
= exp('U) = I ezp(—U)Ipg)
= exp('V) = exp(—IUlpg)
= U=U=-IyUlpy (exp: F(R) — & (R) bijective)
= Ulpg) + L) ‘=0

U it
= Slpe T g =0

2
o U
=+ =l td

U 4 U
< exp (?) = ezp (—I(p}q)afcp,q))
U " AN
<= texp (5) = I- exp (5) Ipa)-
U
Or, on a : ezxp (E) € I (R) et exp? (%) = exp(U) = T. On en déduit alors
ezp (%) = S et SlpgtS = Ipg), cest-a-dire : § € O(p,q) et donc O € O(p,q). La
décomposition polaire M = OS +— (O, S) induit une bijection bicontinue :
O(p,q) = (O(p,q) N O(R)) x (O(p,q) N F(R)).

e Etape 2 :Description de O(p, g) N O,(R)
Soit O € (O(p, g) N On(R)). On découpe O en blocs, il vient :

‘A~ ‘BB =1,
e ‘AC — *BD =0
O_(B D)eo(p*@*z* ‘CA— ‘DB =0

tCC - tDD = —I,

I, 0 _(tA *B\(L, 0\[(A C
0o -,) —\*!c tp)\0 -I,J\B D

=(tA tB)(A C)=(*AA—‘"‘BB tAc—ﬁBD)

car

*C D) \-B -D ‘CA—*DB *CC-*DD

D’autre part, on a :

*AA+*BB =1,
*tAC +*BD =0
{CA+'DB=0
*CC+ DD =1,

I, 0\ [*A *BY[(A C\ _(*AA+'BB G*AC+ BD
(o 5,)~\tc '0)\B D)~ \tca+ DB tcC+ *DD)
tAA =1,
‘BB=0
tCC =0
‘DD = I,
donc A € Op(R) et D € O4(R). De plus, comme < X,Y >= Tr(*XY) est un produit

0 € O0,(R) <

car

En combinant ces deux résultats, on a :
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scalaire sur .#,(RR) alors B =0 et C = 0. Ainsi -

O(p,q) N OA(R) = {(’g g) A€ O,R),D e oq(R)} = 0,(R) x Oy(R)

e Etape 3 : Description de O(p,¢) N Z*(R).
Comme ezp : %,(R) —s S (R) est un homéomorphisme, on a alors par les calculs
réalisé en premiére partie que :

ezp: L= {U € Mn(R),Ulipgy + Ipy U = 0} — O(p, q),
d’ou ’homéomorphisme :
Fa(R) N L = O(p, g) N #}H(R)

Soit P = (% g) € ZAR)NL, ot A€ F(R) et C ¢ #(R). En particulier P €

donc on a :
A —-B & A BY (24 0 ~0
B —-*B —C)~\0 —20)~

donc A=0,C=0et P = ( t?g Jg), ce qui fournit I’homéomorphisme .#, (R)NL = RPe,

d’ot finalement ’homéomorphisme voulu :

O(p, q) = O,(R) x O,(R) x RP?.

Questions :

ePourquoi a t-on unicité de la racine carré ?

cf la preuve de la décomposition polaire : surjectivité pour ’existence et injectivité pour
Iunicité.

eMontrer que I’exponentielle matricielle est continue.
T

+oco
La série > [ converge normalement sur la boule ouverte B (0, R) de M,(K), donc uni-

n=0 "**
formément : exp est continue sur B(0, R), puis sur | J B(0,R) = M, (K).
R>0

eMontrer que ‘ezp(U) = exp(tU), Pezp(U)P~ = exp(PUP™!) et exp(U)~! = exp(U~1).
La transposition est un endomorphisme continue, on a :

A= tim (A =i g A A)
A= B ) = i, g ) = e

De méme, I’endomorphisme défini par U — PUP~! est continu.
Enfin, les matrices A et —A commutent. Donc

ezp(A)ezp(-A) = ezp(A + (- A)) = ezp(0) = I,

eMontrer que < X,Y >=Tr(tX Y') définit un produit scalaire sur M,(R)?
La forme est linéaire par rapport a la deuxiéme variable car

<X Y4 >=Tr(*A(Y +AY") = Tr*XY)+ATr(*XY") =< X,Y > +A < X.YV' >
De plus, elle est symétrique car :

<Y X >=Tr(YX) =Tr("(*'Y X)) = Tr(*XY) =< XY >
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La forme est donc bilinéaire symétrique.

n n
tXY a pour coefficient 7™ ligne, i*™ colonne : Y  a;:bj;, celui de *AA est : > ak;

=1 j=1
n k1]

™ ™
Dot : < A4, A>=)Y a5 =3">a;>0
i=1 j=1 i=1j=1
La forme est bien positive.
n ™
< A, A >=0 donne ZZafj =0 puis V4,5 € {1,2,...,n}, a;;j =0et enfin A=0.
i=1 j=1
La forme est bien définie positive.

eMontrer que O,(R) est compact. Qu’en est il de O(p,q) 7

- L’application f : M +— *MM est continue comme composition d’applications continues
donc On(R) = f~*({n}) est fermé comme image réciproque d’un fermé par une applica-
tion continue. De plus, VA € O,(R), ¥(3,5) € {1,...,n}?% |a;;| < let donc VA € O.(R),
||A||co < 1 donc On(R) est borné. On(R) est fermé borné en dimension fini donc compact.
O(p, ) n’est pas compact car RP? n’est pas borné.

eQuel est le nombre de composante connexe a O(p, q)-
0,(R) et Og(R) ont deux composantes connexe et RP une seule donc O(p,g) a2x2x1 =4
composantes connexes.
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