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Référence : CVA - Page 107

ENONCE

Soit ¢ une forme quadratique, de forme polaire ¢ sur un espace euclidien E de dimension n, muni du
produit scalaire < .,. >.
Alors il existe une base orthonormée pour le produit scalaire, et orthogonale pour q.
C'est & dire, une base de E telle que < e;,e; >=4; ; et p(e;, ej)=0sii3#j.

Démonstration :

Montrons que q admet un maximum sur la sphére-unité

Soit § = {x € E, < z,z >= 1} la sphére-unité de E.
Si l'on fixe une base de E, on voit que la fonction z +~ ¢(x) est une fonction polynomiale (homogéne de
degré 2) en les coefficients de x. Elle est donc continue (pour la topologie naturelle).
La spheére-unité étant compact, g posséde un maximum sur §, noté A, atteint en un certain u € S.

Notons ga(z) = A. < z,z > —q(z)
Montrons que g, est une forme quadratique positive

Comme g, est une combinaison linéaire de formes quadratiques, c’est une forme quadratique.
Sa forme polaire associée est ) (z,y) = A < z,y > —p(z,y)
Elle est positive sur S par construction.
Soit z € E non nul. On peut écrire z = V<ZzT,T>.z) avecx; € 8.
On en déduit que :

@) =a(V<zz>n)=A<z,2>.<z1,71>—<z,T> g(z1) =< z,z> .qx(z1) 20

Elle est donc bien positive sur E.

Calculons sa différentielle en g € E

Comme ¢ est une forme quadratique, c’est une fonction polynomiale, et est donc C!.
Calculons la différentielle de g en a € E. Soit h cE.
q(a+h) = q(a) +2.¢0(h, a) + g(h)

On remarque que 2.;5(h, a) est linéaire en h.
On peut écrire que h = ||A||.h; avec [|h||| = /< R, A > et h; € 5. On obtient alors que :



q(h1)
[[A]

car g est majorée sur S. La différentielle de g en a est donnée par :

lim g(h) lim ||R||%.
—0

=N = lim [|A]|.q(h1) =0

Da(q)(h) = 2.0(h, a)

De méme, la différentielle du produit scalaire est :

D.(<.,.>)(R)=2.<ha>

On en déduit donc que :

Da(gp)(R) =2X. < h,a > —2.¢(h,a)
=2.q(u). < hya> —2.9(h,a)

Montrons que (Ru)* C (Ru)ts

Comme ¢ est positive sur E et que gx(u) = 0 par construction, on obtient que gy atteint son minimum
en u. La différentielle de g, est s’annule donc en u, et donc :

2.p(h,a) =2.q(u). < h,a >

On en déduit donc que si h € (Ru)*, alors < h,a >= 0 et donc @(h, a) = 0, et donc h € (Ru)~Le.
D’oti l'inclusion anoncée.

Montrons enfin le résultat énoncé, par récurrence

Montrons par récurrence sur la dimension de E, notée m, qu'il existe une base orthonormée pour < .,. >

et orthogonale pour g.

C’est clair pour n = 1.

Supposons le résultat vrai pour n — 1.

Soit e, = u tel que construit précédemment, et H 'hyperplan (Ru)*.

Par hypothése de récurrence, il existe une base (ei, ..., en—1) de H qui soit orthonormée pour < .,. > |z et
orthogonale pour q|x-

On remarque de plus que par construction, |[u|| = 1.

On obtient donc que la base (e, ..., en) est orthonormée pour < .,. > et orthogonale pour g.

Ce qui est le résultat souhaité.



