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Inégalité de Hardy

I héoréme .
Soitp €J1,+oc[. Pour toyt fe LP(Ry,R), on pose

R 5 R
Tf 5 _]; *
% 5 x/ﬂ f(t)dr
ALoTST €LPR,) et 1Ty, < ;f%wuu

D ETnonstration, :
1D &éja, par I'inégalité de Hélder, 15 quantité T (z) est bien définje. En effet, pour tout z Rz,
on &
1. =l |
T < 28l = o4 < voo o sto=l

goit f€ CC(IR;). On la prolonge naturellement de maniére continye 3 Ry en Iy attribuant
1a valeur 0 ep

1>’apPTres le théorame fondaments] de Panalyse, Ty e (! (R7) et pour tout z ¢ Ri, ona

" 1.

THa) = ~(/(@) - Ty (a).
soit ,

Ty(2) = f(z) - 2T)(2) (1)
Pour tout 0 < ¢ < R en multipliant (1) par Tf’_l(;r) puis en intégrant

R R R
/ T2 (2)dz — / T2 () f(z)dz / T (2)eT (2)de

t comme les fonctiong EJI-T}’ et idg- sont éléments de ¢ I(Rj‘r), par intégration par parties, op
e

s n-[- s
obtie

R
/ERTJ?(:r)dx =/EHT}"1(3:)f(:c)d3:- EETF(:J)L +$/£RT}’(:r)dx.

btient finalement -
Omn ©

_ R R ;‘T‘D z RTP
p—p_i | TH(x)de = TP 2) f(z)dw + 5;’}_) - ——fp—@ (2)



o (¢ 1), donc par intégration des relations de comparaison de fonctions
Or, on 2 IfOl = S0

positives, i
S (E)dt
I

et donc Tf(x) e D

xt Ioldre & wvers 0 dans (2), pour tout R >0, on a:
- t e
Donc en laissan

T T B i RT}(R)
P = \/on(de:./o T} (.r)f(a:)dx—fT.

< [~ g ([ 12t) = o

z—0+

nne alors:
Ty aoe

1 (R _ R
p—p— /0 TP (z)dz < / T2 () (z)dz.

0

La positivité de

) szlder , appliquée aux fonctions T}’ ~! et f, pour les réels conjugués 1{—1 et
donmne a0
P, nous

R §

P /ORT;(z)dx < ('/QRTf(m)dm)i:—l (/DR fP(r)d:c)%

ipive et continue, & support compact, elle est intégrable. Ainsi, on obtient
P est PO°
Comime f

(AR Tj?(z)dx)% < P ( :m fp(r)d:v)% < +o0.

S

sitive: la majoration précédente indique que son intégrale sur R.. est finie,
Comme T){) :1:5: cplze Ty est un élément de LP(R.).
autrement &

] i 'LlI' .

Ce (Rj,) n’est plus supposée positive.
Dorénavant, g e*

i On a :
Pour tout € =+’

T@) <7 [ 1)l = Tig(o)

. un ¢lérnent positif de C.(R%), il est loisible de lui appliquer I'inégalité
Comine E\En |f) e = il fllee-
\Tisllee =

a fonction u — vP, de l'intégrale et de la fonction u — us indiquent alors
qémen‘t de L?(R4) et qu'on a: '

P
T 1 < — LP.
ITlhs < ~E5 11



Nous allons a présent prolonger I'opérateur 7.

Munissons les espaces vectoriels C.(R%) et L?(R;) de la norme || - ||.r. Nous venons de
montrer que l'application, manifestement linéaire,

r {0 = 1
' f = Tf

est continue et vérifie 'inégalité

— 1

Comine l'opérateur T' est linéaire continue, il est uniformément continue. De plus,
(LP(R+), ] - [l») est un espace de Banach dans lequel C.(R?) est dense.
Donc par le théoréme de prolongement des applications uniformément continues
sur un espace complet, il existe une unique application linéaire T € .%Z,(L?(R.)) qui
prolonge T et vérifie :

|

Prolongeons & présent 'inégalité de Hardy.

p
1Tl zcozs)nry < —

p
w(Lp) = HT||"Z’C(C=(3;)TLP) < FI (3)

Soit f € LP(R4). On dispose d’une suite (fn)nen d’éléments de C.(R%) telle que :
fa 225 .
Soit x € R%. D’aprés l'inégalité de Holder, on a pour tout n € N :
T3, (0) - Ty(@)| < / [Fult) = J(0)1at
TN — Fllor

et donc [Ty, (w) — Ty(z)| —— 0. Autrement dit, la suite (T, ).en converge simplement sur
n—r+o00

R?% vers la fonction Ty.

PR . iy T
Or, fn :_5 , f donc par continuité de T, on a :
T iy B
fo = S hn n—+oco £

Done, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (Ty, Jnen converge A-presque
partout vers Tf Par unicité de la limite, pour presque tout r € R, on a

Ty(x) = Ty(z),



ce qui implique en particulier que Ty est un élément de LP(R, ), puisque Tf I'est.
De plus, d’aprés (3), on a

Il = 1Tlle < 1o

Optimalité de I’inégalité :
_ P
Montrons que ||T||zwe) = p—1

—1
Soit R > 0. Pour tout n € R%, on pose

foit = Log()t"®

La positivité de Ty, donne :

R
ITs I 2 /D T? (z)dz

f1 1 i
g™ Pdrcarx < R

_/n @ (n-1+1)p
P

~{_ ¥ P

(=2 ) inle-

On en déduit donc que pour tout n € R%, on a :

p
—— <
p—1+np

Tllzar = p%l-

Comme le réel n est quelconque, on a bel et bien : ||T||gws) =

P
-1’
I'optimalité de l'inégalité de Hardy.

ce qui démontre



Séries de Fourier des applications continues

On notera Cy, I'espace des fonctions continues 27-périodiques de R dans C et Sn(f) : t—
Eﬁ;_y en(fle™ la série de Fourier d'ordre N € N d’une fonction [ € Con, o cu(f) =
37 /7 f(x)e”"™*dz. On rappelle que Co, muni de la norme infini est un espace de Banach.
Nous allons démontrer les résultats suivant.

Théoréme 1.

1. Pour tout xg € R, il eziste un G5 dense (i.e. une intersection dénombrable d’ouverts
denses) U de (Cox. ||.||s) tel que, pour tout f € U

sup |Sy (f)(wg)| = +oo
NeM

2. Il existe un G5 dense V' de (Car.||.||) tel que, pour tout f € V, Uensemble
{z €R| sup|Sn(f)(z)| = +oo}
NEeN

soit un G5 dense de (R, |.|).

On rappelle que la série de Fourier Sy (f) peut s’exprimer sous la forme du produit de convo-
lution Sy(f) =Dy *f 1z ffﬂ Dy (t)f(z —t)dl, od Dy est le noyaux de Dirichlet définie par
Dy (@) = 35 Yy €.

On peut dés maintenant observer que Sy (f)(zo) = Dy*f(z0) = Dn*Tx, (£)(0) = Sn (e, (£))(0),
ou Ty, : f = f(-+ xp) est un homéomorphisme de Cy, transformant les ensembles G5 denses

en G5 denses. Il suffit donc de démontrer le 1) pour zp = 0. Un calcul simple donne également,
pour tout z différent de 0 modulo 2, 'expression utile

1 sin %ﬂa:
Dy(z) = gﬁ
Introduisons la forme linéaire continue
In @ Cop — C
f= Sx(H(0)
En tirant parti du fait que Iy (f) = Dy * £(0), nous allons montrer que Nglilm lin]l = +co. La

contraposée du théoréme de Banach-Steinhaus permettra ensuite de conclure qu'il existe un Gy
dense U de Cs, tel que supyex [Sn(f)(0)| = +oo pour tout f dans U.

Commengons par calculer la norme de Iy. Pour tout f € Cay, on a |Ix(f)| = |Dn * £(0)] <

I/l 1P~ 1, done [ilv || < IDy |-
Pour démontrer I'inégalité inverse, posons f. = ID_?JI%P?’ avece >0.0n a

(e [T _Da@? "D -en (T i—edte [ iDn e
i = [ e 2 [ Beareett= [ 10w () - st - [, 1px a2

On a ainsi [Ix(/f:)| > [|Dy|l, = 27e, d'oit ||lx|| = [|[Dn]|, car ¢ est arbitraire et Il fll < 1.
Il vient donc que [|{y]| = |Dy||,. Or on a

T
x| Dwll, = [0

sin (2N2+1 t)

Sin(%)

dt:/"("\"*%) sin(x) d
0 sin( z

1

>

+

—_

~—

=
+

b=



ot I'on a effectué le changement de variable z = (N + 1)t. Comme |sin (ﬁ’z-l-_l) N+ <=

sur R, on peut conclure par divergence de l'intégrale fDR %I—) dz en +oo que ||Dy||, = +o0
lorsque N tend vers 'infini. On a ainsi montré que Nlim llix]| = 4+o0. La proposition suivante
—+oo

permet alors de conclure le premier point du théoréme, en remplagant E par Cay, F par C et A
par la famille de formes linéaires {Ix, N € N}.

Proposition 1. Soit E un espace de Banach, F un espace vectoriel normé et A C L(E,F) tel
que sup;se 4 [|f|| = +o0. Alors il eziste un Gs dense U de E tel que supse 4 || f(2)llg = +oc pour
tout z € U.

Démonstration. Soit n un entier positif, on pose
Un=Usea{z € E||f(@)| >n}={z € B| 3feA tq |f@@)l>n}

Les ensembles U, sont ouverts par continuité des éléments de A. Si U, n’était pas un ensemble
dense de E, alors le fermé F,, = {z € E|||f(z)| £ n Vf € A} contiendrait une boule ouverte
B(zo, 7). Ainsi, pour tout u € E\{0}, on aurait iﬁ + xg € Fy, donc %:h]”- < %(n + | f(za)D-
Cette derniére inégalité est absurde car elle contredit le caractére non borné de | f||, les Uy sont
donc des ouverts denses. Comme E est complet, le théoréme de Baire affirme que U = NyenlUn
est dense, ce qui termine la preuve. a

Passons 4 la preuve du second point. Soit (zx)ren une suite dense de R. Par le premier point
du théoréme, il existe pour tout k € N un G dense Uy de Ca, tel que supy |Sn(f)(zx)| = +o0
pour tout f € Ug. L’ensemble V' = Mgenly est donc également un G dense comme intersection
dénombrable de G5 denses dans un espace complet.

Soit f € V, il vient alors que ’ensemble ouvert W, = Uyen{z € R t.a. [Sn(f)(z)| > p} est
dense dans R car il contient la suite (zx). On applique & nouveau le théoréme de Baire pour voir
que ensemble

MNpenWp = {z € R] @p |Sx (f)(z)] = +o0}

est un G dense de 1'espace complet (R, |.|).



