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Densité des polynémes orthogonaux

Lecons : 201, 202, 207, 209, 213, 234, 239, 245, 250
Référence :Beck - Objectif agrégation page 110-140

Définition 1 e Pour I un intervalle de R, on appelle fonction de poids une fonction
p: I — R mesurable, strictement positive, et telle que Vn € N, f |z]"p(z) dz < oco.
I

e On note L*(1,p) l'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de den-
sité p par rapport a la mesure de Lebesgue.

Il est muni du produit scalaire (f,g), = ff g(x)p(z)dz. Cest un espace de Hilbert
qui contient les polyndmes.

o [l existe une unique famille (Py)nen de polynémes unitaires orthogonauz deuz d deuz,
et vérifiant degF, = n. On lappelle « famille des polynémes orthogonauz associé d p ».
On Uobtient en appliquant le procédé de Gram-Schimdt d la famille (X™)nen.

Théoréme 1 Soient I un intervalle de R et p une fonction de poids.
On suppose : 3a > 0, fe“'”'p(sc) dz < oco.
I

Alors les polynémes orthogonaux associés d p forment une base hilbertienne de L2(I, p).

Preuve :

Etape 1 : (Pr)nen est une famille orthonormée. 11 suffit de montrer qu'elle est totale
i.e Vect((Pn)nen) est dense dans L([, p), c’est-a-dire que Vect((P,)nen)* = {0}.

Par construction, on a : Vect((P,)nen) = Vect((X™)nen).

On pose, pour tout n € N, g, :  — z™

On va donc montrer que Vf € L*(1, p), [Vn € N, (f,g.), = 0] = [f = 0].

Dans la suite, on fixe f € L*(1, p) et vérifiant Vn € N, (f, g,), = 0.

Etape 2 : On pose ¢ = fpl;. Montrons que ¢ € L'(R)

On rappelle que : Vt e R*, ¢ < 1+Tt"’ Ainsi pour tout z € I, |¢(z)| < +|f2(IJ|2p('r:)

Mais p est intégrable sur I car c’est une fonction de poids et p|f|* aussi car f € L(I, p).
En conséquence, ¢ € L'(R).

Etape 3 : Comme ¢ € L'(R) on peut considérer sa transformée de Fourier @ définie
par :

Vw € R, 3(w) = /I Flz)e % p(z) dz
Montrons que @ se prolonge en une fonction holomorphe F sur la bande B, = {z eC; |Im(2)| < %}

Soit z € B,. On pose g(z,z) := e~ f(x)p(z).
On a alors :

Jlaza)lde = [ f@)p(a) do
< [eFlf@)o(e) d

< (o)} (Jupaor)! <o (e

Nicolas Loyan 1




B B, — C

est donc bien définie.
z — / g(z,z)dz

La fonction

On va utiliser le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale :

-Vz € B, x — g(z,z) est mesurable.

-Pour presque tout z € I, z — g(z,z) est holomorphe sur B,.

Vz € By, |g9(z,1)| < e%|f(;r)|p(a:) est une fonction de z, indépendante de z et est inté-
grable sur R.

Donc F est holomorphe sur B, et coincide sur R avec @.

Etape 4 :0n calcul les dérivés de F en 0
Le théoréme précédent nous permet également de calculer les dérivées de F':

Vi €N, Vz € By, F™(z) = (=i)" f; 2™ (1) p(z) dz
Ainsi, on obtient, pour tout n € N :

FO0) = (—i)* [ 2" f(z)p(z) dz = (~i)"(f,gn)y = 0

Par unicité du développement en série entiére d’une fonction holomorphe, il existe un
voisinage de 0 sur lequel F = 0. Par le théoréme de prolongement analytique, on en
déduit que F = 0 sur B,.

Ainsi, ¢ = Flg = 0.

Comme ¢ est intégrable, on peut invoquer 'injectivité de la transformée de Fourier pour
obtenir la nullité presque partout de ¢ sur R.

Par stricte positivité de p, on en déduit que f est nulle presque partout sur /, autrement
dit f = 0 dans L*(Z, p).

O

Questions :
ePourquoi montrer que Vect((P,)nen)™ = {0} revient & montrer que Vect((FPr)nen)
est dense dans L*(I, p).

Théoréme 2 S5i F est un sous-espace vectoriel fermé de H alors pp: H — F' est une
application linéaire continue, et pr(z) est l'unique point y € F tel que :
yEFetz—y€F*

Théoréme 3 Si H est un espace de Hilbert, alors pour tout sous-espace vectoriel fermé
on a ;

H=FeF!

Preuve :
On a z = pr(z) + (z — pr(z)) avec z — pp(x) € F*, par le théoréme 2. D’autre part, si
z € FNFL, on a en particulier < z,z >= 0 donc z = 0.

O
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eDémontrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E, < .,. >) une espace préhilbertien réel ou compleze. Alors, pour tous vecteurs T
ety de E,

| <zy>| < |z |yl

De plus, les deux membres sont égauz si et seulement si x et y sont liés.

Preuve :

On suppose y # 0 (sinon c’est évident). On suppose que le nombre < x,y > est réel quitte
a multiplié x ou y par un nombre complexe convenable de module 1 (par exemple I:;:Zii )
Posons, pour tout t € R, P(t) = ||z + ty|]* = [|z]|* + 2t < z,y > +?||y]|%.

Comme y est non nul et le produit scalaire défini, ||y||* est non nul également. Par
construction, cette fonction polynomiale du second degré est positive ou nulle pour tout
réel t. On en déduit que son discriminant est négatif ou nul :

d<zy > —Allz]|* [lyll* <0

d’ou l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Siz et y sont liés alors £ = Ay pour un certain scalaire A et I'on en déduit immédiatement :

| <y > =yl =l Iyl

Réciproquement, si | < z,y > | = ||z|| ||y, alors le discriminant ci-dessus est nul donc P
admet une racine double ¢, et pour ce t on a ||z +ty||* = P(¢) = 0 donc z = —ty, si bien
que z et y sont liés.

O

ePourquoi a-t-on unicité du développement en série entiére d’une fonction ho-

lomorphe 7
+0o

Une fonction holomorphe f est analytique c’est & dire que f(z) = Z an(z —a)™ donc f

n=0
est indéfiniment dérivable et la dérivée n-idme en un point a € U ot U est un ouvert de C

est f("(a) = nla,. Le développement de f en série entidre au voisinage de chaque point
a de U est donc unique.

eDémontrer le théoréme de prolongement analytique.

Théoréme 5 Soit F' une fonction holomorphe dans un domaine A. Si F est nulle en
tout point d’'un disque ouvert inclus dans A, F est nulle sur A.

Preuve :

On définit sur A une fonction ¢ de la maniére suivante :

-p(2) = 0si F®(z) =0 pour tout k € N

-o(z) = 1 sinon

Si ¢(z) = 0 alors ¢ est nulle dans tout un voisinage de z (F est analytique). Si p(z) = 1
il existe k tel que F*)(z) 5 0 et la continuité de F*) entraine que ¢(z) = 1 dans tout un
voisinage de z. Autrement dit, ¢ est localement constante.

Il en résulte que  est continue,et dérivable avec ' = 0. Fixons z5 € A. Pour tout z € A,
soit v, un chemin qui relie zg & 2 dans A. On a :

¢(2) — ¢(20) = fc;’('u) du=0

Donc ¢ est constante sur A. En prenant z, dans un disque ouvert ot F' est identiquement
nulle, on voit que ¢(z) = 0 partout. Ce qui revient & dire que F est identiquement nulle.
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eMontrer l’'injectivité de la transformée de Fourier.

| Proposition 1 La transformation de Fourier est injective.

Preuve :

Soit f EALl(R). On suppose que la transformée de Fourier f = 0. Montrons que f = 0.
Comme f = 0 € L}(R) on peut utiliser la formule d’inversion de la transformée de Fourier.
On obtient pour presque tout z € R :

Or f(x) = 0 donc f(z) = 0 pour presque tout x € R. D’ou I'injectivité.

Nicolas Loyan 4



Projection sur un convexe fermé
Lecons : 205, 208, 213, 219, 253

Référence : Francinou-Gianella analyse 3 page 152

Théoréme 1 Soient H un espace de Hilbert et x € H. Si C est est un conveze fermé
non vide de H alors :

o 3 y = pc(z) € C vérifiant ||z — y|| = d(z,C) = inf ||z — 2||
zeC

® pc(x) est caractérisé parVz € C, Re(< z—y,z —y >) < 0.
o L’application x — pc(z) est 1-lipschitzienne.

Preuve :

Etape 1 : Existence.

On note d = d(x,C). Par définition de d et caractérisation séquentielle de la borne infé-
rieure, il existe (yn)nen une suite de C' telle que ||z — y,||* < d* + L.

On va montrer que (Y, )nen est de Cauchy.

Soient p, ¢ € N. On applique I'identité du parallélogramme a (z — y,) et (z —y,) on
obtient :

||(""3 —3p) i — yq)||2+ [z —yp) — (z — yr;r)||2 =2||lz — yp“2 +2||z - yq”2
On a donc

||yp - fy’qu2 = 2||x — y:n”2 + 2|z — yq||2 — || 2~ — yq||2
2

Yp T U
= 2lfo = gl P+ 2lfz = gyl — 4o - Lo
. 2 e 2 2 . YUpt Uy b
< 2|z — wl|” + 2|z — y||* — 4d LarTECqm est convexe
2 2
S=+4=
P g

Ainsi (Yn)nen est de Cauchy. Comme H est un espace de Hilbert, il est complet donc
Yn =+ y € H. Or C est fermé donc y € C.

1
Par définition ||z — y|| > d et on a : ||z — y,||> < d® + = donc par passage & la limite et
n

par continuité de la norme on a ||z — y|| < d. D’ou ||z — y|| = d(z, C).

Etape 2 : Unicité.
Par I’absurde on suppose qu'il existe y, 3/ € C distincts tels que ||z—y|| = d(z,C) = ||z—¥/||.
On applique I'identité du parallélogramme & (z —y) et (z —¢'), on a :

122 —y — /|1 + Iy = ¥'I* = 2l|lz — yII> + 2||lz — /|* = 4d®

Donc par les mémes arguments que précédemment on obtient :

7112

<0=|ly—y|=0

y+y
Iy =1 = 4~ 4o - L2

On a donc bien y = 3 d’olt 'unicité.
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Etape 3 : Caractérisation.
Soit © € C et t € [0,1], alors (1—t)y+tz € C (car C convexe), donc ||z—((1—t)y+tz)||* >
||z — y||* par définition de I'inf. Or :

|z — (1 =ty +t2)||P =<z - (L —-t)y+tz),z — ((1 - t)y+1tz) >
=|lz —yl* +?||lz — yll* — 2Re(< z — 9,2 — y >)
> ||z - yl|?

Donc Vt > 0, on a t||z —y||? —2Re(< z —y,z—y>) >0
Ainsipourt +0ona: —Re(<z—y,z—y>)>20=>Re(<z—y,z—y>) <0

Réciproquement, soit z € C':

lz—z|P=llz—y+y—z|P=|le—yl>+|ly— 2|]> - 2Re(< 2 —y, 2 —y >) > ||z — ||
e P .

Dot ||z — y|| = inf(||z — 2||) par unicité de la projection.

Etape 4 : L’application est 1-lipschitzienne.

Soient z, ' € H distincts, de projetés respectifs y et . On cherche & montrer que 'ap-
plication z +— y = pc(z) est 1-lipschitzienne c’est-a-dire que ||y — ¢/|| < ||z — 2'||.

On a:

ly =¥ =Re(lly— | =Re(<y—v,y—y >) =Re(<y—z+z-a' +2' -y >)
=Re(<y—2,y—y >)+Re(<t—z,y—y >) +Re(<z' -y, 9~y >)
\ <0 : ) <0
<Re(<z—zry—y >)
<|<e—2y—3>|
<|lz—=2'|| |ly—¥'|| Par Cauchy-Schwarz

Donc comme ||y — ¢/|| # 0 on a le résultat.

Questions :

eDémontrer 'identité du parallélogramme.

Comme ||z + 9|2 =<z + v,z +y>=||z]*+ < z,y >+ <y, z > +|]y|?
Ft|lz—y|?=<z—-vy,2—y>=|z|*- <2,y > — <y,z > +||y||*. En additionnant on
obtient le résultat.

oUn petit mot sur la caractérisation séquentielle de I'inf?

Proposition 1 Soit G une partie non vide de R admettant une borne inférieure et
m un minorant de G alors la caractérisation séquentielle de la borne inférieure est la
sutvante :

m = inf(G) < yn)nen € GV, Jim oy =m

Preuve :
On suppose déja que m est un minorant, cela revient donc a démontrer que :

Ve>0, 3z€G, 2—m <& & ya)nen € G, lim yn=m
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Supposons que V= >0, 3r € G, t—m <e. Soit ne N :

1
dz, € G, In—ﬂ?.‘(En:n—_H:
m étant un minorant, la suite (x,) vérifie alors :
Vn e N, | | < !
n e m| < ——
" n+1

Comme [im
n=+x n+1

Supposons (Y, Jnen € GV, nng Yo =m
Par définition :

= 0, par le théoréme des gendarmes, lim z, =m.
n—+ou

V>0, 3N€N, |y, —m|<¢

Ce qui implique, comme m est un minorant et (1,) est une suite de G :

Ve>0,dze€eG, z—m<e

eDémontrer I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréeme 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E, < .,. >) une espace préhilbertien réel ou compleze. Alors, pour tous vecteurs z
ety de E,

| <2y > <]l ||yl

De plus, les deux membres sont égauz si et seulement si v et y sont liés.

Preuve :

On suppose y # 0 (sinon c’est évident). On suppose que le nombre < z,y > est réel quitte
a multiplié x ou y par un nombre complexe convenable de module 1 (par exernple %)
Posons, pour tout t € R, P(t) = ||z + ty||* = ||z||* + 2t < z,y > +¢*||y||%.

Comme y est non nul et le produit scalaire défini, ||y||?> est non nul également. Par
construction, cette fonction polynomiale du second degré est positive ou nulle pour tout
réel t. On en déduit que son discriminant est négatif ou nul :

d<z,y>"—4z|]? ||y]* <0

d’ou I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Si x et y sont liés alors z = Ay pour un certain scalaire A et I'on en déduit immédiatement :

| <,y > | = Al |lyll* = ll=]] [yl

Réciproquement, si | < z,y > | = ||z]| ||y]|, alors le discriminant ci-dessus est nul donc P
admet une racine double t, et pour ce t on a ||z + ty||> = P(t) = 0 donc x = —ty, si bien
que z et y sont liés.

a
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