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Un isomorphisme entre les groupes de Lie PSLy(C) et SO3(C)
(NH2G2, tome 2)

On commence par le lemme suivant :

Lemme 1 (voir exercice B.3 dans NH2G2, tome 1). Le sous-groupe S0,(C) est la composante
conneze du neutre dans O,(C)

Démonstration. Nous allons en fait montrer, & I’aide de la décomposition polaire, que O0,(C)
On(R) x R*"=1/2_ Soit M € 0,(C) et M = UH sa décomposition polaire, avec U unitaire et
H hermitienne définie positive. Il vient

I, = MM = H'UUH = HU-\UH

Donc UH-! = UH. Par unicité de la décomposition polaire, on a U = U et H-1 = H. Ainsi
U € On(R) et en écrivant H = exp(B), avec B hermitienne (I'exponentielle réalise un homéo-
morphisme de H, vers H}1), il vient

ezp(B) = exp(B) = ezp(B) ' = ezp(—B)

donc B = —B. Ainsi on vérifie que H s'écrit de maniére unique sous la forme exp(iA4), ou A est
une matrice antisymétrique réelle.

Récirpoquement, il reste & vérifier que toute matrice de la forme Uezp(iA), (U, A) € O,(R) x
An(R) est bien dans O,(C) :

"(Uezp(i4)) =* ezp(iA)'U = ezp(it A)U ™" = exp(—iA)U~! = (Uezp(id))~*

Comme An(R) est homéomorphe & R™"~1)/2_ 1¢ resultat On(C) = O, (R) x R™*1)/2 egt une
conséquence de ’homéomorphisme de la décomposition polaire. Cela prouve que la composante
connexe du neutre de O, (C) est homéomorphe & SO,,(R) x R*"~1/2 car R*"—1)/2 agt connexe
et la composante connexe du neutre dans O, (R) est le sous-groupe SO, (R).

Remarquons enfin que det(M) = det(U)det(H) = det(U), car légalité H-I = H implique que
|det(H)| = 1, donc det(H) = 1 (H est hermitienne définie positive donc de déterminant réel
positif).

Ainsi, SO, (R) x RMn=1)/2 2¢ 0, (C), ce qui termine la preuve du lemme.

Passons maintenant & la preuve du théoréme.
Le groupe de Lie SLy(C) agit par conjuguaison sur son espace tangent en I'identité sly(C) =
{H € Ma(C) : Tr(H)=0}, définissant ainsi le morphisme suivant :

¢ : SLy(C) — GL(shh(C))
P = Xw PXP!

Le déterminant étant invariant par 'action de conjuguaison, on a det(¢(P)(X )) = det(X) pour
tout (X, P) € sl5(C) x SLy(C).
L’ensemble sl3(C) est un espace vectoriel de dimension 3. En effet une matrice complexe de trace

nulle s’écrit sous la forme X = (2 _ba), avec a,b,c € C. On peut donc identifier sl,(C) a C3

via P'isomorphisme (qui est aussi un difféomorphisme) f : slp(C) — C3, X  (a, b, c).
On remarque ensuite que det(X) = —bc — a® = (85¢)% — (%£2)% — @2, donc le déterminant est



identifié via f & une forme quadratique sur C? (la forme quadratique g = det o f~1) de rang 3.
On peut ainsi identifier 'image de ¢ 4 un sous ensemble de O(g) (cela grace i 'isomorphisme
GL(sl(C)) = GL(C®
g = fogofT
complexes de méme rang sont congruentes (plus précisément, en notant A la matrice symétrique
associée & g, on a rg(A) = 3 donc il existe g € GL3(C) tel que A = g'g. Il s’ensuit donc
O(g) = Stab(A) = Stab(g*g) = gStab(I3)g* = gO3(C)g~?).
On écrit donc ¢(SLa(C)) € O3(C). De plus, comme ¢ est continue et SLy(C) est connexe,
l'image de ¢ est connexe. Comme I3 € ¢(SL3z(C)), il vient finalement gréce au lemme que
$(SL2(C)) € O3(C)o = SO3(C).

1 ), lui méme identifiable & O3(C) car deux formes quadratiques

— Montrons qu’on a en fait ¢(SLy(C)) = SO3(C). _
On remarque tout d’abord que ¢ est la restriction de 'application ¢ GL;(C) : XGi(jiz)((?ll

définie sur 'ouvert GL2(C) et composée de fractions rationnelles, donc de classe C*. Ainsi

¢ est bien un morphisme de sous-variétés tel que dp(I) = do(I)|si,(c)-

Soit H € M>(C) de norme suffisamment petite, on a ¢(I+H) = X — (I+H)X(I+H)™.

Or (I+H)X(I+H)'=X+HX - XH +o(||H||), donc oI+ H) = ¢(I) +de(I).H +

of||H||) ot d¢p(I).H = X = HX — X H. On en déduit que

do(I) : sl(C) — s503(C) C M3(C)= End(slx(C))
H = X—HX-XH

Avec 503(C) = 03(C) = {M € M3(C)|M +* M = 0} est l’espace vectoriel de dimension 3
des matrices antisymétriques, ot 1’égalité des espaces tangents provient du fait que so3(C)
est un ouvert de 03(C) contenant I'identité.
L’application linéaire dgy(I) est injective car

ker(d$(I)) = {H € sb(C)|HX = XH VX € sh(C)}
= {H € Mz(C)[tr(H) = 0,H = Alz} = {0}

Ainsi d¢(I) est injective entre deux espaces vectoriels de méme dimension, done d¢(I) est
inversible.

Par un corolaire immédiat du théoréme d’inversion locale, ¢(SLo(C)) contient donc un
voisinage ouvert non-vide de I5. Par le principe de translation, ¢(SL2(C)) est un sous-
groupe non-vide ouvert, donc également fermé de SO3(C). Par connexité, on a bien
#(SL2(C)) = SO3(C).

— 1 reste & déterminer le noyau de ¢. Or P est dans le noyau si et seulement si XP = PX
pour tout X € sl3(C). Cela implique comme précédemment que X est une homotéthie
Aly, et comme det(X) =11 vient X =1, ou X = —1I>.

Ainsi PSLy(C) = SLy(C)/{I2, -} = S03(C)



Loi de réciprocité quadratique (NH2G2 Tome 1)

Soit p un nombre premier impaire, F, le corps a p éléments, et a € F,,.
On définit le symbole de legendre de a dans [F, comme suit :

. 1 si a est un carré dans [,
(—) =047 =< —1sian’est pas un carré dans 2,
Osia=0.

Nous allons tout d’abord noter le lemme suivant, trés facile & montrer :

Lemme : soit a € ]F;. On a:

| {z€F,,a? =1} | =1+(§).

Passons maintenant au théoréme.

Théoreme : Loi de réciprocité quadratique
Soit p et q deux nombres premiers impairs distincts. Alors :

B () -cow.

Démonstration :
Posons 1’ensemble suivant :

i
A= {(221,...,$p) G]FEv Zﬂ:‘f‘ =1}
=1

Nous allons calculer le cardinal de cet ensemble de 2 maniéres différentes.
Faisons agir Z/pZ sur X :

ZIpZx X — b'g
(k1($l:'"1$}7)) = ($l+ka"->$p+k)

ou les indices sont vus modulo p : Zyy, = 7; VI
et écrivons :

|Z/pZ)|

ol la premiére somme est une somme de cardinaux d’orbites distinctes.
Remarquons ensuite que Stab, est un sous-groupe de Z/pZ, donc par Lagrange, puisque p

1



est premier, Stab, = {0} ou Stab, = Z/pZ.

Notre formule devient :

|Z/pZ| |Z/pZ|
Xi= 3 HEEs 3
Stab.={0} |{0}| Stabz=2Z/pZ IZ/le

=Zp+21

Stab,={0} Stabr=Z/pZ

Comptons maintenant le nombre d’éléments de X tel que Stab, = Z/pZ.

Un tel élément vérifie (z1,...,Zp) = (Z1+ky ) Tp+k) Yk € Z/pZ. 11 est alors aisé de vérifier
que tous les z; sont égaux et que donc notre élément s’écrit, par exemple, (z1, ...,
définition de 'ensemble X, pr? = 1. Le nombre d’élément de X vérifiant Stab, = Z/pZ est

donc le nombre de solutions de I'équation pz? = 1, c’est donc 1+(§) par le lemme.

Nous avons donc montré :

| X|=1+ (g) mod p

Passons & la deuxiéme facon de calculer | X|.
Pour simplifier les notations, écrivons d = Z5* et a = (—1)%
Posons & présent la matrice suivante :

/01 \

10

= O
e 0 )

A= ' € M,(F,).

0
1

1
0

\ a)

On remarque que det(A) = (—-l)P'Eia = 1 = det(l,). Puisque A et I, sont symétriques et
de méme déterminant (donc de méme discriminant), elles sont congruentes par l'invariance

totale du discriminant dans IF,.
Soit donc P € GL,(F,) tel que A= *PI,P = *PP.



Nous avons une bijection entre X = {u € F?, *uu = 1} et X' = {u € F%, *(Pu)Pu= 1}
(puisque u — Pu est une bijection). De plus,

X ={uel?, ‘udu=1}
= {(91121192,321 -y Yd, stt) € IF“; 3 2(y121 4+ ...+ ydzd) +G.t2 = 1}

Comptons le nombre d’éléments de X' :

Casl:y;=..=ys=0.
Dans ce cas, nous pouvons choisir les z; librement dans I, ce qui donne q? possibilités, puis
a
il faut choisir ¢ dans F, tel que at? =1: iy a 1+ (E) possibilités d’apres le lemme. Nous

a
avons donc en tout g%(1 + (E)) éléments.

Cas 2:3y; #0.
Nous choisissons librement les y; dans F, en excluant (0,...,0) : ¢% — 1 possibilités. Le
choix de ¢ dans F, donne g possibilités. Il reste & choisir les z; dans IF, vérifiant 1'équation
2(y121 + ... +y4zq) +at? = 1 : il y a ¢¢* possibilités, puisqu’aprés avoir choisi les d — 1 pre-
miers, le dernier est entiérement déterminé par I’équation. En tout, (¢%—1)gq?™! = (¢%-1)¢?
éléments.

En sommant les deux cas possibles, on obtient :
a
X1 = 1X'] = g1+ () + (@ - e’ (2)

Les équations (1) et (2) fournissent 1’égalité suivante :

P a
1+ (E) =q%(1+ (E)) +(g?—1)¢®  modp
. a
On remarque ensuite que g% = q‘pz_1 = (j%) et que (E) =g
En remplagant et en développant I’équation, on obtient :

()= ()() e

B@ -5 iy

g-1
2

et donc :

uisque (g) (2)_1
puisq p)\p) ="

Enfin, les deux membres de 1'égalité sont égaux a +1, donc par l'absurde, s'ils étaient
différents, on obtiendrait 2 = 0 mod p, ce qui est impossible puisque p est strictement
supérieur a 2.

L’égalité est donc vraie sur Z, ce qui conclut la preuve. o






