Suite de polygones
Lecons : 152, 181, 191, 226

Références :Gourdon algébre et Carnet de voyage en
Algébrie

Théoréeme 1 Soit (21,20,...,2,) € C*, n points du plan compleze donnés par leur
affize. Ils définissent, dans cet ordre, un polygone P donné par la liste de ses sommets.
On définit par récurrence une suite de polygones (Py.) avec Py = P et ou les sommets de

Py sont les milieur des arétes de Py. Alors (Py) converge vers [’isobarycentre de P.

Preuve :

On représente Py par le n-uplet Zx = (zk1, 2k2, - - - » Zkn)-

On veut montrer que Z; k—+> (9,9,--.,9) ot g est 'isobarycentre de P.
—+00

k1 T 2k Zkn T 2k1

5 R, 5
sous la forme Z;,.; = AZ; ou A est la matrice suivante :

La relation de récurrence s’écrit Z.; = ue ’'on peut réécrire
+ q P

s 3 0 ...q0
0 3 3 '
A=1E = =, ™, D
0..0 %} 2
Lo o..0 4

Par récurrence immédiate Z, = A*Z,.
Montrons que A* converge dans M, (C) muni d'une norme d’algebre ||| - |||.
Pour cela étudions les valeurs propres de A.

Qg @ ... Qp-2 Qp-1
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xa(A) = det(A-AL,) = § 0 Be, Be : avec aqp = 5-—/\, =5 et a;=0Vi>2
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ay s o5 On—1 ap

On reconnait un déterminant circulant.

n—1
Lemme 1 Soit C la matrice circulante qui nous intéresse, P(X) = Z arX* € C,1[X]
k=0

i n—1 '
et w = e’x une racine primitive de l'unité. Alors det(C) = 11 P(?).
=0

Preuve :

0 1 O .=« 0
On considere J = | : o | = Giey)igiien € Mi(C).

0 .0 .o 0 1

1 0 sos cuu B

ou pour tout j € {1,...,n—1} o(j) = j+1et o(n) = 1. J est donc une matrice de permu-
tation et un calcul direct nous donne P(J) = C. De plus, on remarque qu’en développant

Nicolas Loyan 1



le déterminant det(X I, — J) par rapport & la premiére colonne, x; = X™— 1 qui est scindé
A racines simples sur C. On en déduit que J se diagonalise en Q = diag(w?,0 < j < n—1).

n—1 n—1
On a alors que P(J) se diagonalise en Y a;Q" et donc det(C) = det(P(J)) = [[ P(w?).
k=0 j=0

O

n-1 ] n—1 1 1 z n—1 . ]_ +w-7
On a alors x4(A) = [[ P(e’) = ]] (5 o= i §w“1) = [1 (=N oy = ——.
=0 720 j=0

Comme y; = y; < i = j le polyndme x4 est scindé & racines simples donc A est diagona-
lisable ie 3P € GL,(C) tel que A= PDP~" avec D = diag(y;).

1 J j
Or pour j # 0, on a |y;| = -;w = \cos (%)

On a donc A* v Pdiag(1,0,...,0)P~! qui converge bien dans M, (C). En notant B
;=00

< 1.

la limite de A* et X = BZy on a donc Z k—+> X et par continuité du passage a la
—+00

limite on a X = AX. Or 'espace propre correspondant & la valeur propre 1 contient
le vecteur (1,1,...,1) et comme il est de dimension 1 il le génere complétement donc
X = (a,a,...,a) c’est & dire que (P;) converge vers le point d’affixe a.

Enfin on remarque que si g est 'isobarycentre de F, il est aussi celui de Py car on a

n 1 n i
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L’application qui a un vecteur associe son isobarycentre étant continue (car linéaire) donne
que g est encore l'isobarycentre de X, d’'oti a = g.
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