Théoreme d’Abel angulaire et tauberien
faible
Lecons : 207, 230, 235, 241, 243

Référence : Gourdon analyse

Théoréme 1 (Abel angulaire)
“+oo
Soit Z a,z" est une série entiere de rayon de convergence supérieure ou égale a 1 telle
n=0
“+oo
que Z an converge. Soit Oy € [0, 5].
n=0
On pose : A,go {z eC||z|<1et3Ip>0, E|9 € [—00, 0] tel que z =1 — pe®}
On note f Z an,z". Alors lzm f(z Z A,
ZGAGO
Preuve :

e Etape 1 : Etude de |f(2)

+oo
~ 3 a,).
n=0

+oo N
Soient S = Zan, Sy = Zan et Ry =5 — Sy, pour N € N.

n=0
Soit z € C*, avec |z| <1et N € N7,
N
Z apz" — Sy = Z(Rn,l — R, (" —1)+ag— ag
n=0 n=1
N—1 N
n=0 n=1
N-1
= Ry(2" — 2™ — Ry (2N — 1)
n=0
N-1
=(2—1) > R.2"— Ry(zV —1)
n=0

Donc par passage a la limite, N — +00 on obtient :

fz)=S=(z- 1)2]%”2”

Soit € > 0 et N € N tel que Vn > N, |R,| < e. Alors pour |z| <1 on a:

N +o00
£ =S| < e =1 Y R[4z =1 Y |2
n=0 n=N+1
ad |z — 1]
<lz—-1 R,| +
Skl Il e

e Etape 2 : Majoration des deux termes.

Soit z =1 — pe? € Ag, ot p > 0 et |p| < bp.

Alors |22 = (1 — pe®)(1 — pe™™) = 1 — 2pcos(p) + p*. Quand z — 1, p — 0 et pour

p < cos(fy) on a :
21

e p _ 2
1—|z]

— |22 = "2pcos(p) — p*  2cos(p) —p
2 2

= 2c0s(0y) — cos(By)  cos(fy)

=+ z])q
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N
Soit v > 0 tel que a Y _ |R,,| < € alors quand z € Ay, est tel que |z —1| < min{a, cos(by)},

n=0
on a :

|f(Z)—S| §€+ECOS(90)

Théoréme 2 (Tauberien faible)
+oo

Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence supérieure ou égale a 1. On note
n=0

f sa somme sur D(0,1). On suppose qu’il existe S € C, lmllf(ac) =S.

<1

St a,, = 0( ) alors Z a, converge et S = Z Q-

n=0 n=0

Preuve :
On cherche a montrer que pour tout € > 0, |Sy — S| < Ce pour une certaine constante C'

+ra-4£)-5|

Pour cela on va montrer que |Sy — S| < ’SN — f(

Pour N € N*, on pose Sy := Y _ a, et pour z €]0,1[ on a :
n=0

N

Sy = f(z) =) an(1—2") Z an®
n=0 n=N+1
EtpourneN* (1—2")=(1—-2)(1+z+22+...+2"1) < (1 —2)n.
Ainsi :
N

Sy = f(@)] < (1 —2) > nlag| + Z *lanlw

n=1 nN+1

1
< (1 — 2)MN + sup(na,)
n>N

N(1—x)

ou M est un majorant de la suite (n|a,|)neny qui tend vers 0. Soit 0 <e <1 on a:

sup(n|an|)

VN € N, ’SN—f(l—E)’ <em 4 22

N

Des lors, si Ny est tel que sup (nla,|) < 2 alors :
n>Ng

Sx — f(1— =)

VYN > N, ¥

< (M +1)e

Par hypothese on a : Nl_z)rfoo f(1— %) =S donc

IN, €N, YN > N, ‘f(l—;)—s‘gs

D’ou :
€

+‘f(1—)—5

VN > mazNo, N1, [Sy — S| < ‘SN —f(1- i) N

N
<(M+1)e+e
= (M +2)
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Questions :
¢ Exemples d’application du théoréme d’Abel angulaire :

lim arctan(z) = Jio (=D _« et  limlin(l+z2)= JFZO:O (Gl In(2)
z—1 - 2n _|_ 1 - 4 z—1 - n -

2€8¢, n=0 2€48¢, n=0

e La réciproque du théoréme d’Abel angulaire est elle vraie ?

= 1 1
Non, on a par exemple lim » (—1)"2" = lim—— = = alors que » (—1)" diverge.
é?<11 n=0 \Zz\?ll 1 + 2 2 n>0
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