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Théorème 1 (Abel angulaire)

Soit
+∞∑
n=0

anz
n est une série entière de rayon de convergence supérieure ou égale à 1 telle

que
+∞∑
n=0

an converge. Soit θ0 ∈ [0, π2 ].

On pose : ∆θ0 = {z ∈ C | |z| < 1 et ∃ρ > 0, ∃θ ∈ [−θ0, θ0] tel que z = 1− ρeiθ}

On note f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n. Alors lim

z→1
z∈∆θ0

f(z) =
+∞∑
n=0

an.

Preuve :

• Étape 1 : Étude de
∣∣∣∣∣f(z)−

+∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣.
Soient S =

+∞∑
n=0

an, SN =
N∑
n=0

an et RN = S − SN , pour N ∈ N.

Soit z ∈ C∗, avec |z| < 1 et N ∈ N∗,
N∑
n=0

anz
n − SN =

N∑
n=1

(Rn−1 −Rn)(zn − 1) + a0 − a0

=
N−1∑
n=0

Rn(zn+1 − 1)−
N∑
n=1

Rn(zn − 1)

=
N−1∑
n=0

Rn(zn+1 − zn)−RN(zN − 1)

= (z − 1)
N−1∑
n=0

Rnz
n −RN(zN − 1)

Donc par passage à la limite, N → +∞ on obtient :

f(z)− S = (z − 1)
+∞∑
n=0

Rnz
n

Soit ε > 0 et N ∈ N tel que ∀n > N , |Rn| < ε. Alors pour |z| < 1 on a :

|f(z)− S| ≤ |z − 1|
∣∣∣∣∣
N∑
n=0

Rnz
n

∣∣∣∣∣+ |z − 1|ε
+∞∑

n=N+1
|z|n

≤ |z − 1|
N∑
n=0
|Rn|+ ε

|z − 1|
1− |z|

• Étape 2 : Majoration des deux termes.
Soit z = 1− ρeiϕ ∈ ∆θ0 où ρ > 0 et |ϕ| ≤ θ0.
Alors |z|2 = (1 − ρeiϕ)(1 − ρe−iϕ) = 1 − 2ρcos(ϕ) + ρ2. Quand z → 1, ρ → 0 et pour
ρ ≤ cos(θ0) on a :

|z − 1|
1− |z| = (1 + |z|) |z − 1|

1− |z|2 ≤ 2 ρ

2ρcos(ϕ)− ρ2 = 2
2cos(ϕ)− ρ

≤ 2
2cos(θ0)− cos(θ0) = 2

cos(θ0)
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Soit α > 0 tel que α
N∑
n=0
|Rn| < ε alors quand z ∈ ∆θ0 est tel que |z−1| ≤ min{α, cos(θ0)},

on a :
|f(z)− S| ≤ ε+ ε

2
cos(θ0)

�

Théorème 2 (Tauberien faible)

Soit
+∞∑
n=0

anz
n une série entière de rayon de convergence supérieure ou égale à 1. On note

f sa somme sur D(0, 1). On suppose qu’il existe S ∈ C, lim
x→1
x<1

f(x) = S.

Si an = o( 1
n
) alors

+∞∑
n=0

an converge et S =
+∞∑
n=0

an.

Preuve :
On cherche à montrer que pour tout ε > 0, |SN −S| ≤ Cε pour une certaine constante C.
Pour cela on va montrer que |SN − S| ≤

∣∣∣SN − f(1− ε
N

)
∣∣∣+ ∣∣∣f(1− ε

N
)− S

∣∣∣.
Pour N ∈ N∗, on pose SN :=

N∑
n=0

an et pour x ∈]0, 1[ on a :

SN − f(x) =
N∑
n=0

an(1− xn)−
+∞∑

n=N+1
anx

n

Et pour n ∈ N∗, (1− xn) = (1− x)(1 + x+ x2 + . . .+ xn−1) ≤ (1− x)n.
Ainsi :

|SN − f(x)| ≤ (1− x)
N∑
n=1

n|an|+
+∞∑

n=N+1

n

N
|an|xn

≤ (1− x)MN + sup
n>N

(n|an|)
1

N(1− x)

où M est un majorant de la suite (n|an|)n∈N qui tend vers 0. Soit 0 < ε < 1 on a :

∀N ∈ N∗,
∣∣∣∣SN − f(1− ε

N
)
∣∣∣∣ ≤ εM + sup(n|an|)

ε

Dès lors, si N0 est tel que sup
n>N0

(n|an|) < ε2 alors :

∀N ≥ N0,

∣∣∣∣SN − f(1− ε

N
)
∣∣∣∣ ≤ (M + 1)ε

Par hypothèse on a : lim
N→+∞

f(1− ε
N

) = S donc

∃N1 ∈ N, ∀N ≥ N1,

∣∣∣∣f(1− ε

N
)− S

∣∣∣∣ ≤ ε

D’où :

∀N ≥ maxN0, N1, |SN − S| ≤
∣∣∣∣SN − f(1− ε

N
)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(1− ε

N
)− S

∣∣∣∣
≤ (M + 1)ε+ ε

= (M + 2)ε

�
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Questions :
• Exemples d’application du théorème d’Abel angulaire :

lim
z→1
z∈∆θ0

arctan(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1 = π

4 et lim
z→1
z∈∆θ0

ln(1 + z) =
+∞∑
n=0

(−1)n−1

n
= ln(2)

• La réciproque du théorème d’Abel angulaire est elle vraie ?

Non, on a par exemple lim
z→1
|z|<1

+∞∑
n=0

(−1)nzn = lim
z→1
|z|<1

1
1 + z

= 1
2 alors que

∑
n≥0

(−1)n diverge.
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