Agrégation externe de mathématiques

4.2 Corrigé de I’épreuve écrite d’Analyse et Probabilités

Exercices préliminaires

1. D’aprés le théoréme de WEIERSTRASS, il existe une suite (P,)nen de polynomes qui converge
uniformément vers g sur [0, 1]. Ensuite, plusieurs démonstrations sont possibles, en voila une :
d’aprés les hypothéses et par linéarité de 'intégrale,

1 1
J Fdt = J (6%(t) — g(t) Pu(t)) dt

0 0 1
lo = Pallc oy | lo(®]dt =0

N

1
Ainsi, J g*(t)dt = 0. Donc, comme t — g>(t) est continue et positive sur [0, 1], d’intégrale nulle,
on obtie?nt que g est 'application nulle.
2. Pour tout & € RY, [e=@€ f ()] < |f(z)], avee f e LYRYN), donc f est bien définie sur RY. De
plus
— Y¢ée RN,z — e < f(x) est mesurable sur RV
— Vre RN, £ e7®<f(2) est continue sur RV
— Ve e RN Vo e RN, |e7@<f(z)| < |f(x)|, avec f e LY(RN).
Ainsi, par le théoréme de continuité sous le signe intégral, f est continue sur RY. Enfin,

v RY, 7)< | 1f@)da,

R

ce qui prouve que f est bornée sur RY.

3. Soit £ > 0. La suite (up)nen converge simplement vers u done
Ve e D, Ing. €N, |uy,  (v) —u(x)| <e/2.
On traduit alors la continuité de ¢ — (up, . — u)(t) :
Iree >0,Vte D, ||z —t| <rze, [tn, . (t) —u(t)] <e.

La famille {B (x,rze) "D, z€ D} constitue un recouvrement du compact D, on peut donc en
extraire un sous-recouvrement fini : (B(%i, 7z;.¢) N D)ieq1,.. p.}- On pose Ne = MaXjeq1 p.} Na; e
qui est donc fini. Soit z € D et n > N,. Alors il existe i € {1,..,p:} tel que x € B(x;,ry, o) 0 D
et la suite (u,(x))nen étant décroissante, on en déduit

0 < un(z) —u(@) <un, (2) —u(r) < un,, (@) —ulr) <e
Ainsi, on a exhibé un entier N; tel que
Ve e D, Yn > Ng, |uy(z) —u(z)| <,

qui prouve bien la convergence uniforme de (uy)pen sur D.

Autour de la transformée de LAPLACE

1. Soit s € A(f), alors Vs’ > s, Vt > 0, e ¥t < e~ et donc |f(t)|e™*"t < |f(t)|e~*. Ainsi t —
f(t)e="t est intégrable sur [0, 40| et donc s’ € A(f). Enfin, si A(f) est non vide, on a par
ce qui précede que Y(s,s’) € A(f), [s,s'] € A(f), donc A(f) est un convexe de R et de plus
[s, +oo0[€ A(f), ce qui prouve que A(f) est un intervalle non borné a droite.
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2. Soit z € P,(y). Alors, comme Vt > 0 on a |e”*" f(t)| = e Re(@ £(1)| qui est intégrable sur R,
L(f) est bien définie sur P, ).

3. On vérifie les points suivants :
.

0
— Vte Ry, 2z +— e f(t) est holomorphe sur C et Yn € N, s (e f(t)) = (=1)"t"e "' f(t).
— Vz € Pyy), t— e * f(t) est intégrable sur Ry
— Soit K un compact de P, alors il existe v € R, tel que e 7|f(t)| est L*(R) et tel que

Vz e K, Re(z) > 7. Il sensuit que Vz € K, Vte R
e f ()] = e R f(1)] = e R0 £ ().
Or, dans ces conditions, ¢ — e~ (Be(2)=7 et bornée par 1. Ainsi Vz € K, Vt € R

e f(B)] < eV f ()

et le majorant est intégrable sur R..
On peut appliquer le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral et on obtient que L(f) est
holomorphe sur P,y et Vn € N, Vz € Pyy),

L(H)™(z) = L(—l)"t"e‘ztf(t) dt = L((=1)"¢"£(8))(2)

4. Soit b € R, . Par intégration par parties, pour z € Pg

b b b
J~fKUe_ﬁdt=[ka_”Lf+zJ F(t)e " dt
0 0

Mais comme 8 > o(f’), J f'(t)e”* dt admet une limite finie quand b tend vers 40, et I'intégrale
0

b
J f(t)e~*' dt admet aussi une limite quand b tend vers 400, donc ¢ + f(t)e~*" admet une limite

—zt

finie en 4+ et cette limite ne peut vérifier que thgloo f(t)e™™ = 0 puisque t — f(t)e " est

intégrable sur Ry. Ainsi Vz € Pg
L(f')(2) = 2L(f)(2) — £(0).

5. On distingue les cas suivants :
(a) — Siw =0, la fonction est nulle et donc o(f) = —0 et L(f) = 0.
— Siw # 0, t — sin(wt) est continue sur Ry et V& > 0, Vz € P, ]sin(wt) | =
| sin(wt)|e Re(2)t L e=Re(2)t et ce majorant est intégrable sur R, donc o < 0. De plus,
t — sin(wt) n’est pas 1ntegrable sur Ry, donc ¢ > 0. Il s’ensuit que 0 = 0 et Vz € P,
on a

+o0
L(sin(w))(z) — f sin(wt)e= dt

L e

— 5 (eiwt o e—iwt)e—zt dt
tJo
1 [et(iw—z) e—t(iw+z)]+oo

2t | iw—z w+ z

Or lorsque Re(z) > 0 on a

t(iw—z)l _ e—tRe(z) 0,

le
t—+00
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et

—t(iw+z —tRe(z)

— 0.

)| =
| € t—+00

e

Ainsi, Vz € Py, on

Lisin(wt)(z) - 1( R )

2 \iw — 2 w+ z
lgiw—kz iw— 2z

— +
2 \w? + 22 w24 22

w? 4 227

Les poles sont tiw et on obtient bien une fonction méromorphe comme fraction ration-

nelle.
(b) De méme qu’a la question précédente, le calcul donne o = 0 et Vz € Py, L(cos(wt))(z) =
%_1_22. Ainsi les podles sont +iw et on a bien une fonction méromorphe comme fraction
rationnelle.

(c) De méme que précédemment, o = 0. En utilisant les résultats de la question II.3, puisque
toutes hypothéses sont validées, on a immédiatement

—2zw

L(—tsin(wt))(2) = L(sin(wt))'(z) = m,

22w . .

——————. Ainsi les poles sont +iw, ce sont des poles doubles et
(w? + 22)2

on a bien une fonction méromorphe comme fraction rationnelle.

t?—s

et donc L(tsin(wt))(z) =

(d) Ici 0 = +0o0 car Vs € R, flirfooe t — 40, et la fonction n’admet pas de transformée de
LAPLACE.

6. (a) Puisque f est continue, h est de classe C! sur R. Une intégration par parties donne alors

b b b

Vb > 0, f f(t)e~FTatgs = J R (t)e~dt = [h(t)e "]; + a J e~ Uh(t)dt
0 0 0

Le membre de gauche admet une limite (égale & Lf(z + a)) quand b — +o0.

On a donc

Lf(z+a)= lim (h(b)e_“b + afb

b—+0 0

e—ath(t)dt>

—ab

Par ailleurs, h admet une limite finie en +00 et e~** — 0 quand b tend vers 400 (car a > 0).

Ainsi,

b +00

Lf(z+a)= lim af e h(t) dt = aj e “h(t)dt
b—+00 0 0

L’existence de l'intégrale étant une conséquence de 'existence des autres limites.

(b) i La fonction u — —In(u) est C* et bijective de ]0, 1[ sur R* ; on peut donc poser u = e~

pour obtenir (ce qui inclut Pexistence de U'intégrale du membre de droite)

+a0 1
J et D p(1)dt = J u"h (—In(u)) du.
0 0

1
Par ailleurs le membre de gauche vaut ?L f(z+ (n+1)) et est nul. Ainsi
n

1
VneN, | u"h(—In(u)) du=0.
0
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7.

(a)
(b)

ii. La fonction g : u — h(—In(u)) est continue sur |0, 1] et prolongeable par continuité
en 0 (car h admet une limite finie en +00). On en déduit que g est nulle par la question
1 de la partie I appliquée a la partie réelle et imaginaire de g. Quand u varie dans [0, 1],
—1In(u) varie dans R" et h est donc nulle sur R*.
Soit f € ¥'. Supposons que Lf = 0; la question précédente indique que V, une primitive
de u — e ®¥ f(u) est nulle sur R*. Pour tout = de F, u+> e *“ f(u) est donc nulle sur
R™; f est donc nulle sur R™. Ainsi L est injective sur ¥’ puisque L est linéaire sur Y’,
sous espace vectoriel de X.

11 suffit d’énoncer le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire.

Tout d’abord, comme f” = —f + 2cos, on a o(f”) < +o0. On pose alors

B =max(o(f1),0(f1), o (f1))

pour pouvoir utiliser les résultats de la question 4. Alors Vz € Pg, il vient

L(f)(z) = =zL(f)(z) - f1(0) = ( D(z) -1
2(2L(f1)(2) — f (0 )
= 22L(fi)(2) -
Or f{ = 2cos(t) — f1; par linéarité de la transformée de LAPLACE et en utilisant la question
4 de cette partie, Yz € Py avec ' = max(0, ), on obtient

L(f{ =2 L .
(1)) = 2 — L))
Ainsi .
2
L —-1=2 - L
(/1)(2) 1 LG
soit, Vz € Pg,
2z
2 _
(1+2°)L(f1)(2) = PR + 1.
Et donc Vz € Pg on a
2z 1
L = .
(1)) (22 +1)2 + 1+ 22
Avec les questions 5, Vz € Py (Py convenant a toutes les fonctions considérées), on obtient
L(sin(0))(2) U Ltsin(t) =
sin 2)=——5 € sin =
1+ 22 (1+ 22)2

On peut donc penser, par injectivité de L sur X', que Vi € Ry, fi(t) = tsin(t) + sin(¢) et
on vérifie que f est définie sur R et est solution du (PB1); on conclut par unicité. Ainsi,
Vte R, fi(t) = tsin(t) + sin(¢).

Transformée de FOURIER en dimension 1

1.

(a)

On distingue les cas suivants, V¢ € R,

e dy
—b
2sin(b€)

fo(§)

si £€#0
% si £=0

Il
o
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FIGURE 4.1 — Intégration sur le contour I'.

(b) La fonction f; est bien continue sur R mais par contre elle n’est pas intégrable :

jX\sin(bg)| JX [P

' ¢ 2] 5 J coszf

1 sm(2bX) Sln(2b) X sin(20€)
> Jl 275d£_ 4X 4X L 2b¢2

dg

WV

dg,

avec le premier terme qui diverge et les autres qui convergent quand X — oo. Ainsi fb n’est
pas intégrable sur [1, +o0| donc sur R.

2. (a) La fonction f, est continue sur R, paire et o(1/z?) en +o0 donc f, est intégrable sur R.
(b) On considére le rectangle I' = [—A, A] x [0, ] et on note I'y = [—A, A] x {0}, I’y =

' 2a
{A} %[O, 2a] I3 =[—A, A]x {2a} va = {—A} x|0, ] parcouru dans le sens trigonométrique
Ce contour I est ferme et g est holomorphe sur C donc SF g(z)dz = 0.
On a alors
A 2
J g(z)dz = J e " dt
I —A
et A A
f g(z)dz = f ea(e+isa)® gt = J e_(\/ax“ﬁ)z dt,
s —-A
£ £
J g dZ = f ¢ —a(A+zt)2 dt = JQQ e—aAZe—iQaAte—at2 dt
Iy 0
donc .
J g(z) dz| < e—aA2 3‘571 e—i2aAte—at2 dt
F2 2 oo 2
< e—aA f e—at dt
0
et

li dz=0
A ], g4

On obtient la méme conclusion pour I'y. Ainsi, en faisant tendre A vers +00 et en utilisant
que § g(z)dz = 0, on obticnt

A A "
lim ( f et dt—f o~ Waartiz)? dt> —0
A—+0 _A —A
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de sorte que

f e_(‘/ax”%)z de = J e dt
: i

2
= — | e%“du=
a Jr

SIS

(¢) Pour tout £€ R on a

e = | et
_ f:%wwﬂﬁﬁ%%%de
R

& )2 — & )2
— 6(22\/5) e (\/&134‘12\/5) dm

R
_eNm E\ VT T e
64@\/a_fa<2(1>\/a—\/;€ .

(d) Ainsi, comme f, admet une transformée de FOURIER, on déduit de ce qui précéde que f,
admet aussi une transformée de FOURIER et on écrit, Vo € R,

fulz) = Je—’“fa(é) a¢

R
_ —ix g ﬁ
- o () Vo

- 2 | L) dy

= 2\/ma e_iQ‘myfa(y) dy

R

= 2«/7rafa(2a:c)
= 2ymafa (x) “g
= 21nf,(z).
On retrouve ainsi la formule d’inversion de FOURIER. D’ailleurs on pouvait aussi établir

cette question en utilisant la formule d’inversion de FOURIER en justifiant bien que ]? est
intégrable.

3. La fonction K est continue sur R, paire et intégrable sur [0, +o0[ comme fonction de référence,
donc K est intégrable sur R et admet une transformée de FOURIER. On a alors, V€ € R,

0 , +a0 ‘
9(&) = f e Ay + f e e g
—0 0
T e i@k 0 e~ T p—iag +00
-] s
11— i€ _010 —1—-1& |,
= +
1—d€ " 1+i€
B 2
Co1+ &Y
On remarquera que les passages a la limite sont justifiés car [e®e "] = ® . 0et |[e Te™E| =
r——
e — 0.
Tr—>+00

4. (a) i Soit y une solution de ¢y’ —y = f, soit y’ = f+y € .¥(R) donc y” admet une transformée
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ii.

ii.

de FOURIER et V€ € R on peut écrire

7O = | @
par double IPP, licite puisque y € .7 (R)
= (@€ | eyl da
- E(e)
Et ainsi, si y est solution du probléme, on a ¥§ € R

~

y'(€) — §(€) = (&)

soit

—€25(6) — 9(¢&) = f(©),

ou encore

On va procéder par analyse et synthése. Supposons que I’équation admet une solution y
dans . (R), alors y admet une transformée de FOURIER, qui par la question précédente,
vérifie V€ € R

~

1O - 5 al© - 507

= 7.

Comme la transformée de FOURIER est un isomorphisme sur .#’(R), on obtient

VeeR, y(x)

—%g * f(x)
O
= - JRe f(t)dt

Pour I'étape de synthése, on pose, Vz € R,
1
va) = =5 | s ar
2 Jr
1 —x N —t 1 x * —t
5 e f(t)dt+§e e "f(t)dt

—00 x

I
|
|

)

Ainsi y appartient & #(R) et est bien solution du probléme donné.

. Pour tout £ € R, on a |g(§)| < |f(§)| Donc g € L2(R) et comme la transformée de

FOURIER est un isomorphisme sur L2(R), il existe un unique y € L?(R?) tel que § = g.

D’aprés la question précédente, V¢ € R, —(1 + £2)5(€) = f({) Ainsi, Yo € CP(R), par
I’isomorphisme de PLANCHEREL, on obtient

| vt + e @de = 5o [ 50 + T
R R —~
on utlhse alors que £25(€) = —¢"(€)

= *jﬁﬁ(é)( P(6) — €23(€))d¢
k —9(&)(1 +€°)()d¢
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Transformée de FOURIER en dimension 2
1. Par le théoréme de FUBINI-TONELLI, on a h € L'(R?) :
h(z)dx = J e~9% dzy x J €793 dzy < +00.
R?2 R R
Et de méme par le théoréme de FUBINI-LEBESGUE, V¢ € R
}\l(f) _ J e —i(x1€1+1282) —(a1'1+ax2) dl’l dl‘z
ﬁ emimi€gmart g J emiw1820—aT3 4,
R 5 R
ARV
\/> \/>

s (52+5 )
a

e

0 0
2. (a) Comme a—f et a—f sont continues et & support compact, elles appartiennent & L'(R?) et
i) To

admettent une transformée de FOURIER. On a de plus par intégration par parties, licites
puisque les fonctions sont a support compact, V¢ € R?

E _ —iz-€ af
(}l‘l(é) B fRz ao:cl( )dl‘
- - L&&El (¢7¢) fla)da
= +i& f().
(b) De méme, on a
0
T () -+t
Ainsi, d’aprés ce qui précéde,
0
&7 (@) = 371( >‘< |
et
~ 0 0
fol - | L)< | .
Alors, on obtient ) ,
DeN2(e2 L 2 of ofrlt e
Fore @ <| L +|L] -ct

Il s’ensuit que, V¢ € R? non nul, on a

e < &
IF ()] < el

3. Le résultat de la question précédente est vrai pour f de classe C'! & support compact. Ensuite, on
raisonne par densité des fonctions C! & support compact dans L'(R). Soit f € L'(R?) et € > 0.
Il existe ¢. € C' et & support compact telle que | f — ¢:||1 < € et, V€ € R?, on a

FOI < 1F(&) = 6:(8)] + 9:(9)]
< 1S =0l +19:(9)1-

Or il existe A > 0 tel que ] > A. implique |gbg( )| < e. Ainsi, V¢ € R? tel que £ > A: on a

f ( )| < 2e. Ceci montre bien que lim f (5)
[€]—~+o0
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4. Soit & > 0. D’aprés la question précédente, il existe A. > 0 tel que si § € R? vérifie |¢] > A
alors | f (¢ ( )| < e. La fonction f est continue sur le compact B (0, A +1), donc d’aprés le théoréme
de HEINE, f est uniformément continue sur B(0, A + 1). On en déduit qu’il existe 1 €]0, 1[ tel
que V(&, ;1) € B(0, A; + 1), la condition € — p|| < 5 implique | f(€) — f(1)| < e.

Soit (&, ) € R? tel que |[€ — u| < 7. On a alors R R
— Soit [[§] > Ac et [l > Aa, et dans ce cas [ £(€) = F(1)] < |F(€)] + [ F(1)] < 2¢
— Soit [§] < A Aou 1] < Ag; comme € — ul <np <1, €& et uappartiennent & B(0, A. + 1) et

donc [f(§) = f(w)| < e .
On a donc montré que Ve > 0, il existe n > 0 tel que [§ — p| < 7 implique 176 = f(w)| < 2

Ainsi f est bien uniformément continue.
Etude d’un espace de HILBERT

1. On a Vh e R?
lem@h 1|2 = |cos(z - h) — 112 + |sin(z - h)|> < |z - h> + |z - h)? < 2|z|?||R)?
Donc, Vn € N et Yz € B(0, R), on a
el 12 < 2R [y |2

ce qui prouve la convergence uniforme demandée.

2. On effectue la changement de variable en polaire, de jacobien r ; on a donc, en utilisant le théoréme
de FUBINI-TONELLI (qui s’applique puisque toutes les fonctions considérées sont positives),

+00 27 +00 r
d do =2 —d
Lﬂ+ww5J f g d;lwwr

Cette derniére intégrale converge par critére de RIEMANN si et seulement si 2a—1 > 1 c’est-a-dire
a>1.

3. (a) Toutes les fonctions considérées étant a valeurs positives, il n’y a pas d’obstacle & manipuler
leurs intégrales dans les calculs suivants. Soit f € H* avec & > 1. On a

o iy 20\ 1/2 1 2
[iienas = [ 1F@na i) (g

on utilise alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz

7reV2 20 1
<J¥mwu+@j@xLﬂ+mwm
< lae x| e

(b) Soit ¢ € CX(R?), alors par l'isométrie de PLANCHEREL, on obtient

| s@etar = o | s
1
J

Or V(z,¢) e R x R?, on a
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(b)

otl le terme de droite est intégrable sur R? x R? puisque £ — f(f ) est intégrable sur R? par
la question précédente et  — () est intégrable sur R? puisque ¢ est & support compact.
On peut appliquer le théoréme de FUBINI-LEBESGUE et on obtient

[t = i [ Ro( [ eevwa)a
1 ~ R
aryt |, FO (] e starae) ag

)
70 (),
o7 (e T c05)

Ainsi, d’aprés le rappel en début de sujet, f est égale presque partout &

>

1 N ix-&
e''sd
ot ., O
qui n’est rien d’autre que la transformée de FOURIER de f évaluée en (—&) et & un facteur
multiplicatif prés, et qui est bien continue et bornée sur R? d’aprés la question 2 de la
partie L.

On définit le produit scalaire comme

~ [

(Fg) € B = | (1+ J6P) ) de.

S N
qui est bien défini car ’f(ﬁ)ﬁ(g)‘ < 5 <|f(§)|2 + |§(§)|2) Ensuite, il n’y a aucune difficulté

pour le produit scalaire en utilisant le théoréme de PLANCHEREL pour le caractére défini.

i. On remarque tout d’abord, grace au théoréme de PLANCHEREL et a la définition de la
norme sur H® que Vf € L?

1 - 1
= — < — (e
[z = o flze < 5 Iflln

Soit (fn)nen une suite de CAUCHY dans H®. D’aprés ce qui précéde, (fy,)nen est une
suite de CAUCHY dans L?(R?2) qui est complet, donc il existe g € L? telle que | f, — g] 12
tend vers O.

ii. On commence par remarquer que, comme g € L*(R?), g admet une transformée de
FOURIER. On présente deux approches possibles. Dans les deux cas, on utilise le fait
que (fn)nen étant une suite de CAUCHY dans H?, elle est bornée : il existe C' > 0 tel
que Vn e N, || fn|ge < C.

Premiére méthode : On suit l'indication du sujet. Soit R > 0, on note B(0,R) = {{ €
R2, |¢] < R}. Alors, on a

) )

j (IO e =

j (L4 [€12)1G(E) — Fal©) + Ful©)P dg‘

en utilisant pour a,b > 0 |a — b|? < 2(a® + b?)

<z ORI ACIE

+2 (1 + [€]2)| fu(€)2dg

B(0,R)
< 2(1+ R*) |f £ (&) — (&) de| + 2] ful o
B(0,R)

or (fn)nen est bornée
< (14 R*)|fn —gl72 +2C

on utilise alors le théoréme de PLANCHEREL
< (2m)2(1+ R*)|fn — gl32 + 2C < +o0.
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iii.

En faisant tendre n vers +o00, on obtient

[ 0% KO dc < 20

i

Cette majoration s’applique pour tout R > 0, avec une constante C' indépendante de
R on conclut alors par le théoréme de convergence monotone, en faisant tendre R vers

o0, que f (14 [€]2)[5(6) d¢ < +o0. Done g € HO.
RQ

Deuxiéme méthode : On procéde par extraction d’une sous-suite convergeant presque
partout. On a vu a la question précédente que (fy,)nen converge vers g dans L?(R?). Par

le théoréme de PLANCHEREL, on a aussi (f,,) qui converge vers § dans L2. On sait alors
qu’on dispose d'une sous-suite (f,(,)) qui converge vers g presque partout. D’aprés le
lemme de FATOU

J liminf(1 + €]%%)

R?2 n——+0o0

— 2 L 20 | 77— 2
Fr(@)" ae <timing [ 1+ 1) | Fam )] ae

n—-+0o0
c’est & dire
f (1 + [€12)5() dé < liminf | fullzro
R2 n—-+0o00
donc
| asieraea<c.
R2
Ainsi g € H.

Il reste & montrer que (f,, )nen converge vers g dans H®. On traduit que (f,)nen est une
suite de CAUCHY dans H® : soit € > 0, il existe N(e) € N, ¥n,p > N(e),

| aigrafo - fera <

On peut alors reprendre les raisonnements amorcés au point précédent.
Premiére méthode : En procédant de méme qu’a la question précédente, en raisonnant
d’abord sur une boule B(0, R), on obtient en faisant tendre p vers +o que Vn > N(g),

|+l - Faor as <

soit Vn > N (e),
lg = falze <e,

ce qui signifie bien que (f,)nen converge vers g dans H?.

Deuxiéme méthode : On reprend la suite extraite a I’étape précédente : Vn > N(e) fixé
et pour p > N(e), ¢(p) = p donc

|+l - B @ P < &

D’aprés le lemme de FATOU :

. tminf = 6P F© — O de < timinf | +1*F0) - F O dg
donc

JRz(l + €2 Fa(€) — 9(€)]? dé < &2

c’est a dire Vn = N(¢), | fn — glHe < &, ce qui signifie bien que (fy,)nen converge vers
g dans H®.

Ainsi H? est un espace de HILBERT.
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5. Soit (fn)nen une suite bornée dans L?(R?) : il existe A€ Ry, Vn e N, | fu]z2 < A. On fait aussi
I'hypothése, supp(f,) < B(0, M), ¥n e N.

(a) Soit & € B(0, R). Alors, on a

IAGI

falx)e™C dz
R2

J fn(x)e_w.f dm‘ car supp(fn) = B(0, M)
B(0,M)

on utilise alors 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

1/2 1/2
(j | fo(z)e @52 d:n) (J 12 d:z:)
B(0,M) B(0,M)

< [ fallze x mes(B(0, M))"/?
< A x mes(B(0, M))V/2.

VA

Ainsi la suite ( fn)neN est bien équibornée sur B(0, R).
Avec les mémes idées que précédemment, on a Vn, & € B(0, R)

~ ~ ‘

Fnl&) = Fuln)| = @) (e—iz.e_em.n> A

= J\B(O’AD In(2) (e—ix.é _ eim.n) dz

1/2
| full 2 x ( J i —e_””"’lzdw> :
B(0,M)

)

N

Or
78— 2 = e P L — e 2 < 2af?|¢ .
Ainsi,
1/2
Fa©) = Fatm)| < A ( f 2z ?l¢ - n|\2dx>
B(0,M)
< AV2ME — 1| x mes(B(0, M))'/2
< ClE=—n|

pour une certaine constante C' > 0 indépendante de &, 7 et n. Ainsi ( fn)neN est équicontinue
dans (CO(B((]? R)7 C)7 ””OO)

b) On suppose de plus que (fy,)neny est bornée dans H® par une constante K7. Soit € > 0 fixé.
pp p q p
On écrit, pour R > 0 qu’on va déterminer,

~

fn(&) = \f/\n(f)1|§|<RJ + fn(€)1|£|>}§ .

v

6 () o (€)

Alors, en exploitant le fait que (f,,)nen est bornée dans H%, on obtient

Kt

L el !
2 2 2
ol = | Ful©Pd < Tl < 1 b

lel=r 1+ [&]?
qui peut donc étre rendu < € pour un choix convenable de R = R(¢) assez grand.

Maintenant, pour ce R(e), on utilise la propriété établie a la question précédente qui as-
sure que 'ensemble {¢,,(£), n € N} est relativement compact dans C°(B(0, R(e)); C). On
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rappelle que L®(X) s’injecte continuement dans L?(X) lorsque X est de mesure finie. L’en-
semble {¢,(£), n € N} est donc aussi relativement compact dans L2(RY) puisque toutes
les fonctions qui le composent ont un support inclus dans le compact B(0, R(€)) qui est de
mesure finie. On peut donc recouvrir cet ensemble, au sens de la norme L?, par un nombre
fini N(e) € N, de boules de rayon € et de centres 1, ..., (), choisis parmi les ¢,,. Il s’ensuit

que Uffz(? B(pn, 2¢) réalise un recouvrement fini de 'ensemble { Foom € N} dans L?*(RM)
par des boules de rayon 2¢. Cet ensemble est donc relativement compact dans L*(RY).

Ainsi il existe g € L2(R?) et ¢ : N — N strictement croissante tels que Hﬁo(n) — g2 — 0.
Par le théoréme de PLANCHEREL, il existe h € L?(R?) tel que h = g. Alors on arrive &

1~ ~ .
| fom) = hllz = o fom) = hll2 = [ fio(m) = 9l2

qui tend vers 0; donc (f,)nen est relativement compact dans L2(R?).

Une propriété de régularisation

1. On a, vu le support de ¢,

3.

2

lon(@)]? = fo; k) (k) dk

J.
f fule, K)o (k) dk
B(O,R)

par 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

2 2
< f( ol )] dkxf NECIRE

) El

2

< mes(BO,R)) x |2 x j Ful, )P dk
B(0,R)

< mes(BOR) x [¢% | 1 (e BE

Ainsi, en utilisant le théoréme de FUBINI, on obtient

J |on ()| dz < mes(B(0, R)) x |¢]% x f | fulz, k)| dk da
R? RZxR2

X

et avec ’hypothese (H1),

| 1@ e < mes(B(0. R) ¢l M,

On en conclut (py)nen est bien bornée dans L?(R?).

. Avec I'hypothése (H1) et le théoréme de PLANCHEREL, foe L2 (R2xR?2), ainsi k — fn(g, k)p(k)
est intégrable sur R? par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ puisque ¢ est a support compact. Et
donc la formule définissant p,,(£) a bien un sens.

(a) Voir la figure 4.2.

(b) On note B = (e1,e2) la base canonique de R2. Par projection orthogonale sur Vect(£), on

peut écrire

k&€ < k& ¢ )
VEeR? k=24 (k- 2>
A T Il Tel

On note alors B’ = (u1,u3) la base orthonormée de R2, telle que up = H%H
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FIGURE 4.2 — Domaine B. () et disque de rayon R

On introduit alors le changement de variable

R? — R?
(O3
k= (klakQ)B [— ( /17ké)B’-

C’est une isométrie vectorielle donc son Jacobien est égal & +1 et par la formule ci-dessus

k-
onakj = —5
€l
(c) Le changement de variable précédent est une isométrie et on a
mes(B.(€) n B(0,R)) — f K
{k'eR? |k |<e}n{k/, [K'|<R}
< dk’
{K'eR2 [k} [<e}n{K, |k;|<R}
on applique alors le théoréme de FUBINI-TONELLI
< dk] x di’
k1 l<e ky|<R
< 2e x 2R.

(d) On utilise I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et le fait que le support de ¢ est inclus dans

B(0,R) :
1/2 R 1/2
() < <L(§)Iso(k)\2dk> (L@)un(s,knzdk)
1/2 . 1/2
2 2
< ( [ 80 dk) (], Fenpar) §
< ol (mes(B6) ~ B0 ([ 1Fate. 0P k)

vevo ([ imenrar)”

N

On pose alors
. 1/2
w6 = (¢ [ 1T mpar)

et on a par le théoréme de FUBINI-TONELLI
f [Ha(©)Pds = C f |Fn (&, k)% AR d < C M.
R2 R2xR?2

Donc (H,,)nen est bien une suite bornée dans L?(R?).
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(e) On a

~

nl©)] = L JRACEECED

BT k¢l
S RACEECES €|dk‘

1/2 1 1/2
e k) 2K - €2 dk k)2 dk
<Le(€) | fn (& K) 7] - €] ) x (Lﬁ@ (k)] TGE >

1/2

N

Or on observe que

1/2
( j \J?rz(&k)I?Ik-é!Qdk) _ (j |k-£fn<£,k>\2dk)
Ge(8) Ge(8)

|k - € fu(€, k) dk " F(€).
-

N

En utilisant la propriété de dérivation de la transformée de FOURIER et le théoréme de
PLANCHEREL, on a

f Fu(6)Pde = f k- €7a(€, )P dkde
R?2 R2xR?2

= k- Vo fu(&, k) |? dk da
R2ZxR?
< M.

Donc (ﬁn)neN est bien bornée dans L2(R?). Ce sera la suite (F},)nen & une constante prés.
Enfin, on dispose de I'estimation suivante

1 1
PPt dk = f TS [——r
f () k€l {kE[>€l€1}nB(O,R) k- €2

el 1
710 1PN oo
BEE (Itl>elelynBO.R) [k 1 2

on effectue encore le changement de variable
de la question précédente

1 2f 1 /
—| | ——dk
HSH2H o (I [>¢}~B(O,R) 1K1 [

N

N

N

1
s 13 g
112777 Jgnr e, kg <y K11
on applique FUBINI-TONELLI

1 2 J 1 / f /
— |l dky | x dk
H€H2” ”OO< (k1> 1F112 1) ( (k<R)

par parité

N

Lot (2
< — 2 —_dk | x 2R
H5|2”9””°°< i) )
1 1 —+00
< H90H24R[—]
el .
< |l%A4R.
e el

Ainsi, on a obtenu

- 1
v (§)] < Fn(f)llwl\oo%/ﬁm

(© www.devenirenseignant.gouv.fr page 58



Agrégation externe de mathématiques

On pose donc Fj,(€) = F,(€)]¢|2VR qui est bien bornée dans L?(R?) puisque les F}, le
sont.

On pose g(€) = \[ng F.(§) + v/e Hy(€) L’étude par rapport a e indique que g a une valeur

F,
optimale, 1a ou la dérivée s’annule, pour €y = “5“7;[(5()5), qui est donc
n
Fo(&) 2 Ha (€)'
A T
Il s’ensuit que
- Fr(&)2Hp (€)'

Il reste a vérifier que (py, )nen est bornée dans H 1/2 D’une part, le théoréme de PLANCHEREL
assure que

., ue)dE = 12l = 1o 13

et ceci est borné par la question 1 de cette partie. D’autre part, par les questions précédentes,

on a
[€l % 1u ()] < Fu(€)Ha(€) < %(Fn(ﬁ)Q + H,(€)°).

Finalement, il vient
(C My+C "M 1).

N —

j €l 17(6) P <
R2

Ainsi en sommant,

oalive = | (1 1) n(6) g

est bien bornée : (pn)nen est bornée dans H'/2.

L’idée de cette démonstration est de comprendre que dans le « bon ensemble » G, 'infor-
mation « k - V. f, bornée dans L? » est utile et fournit bien un gain de régularité (« on
gagne une dérivée » ), alors que le « mauvais ensemble » B, peut étre rendu de mesure arbi-
trairement petite. La combinaison de ces deux informations fournit une estimation dans un
espace de SOBOLEV fractionnaire.

4. 1l suffit d’utiliser 5b et 5¢ de la partie V.

Une propriété de compacité

1. (a) Rien a signaler.
(b) Soient 0 < € < ¢ et (k,¢) e R? x R%. On a

Liak)-cl<e S X <€

((2):1) < (1tt)-1).

Par décroissance de x sur R, on obtient

X(!a(e) C!) <!a(€) C!)

Comme 0 < e <€, on a
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Enfin, par parité de x, on a (@) =X (a(k)'<>. Ainsi

e X(a(/i)/'f).

a(k) - ¢
— | <
Par croissance de la mesure de LEBESGUE, on en conclut que

0 < Liggky¢lce S X ( .

mes({k € B(0,R), |a(k)- (| < 6}) = fB(O B Liaky-cl<e dk < me(¢) < me(C).

Soit (€p,)nen une suite décroissante vers 0. Alors (me,, )nen st une suite décroissante a valeurs
positives par la question précédente. On commence par établir la convergence simple. Soit

¢ € S fixé. On pose, Yk e R%2 et Vne N, g, (k) = (CW) qui converge presque partout
€n

vers la fonction nulle quand n — oo, étant donné que mes ({k € B(0, R), |a(k) - (| = 0}) = 0.
De plus |g, (k)| < 1 et la fonction constante k +— 1 est intégrable sur B(0, R). Donc, d’aprés
le théoréme de convergence dominée, on a hrfoo me, () = 0.

n—

Ainsi la suite (me,, )nen st une suite décroissante de fonctions positives qui converge simple-
ment vers la fonction nulle qui est continue sur S et S est compact. On peut donc appliquer
la question 1.3, qui permet de conclure que la suite (me, )nen converge uniformément vers
la fonction nulle sur S.

Soit ¢ € CP(R?) telle que supp(¢) = B(0,R). On a p,(§) = J ﬁz(f,k)cp(k)dk
R2

f Fa(&, R)p(R)ak. On pose alors B.(€) = {k € B(0, R), [a(k) - €] < el€]} et Gu(¢)

B(0,R)

{le BO,R), lak) - ¢| > el¢] }.
On a alors V¢ € R2, p,(€) = 1, (&) + vp(€) avec

~

in(€) = f FlE k) (k) dk
Be(€)

va(€) = j Ful€ k) (k) dk
(&)

On va majorer chacun des termes séparémment.
Soit € € R?, ¢ # 0. Par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a

1/2
m(©)] < j e, k)2 f (k)2
Be(&) 7 < (§)
< £ (©)2dk " 1dk
< (Lg@\f (©) ) ol (fm )

1/2
S (JBE(Q ‘fn(@’zdk> “‘PHoo\/mes({k € B(0,R), |a(k) - %‘ <e)).

1/2
ou Hy (&) = (J ]fn(g)\Qdk> est bien bornée dans L?(R?) par I'hypothése (H1) et
Be()
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I’équivalence des normes rappelés dans le sujet. Ensuite, on majore

R 1
() < Le@ €, 0)] a(k) - €] |¢(k’)|mdk

1/2 ] 1/2
P B)? |alk) - € dk B2 dk
(Lﬁ@ Fule k) Jath) -€] ) (jgg@ o) s )

<
12 1 1 1 v
< ( | tatw- 5fn<s,k>|2dk> | ez e ydk
Ge(e) Ge(e) € ‘a(k:) . II%H‘
en utilisant les propriétés de dérivations de la transformée de FOURIER
1/2 1/2
~ 1
< ([ a-chiemPar) telog (| ax
Ge(e) ell€| B(0,R)
R 1/2 1
< ([ tath - efte R ar) ol gmest50.R).

~ 1/2
On a donc F,(€) = |¢|emes(B(0, R)) (J la(k).Eful€, )| dk) , et de plus
R2

fRQFn(gfd& — elmesBO.R) [ [ jalh) £fi(e. 0 arag
= [plZmes(B JR Ve fn(z, k)? dkdz

en utilisant le rappel sur les normes équivalentes
et les propriétés de dérivations de la transformée de FOURIER
< [el%mes(B(0, R))* M.

Ainsi F, est bornée dans L?(R?).
Conclusion : On a montré que

< b
el€ll

oil les suites (Fn)neN et (ﬁn)neN sont bornées dans L?(R?).

(b) V€ e R2, € # 0, en utilisant (a + b)? < 2(a? + b?) pour a, b des réels positifs, on a

15n ()] < g Fu(€) + ﬂn(f)\/meS({k € B(0, R), la(k) - ||§||| <e})

2 LR 2 S
o OF < 2 (aigpal PO + O mes( (k€ BO.R), o) 151 < o)) )

Ainsi, pour A >0

j [Pa(©I
l1>4
<2 (J” RO + | H()[Pmes({k € B(0, R), |a(k) - ||£H| <e}) d5>

|
eza €1E12"
2

<55 E,()PdE + 2|me H,(¢)*d
<o), a2 ), fw| (6)Pde

_ ) )
2A2M1 +2 Hme(ng)HooMO
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)

£
4My -

Soit § > 0. D’aprés la question 1.c de cette partie, il existe € > 0 tel que Hme(m) HOO
Alors pour cet €, on a Vn e N

N

, 2 5
n < 5 M +5
J|v|§|>A |p (é)l dg €2A2 1+ 9

et donc
sup [ 1pu(©F &6 < oM+
up < M+ -
neN Jjgpsa " 2 A? 2
2
Comme lim ——=M; =0, il existe Ag, tel que VA > Ay
A—+00 €2A2
2 )
2 oM<~
24271 S 9

Ainsi, VA > Ap, on a

sup f pa©P de < 6.
neN ||§||>A

On a donc bien prouvé que

. ()2 d =0.
Aggo {:21131 (JM£I>A 122 £>}

3. Pour A >0, on a Y¢ € R?
(&) = Pu(€)eza + Pal(€) g <a = 07 (€) + 7 (6)-

Avec la question précédente, on a montré que sup,,on |07 |2 < w(A) avec Ahrf w(A) = 0. Par
—+00

ailleurs, (pn(§)1jgj<a = YA(E))nen est relativement compact, comme démontré dans la partie
V question 5; on retrouve le méme cas de figure car le support est inclus dans B(0, A). Ainsi
(Pr)nen st relativement compact dans L?(R?2) et par équivalence des normes, cela permet de
conclure que (py,)nen est relativement compact dans L2(R?2).
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