Université Claude Bernard Mathématiques
Agrégation — préparation a ’écrit d’analyse.

Feuille 9
Probabilités 1, généralités.

Exercice 1. Une formule indispensable
Montrer que si X est une variable aléatoire positive et intégrable, on a

o0
EX :/ P(X > t)dt.
0

Proposer une formule pour calculer
E(X?),

avec p = 1.

Exercice 2. Calcul d’un loin formule de transfert
Soient X et Y deux v.a. indépendantes de loi U[0, 1]. Calculer la densité de la loi %

Exercice 3. Quelques questions de cours
On rappelle que si X est une v.a.r., sa fonction de répartition est donnée par, t € R,

Fyx(t) = P(X < 1).

1. Soit X une v.a.r.. Donner les propriétés de Fx.
Donner les liens classiques entre la fonction de répartition F'x et la loi de X.

2. Soit (X,Y) un couple de v.a. Donner la définition de la fonction de répartition de (X,Y) et ses
liens avec I’éventuelle densité du couple.

3. Soit (X;)ien un échantillon d’une loi réelle. Tracer la fonction de répartition empirique
1 n
Fo(t) = n z; Lixisty-
1=

Exercice 4. Matrices aléatoires

Pour un entier n > 0, soient (A; ;)i<i j<n des variables aléatoires indépendantes de loi définie par
P(A;; =1) = P(A;; = —1) = 1/2. On pose X = det A4; ;. Calculer I'espérance et la variance de la
variable aléatoire X.

Exercice 5. Escalier du diable
Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. vérifiant P(X; = 0) = P(X; = 2) = 1/2. On pose

ooXn
Zzz_:lg—n.

Montrer que la fonction de répartition de Z est une fonction continue qui est presque partout dérivable
et de dérivée nulle.

Exercice 6. Inégalité de Hoeffding

1. Montrer que si p € [0,1], la fonction f : 2 +— —pz +In(1 — p + pe®) vérifie f” < 1/4 et f(z) < 22/8.
2. Soient a < b deux réels, et soit X une variable aléatoire & valeurs dans [a, b] et telle que EX = 0.
Montrer que pour tout A > 0,

Eexp(AX) < exp (AQ(I)_;)2> .

Indication. Se ramener au cas ot b — a = 1 et utiliser la question précédente.



3. Soit (X,,) une suite de variables i.i.d. de méme loi que X. Montrer que pout tout € > 0,

2 2
P(Xl —|— . +XTL 2 €n) < exXp (—n(b_€a)2> .

Exercice 7. Pseudo-inverse et simulation
Soit X une variable aléatoire. On note F' sa fonction de répartition, définie pour z € R par F(z) =
P(X < z). On introduit une fonction G :]0,1[— R par

G(t) = inf{z : F(x) > t}.

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que G(U) a méme loi que X.



