Université Claude Bernard Mathématiques
Agrégation — préparation a ’écrit d’analyse.

Probabilités 4 : autour du lemme de Borel-Cantelli

Exercice 1. Cours
Enoncer et démontrer Borel-Cantelli.

Exercice 2. Soit (X,) une suite de variable aléatoire indépendantes. On suppose que la série > X,
converge presque siirement. Montrer que pour tout a > 0, on a

ZP(|Xn| > a) < +o0.
i=1

Exercice 3. Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires exponentielles de parameétre 1, indépendantes.
Montrer que

X
P (hmsup = 1) =1.
n——400 log n
On pourra montrer d’une part que

X
Va > 1, limsup —— < a, p.s.
n——4o00 logn

et que

X
limsup —— > 1, p.s.

n——+4o00 1Ogn
Exercice 4.

1. Supposons que pour tout ¢ > 0, on a »
converge vers X presque stirement.

nen P(|Xn — X| = ) < +o00. Montrer alors que (X,,)

2. Supposons maintenant que pour pour un certain r >0, > E(|X,, — X[|") < 4+-00. Montrer alors
que (X,,) converge vers X presque stirement.

Exercice 5. Vers la loi du logarithme itéré, Foata-Fuch p. 252
Soit (X,,) un échantillon de loi (6_1 4+ 61)/2. On note S,, = X3 + -+ X,,.

1. Montrer que pour tout u € R,
2
coshu < e* /2.

2. Montrer que, pour tout a > 0 et u > 0,

3. En déduire que

et

P(|S,| =2 a) < 2e” 27,
4. Montrer enfin que

) 54l
im sup

— = <1
n—oo V2nlogn
C’est un théoréme de Steinhaus de 1922. La loi du logarithme itéré dit que
S, S,
limsup —————=1 et liminf ———o—" = —
n—oo V2nloglogn n—oo +/2nloglogn

et c’est quand méme bien plus compliqué & démontrer (Khintchine, 1924).



Exercice 6.
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X +Y € L'. Montrer que X et Y sont
dans L.



