Feuille 4 - Exercice 2 : Convergence dans L” -

PREPARATION A L’ECRIT D’ANALYSE — MAXIME HODIER

Exercice 2. La convergence dans LP entraine la convergence presque partout d’une sous-suite.
Soit p € [1, +o0l, et (fn), une suite de fonctions de LP(R) tel que f, — f dans LP,i.e., lim || f, — f], = 0.
n—o0 n—0o0

On veut montrer qu’il existe une sous-suite (f, )k qui converge presque partout vers f.

"
PRINCIPE GENERAL :

Pour (ap)n € (E, ||-]), on a: annjgolEE — Han—lHTH—gOO

Donc il existe un ng tel que : |a, — | < 1.

De méme, il existe ny > ng tel que : |la, —I| <

N =
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Il existe ny > ng_1 tel que |a, — 1| < oF On construit ainsi une sous-suite (a, ), de (ay) telle que :
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On peut également tout passer & une certaine puissance b > 0 pour obtenir : 2 la,, —1|° < oo
k=0
o0 o0 »
Dans notre cas : Z Hﬁlk—f|\;< w, i.e., Z /ﬁlk—f‘ dp | < .
k=0 k=0
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Comme le terme générale de 'intégrale est positif, par FUBINI-TONELLI, on peut permuter la somme et
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I'intégrale et on obtient :

Comme g est positive et intégrable, g est finie p-presque partout. D’ou, il existe A € F tel que pu(A) =0

et il existe f:k et fdes représentants respectivement de f et f tel que :

VogA D |f () - f@)] <o
k=0

~

Ainsi, pour tout = ¢ A, ﬁk(x) o f(x).

Donc f, converge u-presque partout vers f.

Pour p = 4. On a alors : ||f,, — flle — 0 ce qui implique qu'il existe A € F, u(A) = 0 tel que f,
n—a0
converge uniformément vers f sur A.
Ainsi, f, converge simplement vers f sur A d’ou f, — f p-presque partout (pas besoin d’extraire de

sous-suite).



