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Ex 63. — Une transposition est un cycle de longueur 2
12345

32541

Rqe 64. Des cycles a supports disjoints commutent.

— Dans G5, o = (135) = A v est un cycle de support {1,3,5}

5

TH 65. Toute permutation non triviale se décompose, de maniére unique a
Uordre pres, en produit de cycles & support deuz a deuz disjoints.

1234
2143

Prop 67. Si v = (a;...ay) € G, est un cycle d’ordre p el si 0 € Gy, on a !
070 = (o(ar)--(ap))

Def 68. La signature est le morphisme € : G, — {—1,1} défini par
eo)= ] 2=
j=t

1<i<j<n

Ex 66. 0 = A u de G4 n'est pas un cycle car o = (12)(34)

Def 69. On définit le groupe alterné U, comme le noyau du morphisme €.
Rqge 70. 2, <1 S, avec |U,| = n!/2.
Prop 71. 2, est engendré par les 3-cycles.

IV/ APPLICATIONS

1) Groupes d’ordre pq et p’q

Def 72. Un groupe est simple s’il ne posséde pas de sous-groupes distingués non
triviauz.

Prop 73. Si |G| = pq p<q premier et p{ g — 1, alors G ~ Z/pqZ

Prop 74. Si |G| = pq p<q premiers alors G n’est pas simple

Prop 75. Si |G| = p*q p<q premiers alors G n’est pas simple

Prop 76. Si |G| = p*q p<q premiers q # 1[p] el q { p? — 1 alors G abélien
App 77. Si |G| = 15 alors G ~ Z/15Z.

2) Représentation des groupes finis

Def 78. Soit V ~ C*. Une représentation de G dans GL(V') est un morphisme
p:G— GL(V).

Def 79. Le caractére x d'une représentation p est défini par x : G — C,
s tr(p(s)).

Def 80. C[G] = {f: G — C}.

Def/Prop 81. On définit un produst scalaire <.,.> sur C[G] par < @, >=
13 ols)B(s)

seG

Def 82. Un caractére irréductible est le caractére d’une représentation dont les

seuls sous-espaces G-invariants sont {0} et G.
Prop 83. < x,x >=1 <= x irréductible

Prop 84. Les caractéres irréductibles forment une base de H = {f € C[G] :
f est centrale}. ‘

Prop 85. Le nombre de représentations irréductibles est égal au nombre de
classes de conjugaison de G.

Lemme 86. Isom(T) ~ Gy
TH 87. Table de caractéres de Gy.

3) Classification des groupes d’ordre 60

Def 88. Le groupe dérivé de G est défini par D(G) =< zyr~lyl:z,ye G >.
Prop 89. Un groupe abélien est simple ssi il est d’ordre premier

TH 90. 2, est simple pour n =5

Cor 91. D(2,) = 2, pour n =5 et D(G,) = A, pour n = 2.

Prop 92. Tout groupe simple d’ordre 60 est isomorphe d As

4) Automorphismes de &,

Def 93. Soit a € G. On appelle automorphisme intérieur associ€ a a le mor-
phisme de groupe i, : G — G, g+~ gag™".

Prop 94. Soit p € Aut(S,). Si ¢ transforme transposition en transposition,
alors @ est inlérieur.

Lemme 95. Soit p € G,,. On suppose n. = ki + ka + ... + kn cycles disjoints, ki

cycles d’ordre 1, ko cycles d’ordres 2, ...k, cycles d’ordre n. Alors si c(c) est le
L
centralisateur de o, on a : |c(o)| = [ kili%.

i=1
TH 96. Vn # 6 Aut(G,) = Int(Gy).
Prop 97. Aut(Gg) # Int(Ss).
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