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Décomposition de Frobenius
Référence : NH2G2 tome I, p 148-154

On travaille sur un K espace vectoriel E de dimension n, muni d’un endomorphisme
u. On note y, son polynéme minimal.

Pour tout z € E, on définit I, = {P € K[X] | P(u)(z) = 0}. Cest un idéal (non
vide puisque p,, € I;) de K[X] donc il existe un unique polynéme unitaire que l'on note
M,z qui I'engendre (D'existence provient de la principalité, I'unicité du fait qu’on le choisit
unitaire). On remarque déja que py, ; divise s,,.

Sid est le degré de iy, z, on a classiquement que (z, u(z), ..., u?"1(z)) est une base de Klu]-z.

Les sous espaces K[u| - = sont appelés sous-espaces cycliques. L’objectif de ce qui va
suivre va étre de décomposer E en sous-espaces cycliques.

Lemme. Il eziste z € E tel que py, 5 = y.

Démonstration. On décompose i, en facteurs irréductibles : p, = [J, P (e 3 0). On
pose K := ker P{*(u). Alors, d’aprés le lemme des noyaux, on a E = P, K;. Comme K;
est stable par u, on peut considérer ’endomorphisme u; induit par u sur K;.

Montrons qu'il existe z; € K; tel que py; z; = piu,-

Par définition de ui;, P;*(u;) = 0, donc py; divise P™. Si on suppose que p; # P, alors
par irréductibilité de P;, on a donc que P (u;) = 0, soit ker P~Hu) 5 K;, et Dautre
inclusion est évidente.

Si I'on revient & p,, que Pon écrit py, = P M avec M premier avec F;, le lemme des
noyaux donne E = ker P;*(u) @ ker M (u) = ker P (u) @ ker M (1) = ker P M (u)
donc P M(u) = 0 ce qui contredit la minimalité de i

On a alors que y; = P, et donc si l'on suppose que pour tout T; € Ki, py, z, divise
strictement u;, on obtient que Pf"_l(u,-)(zi) = 0 pour tout z; € Kj, ce qui est impossible
par minimalité de p; = P,

On passe maintenant du local (les K;) au global (E entier).
Posons = = ), z;. Montrons que B = g
0 = prug(u)(z) = 3, puz(u)(z;) et comme la somme des K; est directe, on a que Vi
pru,z (W) (2:) = 0, A0 py g, divise py z.

Mais o z; = gz = Pu; = Pf"", et les P sont premiers entre eux, donc leur produit
divise pyz, i-e. pi, divise p, » d’ott ’égalité.
ad

Proposition 1. Soit = tel que pyz = p,,. Alors K[u] -z posséde un supplémentaire stable
par u.

Démonstration. On note d = deg(uu). (z,u(z),...,u?"!(z)) forme une base de K[u] - z.
Soit f € E* telle que

f(@) = flu(z)) = ... = fu*2(z)) = 0 et f(u?!(z)) =1.






Alors (f, fou,..., f ou?™!) forme une famille libre de E*.

En effet, si zg;(l, arfou® =0, en évaluant cette expression en les ui(z) (pour 7 allant de 0
& d—1), on obtient successivement ag_; =0 ... a; = 0. On note F le sous-espace engendré
par cette famille. Alors :

o FL est stable par u
Soit y € FL. Alors f(u*(y)) = 0 Vk € [0;d — 1] done f(u*(u(y))) = 0 V& € [0;d — 2].
Reste & montrer que f(u%"(u(y))) = 0 pour avoir u(y) € FX. Mais f(u¢(y)) = 0 puisque
u?(y) est combinaison linéaire des u*(y), (k < d), donc u(y) € F-+.

o FLoK[u-z=FE
Soit y € FLNK[y| - z. Alors y s’écrit y = Zg;é ar u*(z). On applique successivement
fou' (pour i allant de 0 & d — 1), pour obtenir ag_; =0 ... ag = 0, d’ott y=0.
On conclut avec I’égalité des dimensions : dimK[u] -z = d et dim F*+ = dim E* —dim F =
n—d.
a

Théoréme 1. Il existe une famille de polynémes unitaires Py ... Py de K[X] telle que :
o P; | Py |...| A
o I = @izl Klu] - zx 0% gz = Pr

Démonstration. On choisit (grace au lemme®) zy € E vérifiant gy z, = . On a alors
d’apres la proposition que E = K[u] - z & S avec S stable par u. Le polyndéme minimal
de I'endomorphisme induit ug divise u,, donc on recommence avec ug, et on obtient par
récurrence une décomposition dite de Frobenius : E = @;_; K[u] - 7.

O

Corollaire 1. II eziste une famille de polynémes unitaires Py ... Ps de K[X] telle que :
° Ps ] Ps_]_ | I Pl

Cp,
o il eziste une base e de E telle que Mat.(u) = ,

Cp,

ot Cp désigne la matrice compagnon du polyndéme P.
Démonstration. 11 suffit de considérer la décomposition donnée par le théoréme, E =
D, Klu] - zx avec py z, = Py et de prendre pour base
e = (z1,u(z1), ..., u " (z), ..., Ts, u(zs), oy uL(z)) ol dy désigne le degré de Pj. O

1. Pas le lemme de Zorn, hein
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