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Théoréme de Liapounov

On considére le systéme difféerentiel y'=f(y), y(0) = 2 ou f : B* — R®
est de classe C! et f(0) = 0. Si Dfy a ses valeurs propres de partie réelle stric-
tement négative, alors 0 est un point d’équilibre attractif du systéme différentiel,

Lemme : On note A = D fy. Il existe des constantes a > 0 et M > 0 telles
que [[et?]| £ Me™2t powr ¢ suffisamment grand.

Démonstration : On utilise la décomposition de Dunford de A: A = D + N
avee D diagonalisable, N nilpotente et D et N commutent. On a et = PtV

A1 0 etht 0
D=P PhghdPia P p-t
-0 An 0 etdn
etM 0
I Il = maz |e**| = e # ot p=— maz Re(\) > 0.
AESp(D) © AeSp(D)
0 gtrn
Par sous-multiplicativité de la norme, [|e!P|| < ||P|le**||P~L|| = O(e~*).

. d ok
Comme N est nilpotente d’ordre d < n, ||V < AZ '”)’:—,‘"H“[ = O(t%).
=

Ainsi, [|et| < e[l N || = O(tde=#t) = O(e™%*) par croissance compa-
rée.
On introduit maintenant la fonction de Liapounov :

20
Va,y e R" b(x,y) = J- < ety ety > dt.
0
Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, |< etiz, ety >|< ||t z|a]|et A y|]2 < M2~ 24 |2||a]y]]2-
Donc, la fonction ¢ —< etz !y > est intégrable et b est bien définic.
Montrons que b est un produit scalaire :
Par linéarité de I'intégrale, b est bilinéaire.

e
b(z,2) = J ||t x| |2dt = 0 et ||et4z||3 = 0 ssi z = 0. b est bien définie positive.
0

Notons g(x) = b(z,z) la forme quadratique associée a b, /g est donc une
norme sur R®. On a :

q(x +h) = q(z) + 2b(z. h) + q(h) .
—
a(h)



Done, Dg.(h) = 2b(x, k).

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une solution ¥ maximale de
I'équation différentielle définie sur un intervalle I contenant 0 et

q(Y) = Dgy (Y') = 2b(Y,Y") = 2b(Y, F(Y)).

Posons r(Y) = f(¥Y)— AY. Ona ¢g(Y) =2b(Y,r(Y)) + 2b(Y, AY). Calculons
2b(Y,r(Y)) et 2b(Y, AY).

X’
2b(Y, AY) = QJ < Y, e Ay > dt = [||eY)|3]F = —||Y |3 < —kq(Y).
0
La derniére inégalité résulte de I’équivalence des normes en dimension finie.

r(Y) = f(Y) - f(O Dfp(Y ) = ( ). Donc, comme ,/g est une norme,

¥z > 0.3a > 0,q(Y) € a = /q(r(Y)) € 24/¢(Y). Done, par l'inégalité de

Cauchy-Schwartz :

26(Y,r(Y)) < 24/q(Y)q(r(Y)) < 2eq(Y).

En prenant = < % onag(Y)<a=gq(Y) € —38¢(Y) avec 5 > 0.

On suppose que g(zg) < a. Montrous que ¢(¥'(¢)) < a pour tout #€ I nR*. On
suppose par l'absurde qu’il existe t¥ € I n R™ tel que ¢g(Y (£)) =2 a:
L'ensemble {t € I nR™,g(Y(¢)) = a}) est non vide et sa borne inférieure tp
est atteinte par continuité de g et de Y'; on a de plus ¢(Y({p)) = a car il
existe ¢’ tel que ¢g(Y (t')) = a par le théoréme des valeurs intermédiaires. Alors
a(Y(to)) = a = q(Y)'(t0) < —Bq(Y (t0)) < 0.

11 existe donec 0 < §; < fp tel que g(Y'(£1)) > g(Y (fn)) = a. d’ou la contra-
diction.

Done, Vt € InR*, g(Y (£)) < a. On pose u(t) = eftg(Y (1)), ¥/ (t) = 5 (Bg(Y (£)+

g(Y)'(1)) <0.
Done,

Yee I nRY,ePlq(Y (1) < 0(0) = glzo) = (Y (t)) < glxzo)e ™

Enfin, comme Y est bornée pour tout ¢ = 0, le théoréme des bouts montre que
la solution est définie sur R™.



Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Théoreme :
Soit U un ouvert de R x R¢, [ : U — RY continue et localement lipschitzienne en la variable
détat, (to,yo) € U. Alors il existe une unique solution mazimale au probléme de Cauchy

(A7)
(€5 { y(to) = wo

Démonstration :
Nous allons aborder la preuve en trois étapes :

- Etape 1 : existence et unicité locale de la solution grace au théoréme du point fixe de
Banach.

- Etape 2 : unicité de la solution sur tout intervalle.

- Etape 3 : existence d’une solution maximale.

Etape 1 :

f est localement lipschitzienne en la variable d’état donc il existe T > 0, R > 0. k > 0
tels que Cp := [to — T,to + T] x B(yo, R) C U et ¥t € [tg — T, to + T), Vz1,22 € By, R),
[|f(t,21) — f(t, 22)|| < kl|z1 — 22]|. On fixe donc ces parametres.
De plus, f est continue donc M := supl|f|| < +oo.

Co

Soit 7 = mun(T, M- Z’k)'

On pose alors : X := C%([to — 7, to + 7], B(w, R)) et
F: X = C%to—r1,tp+7],RY
t
z =ty [, fso2(s))ds
(X,||-||ac) est un espace de Banach. On va donc montrer que F : X — X est contractante
pour lui appliquer le théoréme du point fixe de Banach, ce qui montrera bien 1'existence et

I'unicité locale de la solution.
Déja,size Xetl €llg—r1,ly+ 7]

IF(2)(t) — yol| < |t — to|M
STA]
<R

donc F(z)(t) € B(yo, R)). donc F(X) C X.



De plus, si z1, 22 € B(yo, R),

IF(z1) - F(z)lloo = sup IIl/E.(f(S-.zl(S))—f(3=22(3)))d31|

te[to—T.to+T7] 0

< sup /knzl(s)—zg(s)nds

telto—m.to+7] A 1o

t— tUl'”Zl - z?“oo

<  sup &k
te[to—7.to+7]
< k7|21 — 22/l

il

< —”31 - Z.’ZHoo

F : X — X est donc bien contractante. On a donc trouvé une solution unique dans
I'ensemble X.

Etape 2 :

Soit z et y deux solutions de I'équation définies sur un intervalle J ouvert, qui coincident en
un point de J. Montrons que z = y.

Soit @ = {t € J, z(t) = y(t)}. © est un fermé non vide de J.

Soit tg € 0 et yo = z(to) = y(to).

D’apres 'étape 1, il existe 7 assez petit tel que z = y sur [to—7, tp+7], donc [to—T, to+7] C §2.
Q est donc un ouvert de J.

J étant connexe, on en déduit que Q = J, donc z = y.

Etape 3 :

Soit F = {J intervalle non réduit & un point tel que ¢, € J et il existe une solution de
(C) sur J}. D’aprés I'étape 1, cet ensemble est non vide puisque [tqg — 7,0 + 7] € F.

Posons alors I = |J J. I est un intervalle par union d’intervalle ayant un point com-
JEF
mun (c’est tp).

En notant y;, et v, deux solutions définies sur Jy, Jo € F, par I'étape 2, Y7, et y , coincident
sur J; [ Jo.

Il existe alors une solution de (C) définie sur I : en effet, la fonction y qui coincide avec
y; V.J € F est solution de (C) sur tout sous-intervalle de I, donc sur  tout entier.

De plus, cette solution est maximale car si § prolonge y sur I>I, alorsI e FdonelCI
donc [ = 1.



