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Formule des compléments
ref : Stein-Shakarchi : complex analysis

THEOREME 8.1 On définit ' sur |0, +oo[ par I'(s) = 0+°° t*=te=*dt. On a alors pour s €)0,1],

™

T —s) = sin7s

PREUVE.

Tout d’'abord, I est bien définie pour s > 0 car en 0 l'intégrande est équivalent & t5~1 qui est
intégrable par le critére de Riemann et en +oco on a une décroissance exponentielle.
Réécrivons le membre de gauche :

+00 +co +o0  p+oco
L(s)I(1—-s)= / ( f e du)t et = / / (vt) e Vit et dudt
0 0 0 0

en faisant le changement de variable v = tw.
D’oii, par Fubini,

e—(l-i—u}t +oo dv
F(S)F(l b S) = // e duvdt —A m

En posant @ = 1 — s, ce qui ne change pas le terme de gauche, on est donc ramené & calculer,

pour a €]0,1] :
+oo ga-1
/ dv
0 140

On va utiliser le théorémes des résidus : Tout d’abord, en posant v = e%, qui est un C!-
diffeomorphisme de R dans |0, +oco[ on se raméne & calculer :

+00 ety
I(a)=f 1+e’5d$

La fonction f(z) = £== +e‘ est holomorphe sur C \ im + 2inZ.
Calculons le résidu de f en iw.
. :azz_i’ﬂ- iaw im _ _ iaw
(z—im)f(z) =€ g Aol L e

On applique le théoréme des résidus & f avec le contour I' défini par le rectangle de sommets
—R, R, R+ 2im,—R + 2in dans le demi-plan supérieur orienté dans le sens trigonométrique. Ce
contour enferme seulement un péle de f & savoir im.

f f(z)dz = —2ime™™
r

Calculons le membre de gauche morceaux par morceaux :

R+2iw 2m ga(R+i6) (a-1)R
a—
JARECITE 'f Trerrmdfl S0 22230

—R+42iw 27 —R+if) , R
s < Clee
|/ f(2)dz| = |/ L T < e ——0



f o f(z)dz = /}; - f(2im + z)dz = —e™ /; Z f(z)dz

R+-2im
En passant 4 la limite quand R tend vers 4co, on obtient, puisque f est intégrable sur R :

I(a)(1 — €¥™) = —2ime™
D’o1, en factorisant par I’arc-moitié :
ima

-
He)= —227r1 —¢%me  sinna

™

Legons concernées : 236, 2?;9, 245



ETUDE DE LA FONCTION GAMMA

£ LD

I' € C*(]0; +oo], R) et, pour tout k € N, pour tout T €]0;+oo[,
P)(2) = [ In(t)ke=1e-tdt,

Démonstration. Soient £ > 0 et A > £. Démontrons que T' € C*(J¢; A|, R).

Soit. f :]0; +oa[x]e; A[—+ R définie par f(t;z) = t3~te ¢,

1. Pour tout ¢ €]0; +oof, la fonction f; : =+ t2"e™* est de classe C%(j¢; A[, R).
2. Pour tout k € N, pour tout (t;z) €)0; +oco[x]e; A[ : wmrﬂ z) =In(t)k¢=-1e .

3. Soit zg €]e; A[. Si ¢ €]0; 1], alors £%0~! € t*~! et si t € [1;+o00], alars t70~1 g $4-1,
Donc, pour tout (t; z) €]0; +oo[x]e; A, on & :

09 < a0 (ot + 4~ e ) = 009

4, hhﬁc& = .ﬁ | In{t)|Fe~*t5dt. Or, [In(t)|*e~tte-1 = oﬁ}u et, d’aprds Rie-

mann, [ m.lmw& converge. [;F*° g(t)dt = [;¥*° (In(t)) ke~teA—2dt,
Or, (In(t))*e~t¢4~' = o(%) et, d’aprés Riemann, .__._.._.8 #dt converge. Ainsi,

+oo
c+8 g(t)dt converge. D'aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale avee
domination, on a : I € £*°(]0; +co[, R) et :

+co
Yk € N, Yz €)0; +oof, T (z) = \ In(e)e= et
1]

Les fonctions I’ et In(I") sont strictement convezes.

Démonstration. 1. 11 est clair que pour tout = €]0; 4-00[, I'(x) > (). Done la fonetion

In(I") est bien définie sur J0;: +oof.
2. D’aprés la proposition 937, on a : ¥V €]0; +oof, ' (x) = =+.E (ln(e))? t==te~tdt, Il
est done clair que, pour tout x €)0); +oof, I'(x) > 0. Par conséquent,, I est. stricternent

CONvEexe.

3. (In(r)” = ﬁhv = h.,ulum_l,_.m. I'? étant, clairement positive sur ]0; oo, démontrons

que I'T" = T2 est positive sur 0; +oo].
Pour toul x €]0; +-c0|, on a
M) = [ (Infe)? = e tdt
I(z) = .?._.8 == le—tdt
I(z) = .hu+8 In(t)e*'etdt
Eerivons In(t)t=~let = Tusﬁulml_a.,wv Tﬁ:ﬁ_ a.:wv. D’aprés I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a ;

+o0 +oo +oo
\ In()t* e tdt < \ (In(t))* t=—1e~tdt x \ te—le—tdt
) 0 0

Soit : I'(z) < /T"(z) x +/T(z). D'od : IM(z) € M(z)I(z). Il y a égalité si, et
seulement si, les fonctions ¢ — E?Vnud.h e~% et t — T e~ sont proportionnelles.
Ce qui n'est manifestement pas le cas. Donc :

¥z €]0; +oof, ["¥(z) < I''(z)T'(z)

Ainsi, (In(I"))"” > 0 et In(T") est strictement convexe. O

. .mmpoo:au = n__.ﬁuﬁhav = 400 et I' posséde un unique minimum

sur ]0; +oo].

Démonstration. Pour tout = €]0; 400, [(z) = o+8 t==le~tdt.
Or, la fonction ¢ — #*~!e™* est positive sur ]0; +-o0[. D'oit : I'(z) > .?w t=~le~tgt,
De plus : Vi €]0; 2], £*~*e™* > t*~1¢~2, Donc :

2 = 2 9%
I(z) > \. t*~le~2dt = ¢~? Tg =—
0 e

0 i

Or : 5 o
lim— = lim —
z-Hze?  z9+ooze?

Done, par comparaison, lim ['(z) = limI'(z)
Z—++ou =0 m

établie 4 la proposition 938 suffit alors & expliquer la présence d’un unique EEHED
enr 1N LAl

+00

I

+00. La stricte convexité de I’






