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Prérequis (programme du cours TMB)

—_

Espaces vectoriels et vecteurs de R? et R? (produits scalaire, vectoriel et mixte)
Applications linéaires et matrices (produit, détérminant, matrice inverse).
Géométrie cartesienne dans le plan et dans I'espace (droites, coniques, plans, quadriques).

Dérivées et intégrales des fonctions d’une variable (Taylor, extrema, primitives).

ot N

Equations différentielles du ler ordre.

Programme du cours Math 2 - Partie A

1 — Fonctions de plusieures variables

Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques.

Ensembles ouverts, fermés, bornés et compacts.

Fonctions de deux ou trois variables. Graphes. Lignes de niveau.

Opérations entre fonctions. Composition. Changement de coordonnées.

. 2 — Dérivées

Idée de limites et fonctions continues.

Dérivées partielles. Fonctions (contintiment) différentiables.

Dériveés directionnelles.

Gradient.

Différentielle.

Matrice Jacobienne. Jacobien du changement de coordonnées.

Resumé sur les dérivées.

Régle de Leibniz et régle de la chaine.

Dériveées partielles d’ordre supérieur. Théoréme de Schwarz, matrice Hessienne.

Formule de Taylor.

. Points critiques, extrema locaux et points selle.

Programme du cours Math 2 - Partie B

3 — Intégrales multiples

Intégrale simple comme somme de Riemann.

Intégrale double. Théoréme de Fubini. Changement de variables.
Intégrale triple. Théoréme de Fubini. Changement de variables.

Applications : aire, volume, moyenne, centre de masse.

4 — Champs de vecteurs

Lois de transformation par changement de coordonnées : fonctions et champs.

Champs scalaires et surfaces de niveau.

Champs vectoriels, repéres mobiles, courbes intégrales.

Champs conservatifs : champs gradient, potentiel scalaire. Rotationnel, Lemme de Poincaré.

Champs incompressibles : champs & divergence nulle, potentiel vectoriel. Lemme de Poincaré.

5 — Circulation et flux
Courbes paramétrées.
Circulation le long d’une courbe.
Surfaces paramétrées.

Flux & travers une surface. Théorémes de Stokes et de Gauss.



TD 1 - COORDONNEES ET ENSEMBLES

Exercice 1 — Changement de coordonnées des points
Dessiner les points suivants, donnés en coordonnées cartesiennes, ensuite trouver leur expression en coordon-
nées polaires (p, ) (dans le plan) ou cylindriques (p, ¢, z) et sphériques (r, ¢, ) (dans I'espace) :

a) Dans le plan : (V3,1), (1,4/3), (v3,-1), (—=V3,1), (2,-2), (0,5), (=3,0), (—1,-1).
b) Dans I'espace : (1,1,1), (1,1,-1), (1,-1,1), (0,2,1), (1,-1,0), (0,1,—1), (0,0,3).

_

Exercice 2 — Expression en coordonnées cylindriques et sphériques
Exprimer les quantités suivantes en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) et sphériques (r, ,0) :

a) z(2? +y?) d) (22 +y?)% + 24
b) z(y? + 22) e) 22 +y? + 22 — 2y
22 4 g2 — 22

LY s
c) zy/x? 4+ y? ) 22 1+ y2 + 22

_

Exercice 3 — Ensembles ouverts, fermés, bornés, compacts
Dessiner les sous-ensembles suivants de R? ou de R? en précisant leur bord, et dire s’ils sont ouverts, fermés,
bornés et compacts (en justifiant la réponse a partir du dessin) :

a) Dans le plan :

A={(z,y) e R |y=a® y<az+1}
B={(z,y) eR* |y >2?}
C={(x,y)e]R2|y>:v2}
D:{(x,y)e]R2|y>x2,y<a:+1}
E={FeR’|p<3, 0<p<m/2}
F={feR’|1<p<3, 0<<p<7r/2}
G={feR’|p=3}

b) Dans 'espace :
z,y,2) R |2 <y<az+1, 0<z<2}

z,y,2) e R | y > 22, z>0}
eR*|0<2<1,0<y<lz<l-—uz}
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Corrigé




TD 2 - FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Exercice 4 — Domaine de fonctions
Trouver le domaine des fonctions suivantes et le dessiner dans un plan ou dans 'espace :

a) f(x,y) = W c) g(x,y,2) = ;:HEZ;
b) F(z,y) = ;Q_ij d) h(z,y) = (vw2 + 2"@1“)

Corrigé

Exercice 5 — Lignes de niveau et graphe
Trouver les lignes de niveau des fonctions suivantes et dessiner celles des niveaux indiqués.
Ensuite, dessiner le graphe de f en remontant chaque ligne de niveau a son hauteur.

a) f(z,y) = /22 + y?, dessiner les lignes des niveaux 0, 1, 2, et 3.
b) f(z,y) = 2% + 4y, dessiner les lignes des niveaux 0, 1, 4 et 9.

2
c) f(z,y) = il (avec x # 0), dessiner les lignes des niveaux 0, 1, 2, —1 et —2.
x

_

Exercice 6 — Graphe de fonctions
Trouver a quels graphes correspondent les fonctions suivantes.

r,y) = 2% + 49? d) f(x,y) =sin(z
b) f($7y) =2 e) f(xay) = Sin(:l;

5
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Corrigé

Exercice 7 — Composées
Calculer les possibles composées des fonctions suivantes :

R —R, flz,y) =22 +y?

Exercice 8 — “Décomposées”
Exprimer les fonctions suivantes comme composées de fonctions élémentaires :

a) f(z,y) = va*+y°

b) gla,y) = )

)
¢) F(x,y,z) = sin(z? + 3yz)
1
d) G(z,y,2) = PR B

Exercice 9 — Changement de coordonnées de fonctions
Exprimer les fonctions suivantes en coordonnées cylindriques et sphériques :

a) f(z,y,2) = z(a® + 9%
b) g(xaya Z) = ln($2 + y2 + Zz)

C) h(.’IJ,y, Z) = 2’ +y2 — 2
2 +y2+ 2z
d) F =Y 7 -
) (xvyaz> 22 +y2 T 22

e) G(z,y,2) = xy + 2°
f) H(z,y,2) = (a® +y°) ¢

2



Corrigé




TD 3 - DERIVEES, GRADIENT, DIFFERENTIELLE, JACOBIENNE

Exercice 10 — Fonctions différentiables
Pour les fonctions suivantes, calculer les dérivées partielles (ot exactes s’il n’y a qu’une variable) et détérminer
I'ensemble ou les fonctions sont différentiables :

a) f(z,y) =y sin(zy) e) G(R,T) = R3T + R*T? + RT3
b) glwv) = (w? i) ) 6(p,0) = (0(?¢*), Iy — g + 1))
c) hz,y,z) = (mQ(y +1), 222,y + 1) g) u(w,t) = (e*t,sin(wt), wt)

d) v(t) = (V2 +¢t,v2 1) h) F(r,¢,0) = (rcose,rsind)

Corrigé

a) f(x,y) = ysin(zy)

of
ox EC

gi(l‘, y) = sin(xy) + zy cos(zy)

,y) = y?sin(zy)

Domaine : Dy = R2. Puisque les dérivées partielles sont définies et continues sur R?, la fonction f
est de classe C! sur R2.

b) g(u,v) = (uv%ﬁ)

ZZ(“’”) - ( 2’_(u+v1—1)2>
o) = (00— )

Domaine : Dy = {(u,v) eER? |u+v—1# O}. Puisque les dérivées partielles sont définies et

continues sur Dy, la fonction g est de classe C'! sur Dj.
0) hiz,y,2) = (e + 1) 22,y +1)

oh )
%($,y,2) - (2x(y+ 1)72 70)

ZZ(x,y, z) = (xQ,O, 1)
?;(x,y, z) = (0,23:2,0)

Domaine : Dj, = R3. Les dérivées partielles sont définies et continues sur R?, donc la fonction h est
de classe C! sur R3.
d) v(t) = (V2 +¢,v2—1)
G 5=
22+t 22—t

Domaine : D, = {t eR|2+t>0,2—-t> 0}. La dérivée est définie et continue sur I’ensemble

Y (t) =

D= {t eER|24+t>0,2—t> 0}, donc la fonction ~y est dérivable sur D et méme de classe C.




e) G(R,T) = R3T + R*T? + RT®

Z;’;(R, T) = 3R*T + 2RT? + T3
oG 3 2 2
7 (R, T) = R + 2R*T + 3RT

Domaine : D¢g = R2. Puisque les dérivées partielles sont définies et continues sur R?, la fonction G
est de classe O sur R?.

£) ¢(p,q) = (In(p?¢®),In(p — ¢ + 1))

2
Zi(p’q) - (12?232’171) - <12J’piq>
2
0 = G =) = (G 5=3)

Domaine :
Dy = {(p,Q) e R?*|p’¢*>0, p—q+1 > 0}
= {(p,q)€R2\p¢0, q#0, q<p+1}.

Puisque les dérivées partielles sont définies et continues sur Dy, la fonction ¢ est de classe C! sur
Dy.
g) u(w,t) = (e*t,sin(wt),wt)

a—(w, t) = (te", tcos(wt), t)
w

—(w,t) = (we“t,wcos(wt),w)

Domaine : D, = {(w,t) € RQ} = R2. Puisque les dérivées partielles sont définies et continues sur

R?, la fonction u est de classe C! sur R2.

h) F(r,¢,0) = (rcosp,rsin6)

oF .
E(T’ ©,0) = (cos go,sm@)
oF .
%(r, ©,0) = (— rsm<p,0)
oF

%(r, ©,0) = (O, 7 COS «9)

Domaine : Dp = {(r, ©,0) € R3} = R3. Les dérivées partielles sont définies et continues sur R?

donc la fonction F est de classe C1 sur R3.

Exercice 11 — Gradient et différentielle des fonctions réelles

Pour les fonctions suivantes, ecrire le gradient et la différentielle en tout point, et puis au point indiqué :
a) f(r,y) = ysin(ay) en (1,7)
b) G(R,T) = R3T + R*T? + RT® en (3,2)



a) f(x,y) = ysin(zy)

2 il
Vi(z,y) = Ve Vi, r/2) = T cos(m/2) _
sin(zy) + zy cos(zy) sin(m/2) + 5 cos(m/2)
0
1
df (zy) = y? sin(zy) dz + (sin(:ny) +xy cos(xy)) dy df(1,m2) = WTQ dz + dy

b) G(R,T) = R3T + R*T? + RT3

3R2T + 2RT? + T3 3:9-2+2-3-4+8

VG(R,T) = YG(3,2) = _
R3 + 2R?T + 3RT? 27+2-9-2+3-3-4
86
99
dGnr) = (3R2T+2RT*+T%) dR+ (R*+2RT +3RT?) dT dG(s.) = 86 dR+99 dT

Exercice 12 — Dérivée directionelle
Pour les fonctions suivantes, trouver la dérivée directionelle dans la direction du vecteur donné :

a) f(z,y) = yln(xy) dans la direction de 0 =7 + 27
b) g(z,y,2z) = ze¥* dans la direction de 7 = 7 — 27 + 3k.

Corrigé

Exercice 13 — Matrice Jacobienne des fonctions vectorielles
Pour les fonctions vectorielles suivantes, calculer la matrice Jacobienne et, si possible, le déterminant Jacobien
en tout point, et puis au point indiqué :

a) g(u,v) = <uv2,u+i_1> en (1,1)

b) h(z,y,z) = (acz(y + 1), 222,y + 1) en (1,0,1)
¢) ¢(p.q) = (In(p?¢*),In(p — g + 1)) en (1,1)
d) u(w,t) = (e*!,sin(wt),wt) en (m,1)

)

e) F(r,p,0) = (rcosp,rsinf) en (v2,2,7)

10



v2 2uv Quv — v2
det J, = — = det J,(1,1) =1
e Jo(t) (wro—12  (utv—12 (u+v—1)2 021
22y +1) 2z(y+1) 22 0
b) h(l‘,y, Z) = (EZ2 = Jh(xvzh Z) = 2’2 0 2zz Jh(lval) =
y+1 0 1 0
2 1 0
1 0 2
010
det Jy(z,y,2) = —42%(y + 1)z det J,(1,0,1) = —4
In(p*q?) 2 2 2
c) ¢(p,q) = = Jy(p,q) = 1 ‘L Js(1,1) =
In(p—q+1) =l o 1 -1
2 2 2(p+q)
det Jy(p,q) = — — = — det J4(1,1) = —4
4P 9) plp—q+1) qlp—q+1) pa(p—q+1) o(L,1)
ewt tewt wewt e7r 7.‘_e7r
d) u(w,t) = | sin(wt) =  Ju(w,t) = | tcos(wt) wcos(wt) Ju(m, )= -1 —7x
wt t w 1 T
T COS Cos —7rsin 0
e) F(r,p,0) = i = Jr(r,p,0) = 7 7
rsin 6 sin 6 0 r cos 6
cos(m/4) —+/2sin(7/4 0 V2/2 —1
PP O (/) Rz
sin(7/4) 0 V2 cos(m/4) V2/2 0 1

Exercice 14 — Dérivée directionelle

Un randonneur se proméne sur une montagne qui ressemble au graphe de la fonction f(z,y) = 232, dans
un voisinage du point (2,1). Il arrive au point (2,1,2) = (2,1, f(2,1)) de la montagne depuis la direction
d=27— 7, et 1a demarrent trois chemins de direction

— -

U=7—27, U=7+7 e wW=7-71.

a) Quel chemin doit-il prendre pour monter la pente le plus doucement possible ?

b) Quelle est la direction ou il faudrait réaliser un nouveau chemin qui monterait la pente le plus
rapidement possible ?

¢) Au retour, en passant par le méme point, quel chemin doit-il prendre, parmi les quatre existant, pour
descendre la pente le plus rapidement possible ?

11



Pour resoudre cet exercice il faut utiliser la signification des dérivées directionelles de f, analogue a
celle de la dérivée d’une fonction d’une seule variable : la dérivée 0z f(z,y) indique la croissance de
la fonction f au point (z,y) dans la direction . Attention : si ¥ n’est pas un vecteur de norme 1, la
“direction” de ¥ est donnée par le vecteur unitaire 7/||v]|.
Il faut aussi savoir que le gradient de f en (x,y) indique la direction de plus forte croissance de f en
(z,y).
a) Pour monter le plus doucement possible il faut choisir le chemin dans la direction qui donne la dérivée
directionelle de f au point (2,1) qui soit positive et plus petite possible.
Puisque les vecteurs indiqués ne sont pas unitaires, calculons les vecteurs unitaires associés :

l
-
_

1
F=7—-27=(1,-2) — O=-2 _ 1,-2) = — (1,-2),
7= (1,2 o=

— o 1 1

'l_)»:z‘f‘_‘: 1,1 — V:T— 1,1 —— ].

7= () - ay- .

= w 1 1
w=7-7=(-11) = W=-—-= (-1,1) = — (-1,1)

||| 1+1 V2

Pour calculer les dérivées directionelles on utilise le gradient de f en (2,1) :

y2

Vi, y) = donc Vi(2,1) =
2xy 4

Les dérivées directionelles de f dans les directions de @, ¥ et @, au point (2, 1), sont donc

— 1 1 1 1 7
0-f(2,1) = Vf(2,1)- U = — : — (1-8)=——,
7 (2,1) 7\ Y v ( 7
1 1 1 1 b)
F2,1) =VF©2,1) V= —= : =—=(1+4)=—,
o ( i\l v NG
1 1 —1 1 3
£(2,1) = VF(2,1) - — : = — (-1+4)=—.
O = 1 V2 V2
La direction de plus douce croissance est donc celle de .
b) La direction de plus forte croissance en (2,1) est celle de Vf(2,1) = =7+47.
4

c¢) Pour descendre le plus rapidement possible il faut choisir le chemin dans la direction qui donne la
dérivée directionelle de f au point (2,1) qui soit négative et plus grande possible en valeur absolue.

On a .
d=21-7=(2,-1) = D d ! (2,-1) ! (2,-1)
=4l — ] = s = = = y T = —F= sy L)y
laf]  v1+4 V5
donc

1

05f(2,1) = Vf(2,1)-D = ! 2 ) 92— 4) =
Df(v)_ f(?) _% 4 : 1 - (_)__

4
Bl

5

La direction de plus forte descente est donc celle de .

12



TD 4 — DERIVEES DES FONCTIONS COMPOSEES

Exercice 15 — Régle de la chaine
Soient x = z(t) et y = y(t) deux fonctions dérivables en tout ¢ € R. Trouver la dérivée par rapport a ¢ de

a) f(z,y) = 2* + 3zy + 5y° b) g(z,y) = In(z® + y?) c) h(z,y) = (gjygﬁy)

Y\ rrigd
Corrigé

a) Pour f(x,y) = 22 + 3zy + by?, appellons  f(t) = f(xz(t),y(t)), alors :

=—(2(t), y(t)) 2'(¢) + Z—;(lf(t%y(t)) y'(t) = (20(t) + 3y(t) «'(t) + (3x(t) + 10y(1)) ¥/ (1)

Exercice 16 — Régle de la chaine
Soit f : R? — R une fonction différentiable sur R?, de variables (x,%). Trouver la dérivée de f par rapport
a t quand

a) x =sint et y = cost b) z=etety=c¢

a) Pour x =sint et y = cost, appellons f(t) = f(sint,cost), alors :

)= &r( z(t),y(t)) 2/ (t) + ﬁy( z(t),y(t)) ¥ (t) = g—i(sint, cost) cost — %(sint,cost} sint.

Exercice 17 — Régle de la chaine
Soit f une fonction de plusieurs variables & valeur réelle, de classe C'. Calculer les dérivées partielles de la
fonction g en fonction des dérivées partielles de f, dans les cas suivants :

a) g(z,y, 2) = f(2® + 3yz,y° — 2%) d) g(z,y) = f(sinz,siny, zy°)
b) g(z,y,2) = (f(z* + 3yz,y* — z2))2 e) g(z,y) = In (f(sinz,siny, zy?))
c) g(z,y,2 ) In (f(2® + 3yz,y* — 2%)) f) gla,y) = efGinesinyzy®)

Exercice 18 — Régle de la chaine

Soit z(z) = f(x,y(x)), ot f: R? — R est une fonction de classe C! sur R? et y = y(x) est une fonction de
classe C' sur R. Calculer la dérivée z/(z) en fonction des dérivées partielles de f et de la dérivée de y par
rapport a x.

Appliquer la formule trouvée aux cas particuliers suivants (tous indépendants) :

a) f(x,y) = 22 + 22y + 49> c) y=ex
b) f(z,y) = zy® + 2y d) y=Inz

13



a) Si f(z,y) = 2% + 2zy + 4y° et z(z) = f(x,y(v)) on a :

#(a) = 5@, y(@) /(o) + S (@y(@) () = 20+ 20(2) + (20 + 8y(2)) /(2.

c) Siy(x) = e et z(x) = f(x,y(x)) = f(r,e3*) on a :

/(@) = 3 (@,y(@)) /(@) + 5@ y(@) ¥ (0) = Fe5) 4 Fom, ) 365,

Remarque : a) + c¢) [cas non demandé] Si f(z,y) = 22 + 22y + 4y? et y(x) = €37, alors

2(z) = %(x, y(z)) 2’ (z) + %(m,y(x)) Y (z) = 2z + 23 + (2z + 8€3$) 3e37.

Exercice 19 — Régle de la chaine
Soit f : R? — R une fonction avec dérivées partielles

0f(z,y) _ 2x of(z,y) @’

or  y—1 « y (-1

a) Calculer les dérivées partielles de la fonction F(u,v) = f(2u — v, u — 2v).
b) Calculer la dérivée de la fonction G(t) = f(t + 1,t2).

Corrigé

a) On a F = foh, ou h(u,v) = (2u — v,u — 2v), c’est-a dire qu’on pose

z(u,v) =2u—v et y(u,v) = u — 2v.
Donc
oF(u,v) of . B o(2u—v) of B o(u — 2v)
0 " w (2u — v, u — 2v) £ + % (2u — v, u — 2v) "
2 (2u —v) (2u — v)?

u—20v—1 (u—2v—1)2
4(2u —v)(u —2v —1) — (2u — v)?

(u—2v—1)2
_ (2u—v)(4u—8v—4—2u+v)
(u—2v—1)2
2u—v)2u —Tv—4)
- (u—2v—1)2

14



et également
0F (u,v) of o2u—v) Of o(u — 2v)
oo Y Qu— v —20) e+ 2 (2u—vu — )
pe 0:5( u—v,u— 2v) % + 6y( u—v,u— 20v) p.
_2(2u—v) 2(2u — v)?
 wu—20—1 (u—2v—1)2
_ —2(2u —v)(u — 2v —1) 4 2(2u — v)?
B (u—2v—1)2
_2Qu—v)(~u+2v+1+2u—v)
B (u—2v—1)2
_2Qu—v)(utv+1)
(u—2v—1)2
b) Ona G = foyouy(t) = (t+ 1,t2), c’est-a-dire qu’on pose
ct)=t+1 et  yt)=t.
On a alors
of dt+1 0f dt?
G'(t t+ 1,1 =(t+1,8%) —
) =510 = + 5,0+ L8
241 (t+1)2t
21 (t2 —1)2
2
S t—1 (t—1)2
. 2
o (t=1)
Exercice 20 — Différentielle de fonctions composées [Facultatif]
Soit f : R?> — R une fonction différentiable sur R?, et posons
a) g(w,y) = f(a* —y? 2zy) b) g(w,y,2) = f(22 — yz, 2y — 32)

Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f, et écrire la différentielle de g.

Corrigé

a) Sig(z,y) = f(x® — 32, 2zy), appellons (u,v) les variables de f, avec u = 22 — y? et v = 2zy. On a
alors :
ag f o(x* — ) f d(2zy)
6 0
=2z 0f(w — 97, 2xy)+2yaf(w — 4%, 2zy)

dg  df , 5 2 o(a® —y?) | Of 2 2 d(2zy)
dy  u (2" — v, 22y) oy * ov (2" — v, 22y) oy

5 Of o of 2 o

= —2y= (¢ —y°, 2zy) + 2o 5 (27 — y°, 2ay)

15



donc

8g 0g
+8_d

WYy = 5,
< 6_f x — 2, 2zy) + (ﬂc — 2, 2xy)> dx

of of , o o
+ (—2y%(x —y ,23;3/) +2x%(ac —y ,2:1cy)> dy.

Exercice 21 — Jacobienne de fonctions composées [Facultatif]
Soit h : R? — R? une fonction différentiable sur R?, et posons

a) g(xvy) = h(:l:Q - y2,2xy) b) g(l‘,y, Z) = h(2l‘ — Yz, Ty — 32)

Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de h, et écrire la matrice Jacobienne de g.

Corrigé

a) Pour z = sint et y = cost, appellons f(t) = f(sint, cost), alors :

f(t) = &’:U( z(t),y(t)) ' (t) + a—y(m(t),y(t)) y'(t) = g—i(sint, cost) cost — g—g(sint,cost) sint.

Exercice 22 — Jacobienne de fonctions composées
Soient F: R? — R? et G : R?2 — R? les deux fonctions définies par

F($ay) = ($6y,y6$)
G(u,v) = (u+v,u —v).

Calculer les matrices Jacobiennes de F', de G et des deux fonctions composées f = Go F et g = FoG.
Comparer les matrices Jacobiennes de f et de g au produit des matrices Jacobiennes de F' et de G.

Corrigé

Exercice 23 — Jacobienne de fonctions composées [Facultatif]
Soient F : R? — R? et G : R?2 — R? deux fonction différentiables sur R?, dont on connait les matrices

Jacobiennes

y? 2xy —2u 2v

JF(xay) = et JG(ua U) =
2t+1 1 3u? 1

Calculer la matrice Jacobienne et le détérminant Jacobien des fonctions composées f(x,y) = G(F(x,y)) et
g(u, U) = F(G(u,’l)))

Corrigé

Si F : R? — R? est fonction des variables (7, y) et G : R? — R? est fonction des variables (u,v), on
a que :

16



— la composée G o F : R? — R? est fonction des variables (z,y) et on a (u,v) = F(z,y), c’est-a-
dire que u et v sont des fonctions de (z,y), autrement dit : u = u(z,y) et v = v(z,y);

— la composée F o G : R? — R? est fonction des variables (u,v) et on a (x,y) = G(u,v), c’est-a-
dire que z et y sont des fonctions de (u,v), autrement dit : z = x(u,v) et y = y(u,v).

Les Jacobiens des fonctions composées sont donc

—2u 2v y? 2zy

JGOF(xay) = Jg(F(CL',y)) JF(JZ,y) =
3u? 1 2t +1 1

—2uy? 4+ 2v(2z + 1) —duzy + 2v
= ouu = u(z,y) et v =v(z,y);
3u?y? + 22y 6ulxy + 1

y? 2xy —2u v

Jroc(u,v) = JF(G(u,v)) Jo(u,v) =
20 +1 1 3u? 1

—2y%u + 6xyu’ 2120 + 2xy
= ou z = x(u,v) et y = y(u,v).
—2(2z + Du+3u? 22z +1)v+1

17




TD 5 - HESSIENNE, TAYLOR, EXTREMA LOCAUX

Exercice 24 — Matrice Hessienne
Calculer la matrice Hessienne et le détérminant Hessien des fonctions suivantes, en tout point et puis au
point indiqué :

a) f(z,y) = 2%y +2%y® + 2y en (1,-1) c) h(z,y,2) = xy> +y2* en (0,1,2)
u? — v?
b) g(p,0) = psinf —Osinp en (0,7F) d) F(u,v) = Er2 (1,1)

Corrigé

3z%y + 2zy? + o3
a) Pour f(z,y) = 23y + 2%y% + 23>, on a Vf(:]:, y) = Y s
x3 + 222y + 3z
6zy +2y°  3z% + dzy + 3y° -4 2
Hy(z,y) = o o H(1,-1) =
322 + 4oy + 3y? 222 + 62y 2 —4
det Hy(x,y) = 4zy(3z + y)(3y + x) — (322 + 4zy + 3y?)? det H(1,—-1) =16 — 4 = 12.
sin§ — 0 cos ¢
b) Pour g(p,0) = ¢sinf — fsinp, on a Vg(@, 0) =
pcosf —sin @
0 sin cos ) — cos ¢ - 0 -1
Hg(@ae) = H!](Ov §) =
cos 6 — cos ¢ —psiné -1 0
det Hy(p,0) = —pf sin psin — (cos § — cos p)? det Hy(0,%) = —(—1)? = —1.
Y2
c) Pour h(z,y,2) = zy? + y2z? on a vh(x, y,2) = | 2zy+ 22
2yz
0 2 0 02 0
Hy(z,y,2) = | 2y 22 22 Hp(0,1,2)=1 2 0 4
0 2z 2y 0 4 2
2y 2z
det Hy,(x,y,2) = —2y det =n—2y(2y)? = 8> det Hy(0,1,2) = —8.
0 2y
u? — v? 4 uv?
d) Pour F(u,v) = —4——— on a VF(u,0) = ————
u? + v? (w?+v2)2 | _y2y
4 v2(v? — 3u?) 2uv(u? —v?) -1 0
HF(U,Q}) =75 T 93 HF(17 1) =
(u? +v?) 2uv(u? —v?)  u?(3v? — u?) 0 1
16
det Hp(u,v) = (R (u2v2(v2 — 3u?)(3v? — u?) — du?v?(u? — v2)2> det Hp(1,1) = —1.

Exercice 25 — Laplacien
Calculer le Laplacien des fonctions de ’Exercice 24 en tout point, puis au point indiqué.
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Corrigé

a) Af(z,y) = 6xy + 2y + 222 + 6zy = 222 + 122y + 2y% et Af(1,—1) = —8.
b) Ag(p,0) = Osinp — psinf et Ag(0,7) = 0.

c) Ah(x,y,z) =2z + 2y et Ah(0,1,2) = 2.

d) AF(u,v) = v?(v? — 3u?) + u?(30? —u?) = v* —u et AF(1,1) = 0.

Exercice 26 — Fonctions harmoniques

Trouver les valeurs de ¢ € R* pour lesquels la fonction w(x,y,t) = 2% + y? — 2t?

est harmonique.

Corrigé

La fonction u est de classe C? sur tout R3, car ¢’est un polynéme. Alors, il faut trouver ¢ € R* tel que
Au(z,y,t) = 0 pour tout (z,y,t) € R3. Calculons :

2z
Pu Pu Pu 9 9
Vu(w,y,t)z 2y - Au(ﬁ,y,t)=@+a—y2+W=2+2—26 =4 —2c”.

—2c%t

Alors u est harmonique si ~ Au(z,y,t) = 2(2 — ¢?) = 0, c’est-a-dire si ¢ = +/2.

Exercice 27 — Laplacien

Soit f : R — R une fonction de classe C? sur R et posons F(z,y) = f(z — 2y).
: e 0°F °F
a) Calculer le Laplacien de F' en (z,y), c’est-a-dire la valeur AF(z,y) = ﬁ(m, y) + ﬁ(x, Y).
x y

b) Déterminer toutes les fonctions f telles que AF(z,y) = 25(z — 2y)*.

Corrigé

a) Calculons d’abord les dérivées partielles de F :

Lo =ra- 2 gy
o) = e -T2~ afa— )

Ensuite les dérivées doubles :

2
(;7];(%, y) = ddpz(f'(z - 2y))
= 1w~ ) 2D e gy
2
6675(%, y) = —2ddpy(f'(z — 2y))
— 2w~ 2) 222 - (220~ 2) = 41" (0 - )

En conclusion :  Af(z,y) =5f"(x — 2y).




b) On cherche les fonctions f pour lesquelles on a  5f"(x — 2y) = 25(x — 2y)* pour toute (z,y) € R2.

Si on pose z = x — 2y, on a

f"(z) = 252% f(z)= f5z4 dz = 2° + a, aeR

1
@)= [P +@yds= g +as+h abeR

Conclusion : AF(z,y) = 25(z —2y)* <= f(z) = £2° + az + b pour tout a,b € R.

Exercice 28 — Formule de Taylor
Donner la partie principale du développement de Taylor & I'ordre 2 des fonctions suivantes, autour du point

indiqué :

a) f(z,y) = BT autour de (0,0)
b) g(x,y) = ln(xy + 1) autour de (1,1) et puis de (1,—1)
¢) h(z,y) = e t37v ¥ autour de (0,0) et puis de (1,1)
d) u(z,y,2) =3+ 2z sin(r/2 + x + y?) autour de (0,0,0)
cos
— 0,0) =
) fe) = 0,0
sinz
- cosy _
V@D = | cosesing vieo=|
cos?y
Ccos T sin x sin y
" cos ~ cos? -1 0
Hiwy) = | "/ ’, H;(0,0) =
_sinzsiny  cosz(l +sin“y) 0 1
cos?y cos? y
coS T 1, 1, 9 9
Donc, pour tout (z,y) proche de (0,0) on a : =1—-ax*+ -y +o(z” + y°).
cos Y 2 2
b) g(x,y) = In(xy? + 1) g(1,1) =In2 et g(1,—1)=1In2.
v
2 1/2 1/2
Vo) = | 1 Y- ) e Faao /
_2my 1 -1
xy? + 1
_ 34 , 2 11 11
+1 +1 —7 5 1 5
Hy(z,y)= (y*+1)* - (2 )2 H(1,1)=| 2| et HQ,-1) 4 2
2 2a(l-a?) Ly L
(zy?+1)2 (22 +1) 2 2
Donc, pour tout (z,y) proche de (1,1) on a :
1 1
1n(33y2+1)=ln2+§(:c—1)+(y—1)—g(a:—l)z—i-f(x—l)( 1)+ o((x —1)? + (y — 1)?),
et pour tout (x,y) proche de (1,—1) on a :
1 1 1
In(zy®> +1) =In2 + i(m —1)—(y+1)— g(:c — ) — 5(30 —D(y+1) +o((z—1)2+ (y + 1)?).
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¢) h(z,y) = et3W+¥°  autour de (0,0) et puis de (1,1)
d) u(w,y,z) =3+ 2z sin(r/2 + x + y?) autour de (0,0,0)

Exercice 29 — Approximation

La puissance utilisée dans une résistance électrique est donnée par P = E2/R (en watts), ott E est la différence
de potentiel électrique (en volt) et R est la résistance (en ohm). Si E = 200 volt et R = 8 ohm, quelle est la
modification de la puissance si F decroit de 5 volt et R de 0.2 ohm ? Comparer les résultats obtenus par le

calcul exact avec I’approximation fournie par la différentielle de P = P(E, R).

E2
Pour la fonction P(E, R) = T posons :

Ey =200, Ry=8, Py=FEZ/Ry=200%/8= 5000,
E=FEy+dFE et R= Ry+ IR, avec 0F =-5 et 6R=-0,2.
Le calcul exact de P — Py donne :

E—0+0E)? 1952
(R;;R)) — Py = —— — 5000 = —125.
0

P=F= 7.8

La formule de Taylor de la fonction P(E, R) au premier ordre, au point (Ey, Ry), donne :

P — Py = dPg, g,)(0E,6R) + o(0E, 5R)

oP oP 2E, E?

~ ——(E 6FE + —(E, 0E = ——06E - =Y
aE( OuRO) +8R( OaRO) RO R% R
2-2 2002

= 800 (=5) = % (—0,2) = —250 + 125 = —125.

Remarque : les deux calculs donnent ezxactement le méme résultat, mais ce n’est que par chance!
En effet, dans la formule de Taylor, le reste o(0F,0R) est négligeable (tend vers zéro) seulement
dans la limite (0E,dR) — (0,0) et non quand JF et JR sont fixés (méme si petits a notre gotit). Si
on n’utilise pas une formule explicite (intégrale) pour estimer la grandeur de ce reste, les valeurs de
P — Py et de dP (g, g, (0F,0R) peuvent étre en réalité tres différents!

Pour étre “mathématiquement” corrects, il faudrait utiliser la formule de Taylor uniquement pour
E - FEy R — Ry
et

0 Ry

en fonction des erreurs relatives

estimer ’erreur relative , comme

dans ’exemple de cours.

Exercice 30 — Rappel : extrema locaux de fonctions d’une variable réelle [Facultatif]
Pour la fonction réelle
f(z) = In(2 — 222 + z),

trouver le domaine de définition et les points critiques. Ensuite déteminer le signe de f” dans les points

critiques : la fonction admet-elle des extrema locaux ?

Corrigé
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Exercice 31 — Points critiques et extrema
Pour chacune des fonctions suivantes, trouver et
extrema locaux ?

a) f(z,y) =2>+zy+y>+ 2z + 3y

b) g(z,y) = (@ —y)* + (z +y)°
c) h(z,y) = 2>+ y3 + 3xy

Corrigé

Vf(x, ) = 2x + 2y + 2

x+2y+3

2 1
1 2

Hy(z,y) = donc

donc le point critique est un extremum local.
2

2+6(z+y) —-2+4+6(z+y)

Hg(ZC, y) =

—2+6(z+y) 2+6(z+y)

des dérivées secondes.

ety =—(-1)2=-1.

a) Cherchons les points critiques de la fonction f(z,y) = 2 + zy + y? + 2z + 3y, de domaine R? :

La fonction f a donc un seul point critique (—

0
—f(—1/3, —4/3) =2 > 0, il s’agit d’'un minimum local.

Puisque >
ox
b) Cherchons les points critiques de la fonction g(z,y) = (z — y)? + (z + y)3, de domaine R? :
2(z —y) +3(z +y)? 0 2(z —y) =3(z +y)°
Vo(a,y) = = =
—2(z —y) + 3(x + y)? 0 4z —y) =0
T=y z =0
— —
z+y=0 y=20

La fonction g a donc un seul point critique (0,0). Est-il un extremum local ?

donc le point critique est un point plat, nous ne pouvons pas dire quelle est sa nature avec seulement

Cherchons les points critiques de la fonction h(z,y) = 2% + y + 3zy, de domaine R? :

322 + 3y 0 y = —x?
Vh(z,y) = = —
3y + 3z 0 z(z®+1) =0
Il y a deux solutions : la premiére est = 0 et y = 0, la deuxiéme est 23 = —1, c’est-a-dire z = —1,

étudier les points critiques. La fonction admet-elle des

d) Flz,y) =2 +y' = (z —y)°
e) G(z,y) = In(2 + 2?2 — 2zy + 6y?)

1
D H@Y) =m0 o

0 y=—2x—2
= —
0 —3z—1=0
x=-1/3
< 0
y=—4/3

1/3,—4/3). Est-il un extremum local ?

det Hy(—1/3,—4/3) =4 —1=3>0.

det H,(0,0) = det =4-4=0.

=2 2
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Au final, il y a donc deux points critiques pour h : (0,0) et (—1,—1). Sont-ils des extrema locaux ?

6z 3
Hp(z,y) = 5 6 donc det Hy(z,y) = 362y — 9 = 9(dzy — 1).
Y

Puisque det H,(0,0) = —9 < 0, le point (0,0) est un point col.
Puisque det Hy(—1,—1) = 9(4 — 1) = 27 > 0, le point (—1,—1) est un extremum local, et comme
oh

8_(_1’ —1) = -6 < 0, il s’agit d’'un maximum local.
7

d) Cherchons les points critiques de la fonction F(z,y) = % + y* — (z — y)3, de domaine R? :

423 — 3(x — y)? 0 4z® = 3(x — y)>
TF(r.y) - (=) _ — (z —y)
423 + 3(z — y)? 0 4(3 +2%) =0
y=-=w y=-=
< <
43 = 1222 422(x —3) =0

Il y a deux solutions : la premiére est x = 0 et y = 0, la deuxiéme est z = 3 et y = 3.

Au final, il y a donc deux points critiques pour F : (0,0) et (3, 3). Sont-ils des extrema locaux ?

He(o.y) = 1222 — 6(z — y) 6(x —y) ; 202 — (z—y) (z—y)
6(z —y) 12y* — 6(z — y) (z—y) 20— (z—y)

0 0
Puisque det Hp(0,0) = 36 det = 0, le point (0,0) est un point plat.

Puisque det Hp(3,3) = 36 det =36-(12)% > 0, le point (3,3) est un extremum local, et
0 12

comme 6_(3’3) =6-12 > 0, il s’agit d’'un minimum local.
x
e) G(x,y) = In(2 + 2% — 2zy + 63°)

1
D H@Y) = o 1o

Exercice 32 — Points critiques et extrema

Pour les fonctions representées par les graphes suivantes, indiquer tous les points critiques et les extrema
locaux :

2x-2 420 -2 -2t -yt e DRy + 1)’
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Exercice 33 — Application des extrema : optimisation [Facultatif]
On veut construire une boite en forme de parallélépipéde rectangle (ouverte en haut) !
de volume 4m?, avec base et faces d’aire totale minimale.

Quelles dimensions doit-on prendre pour la boite ?

Corrigé

Appellons x, y et z les trois dimensions de la boite, avec z la hauteur. Donc z,y,z € R et x,y,z > 0.
Le volume de la boite est alors zyz = 4m3.

L’aire totale des surfaces qui composent le bord de la boite (exclus le couvercle) est la somme des aires
suivantes :

base : xy, face avant : xz, face arriére : xz, face gauche : yz, face droite : yz,

soit une aire totale xy + 2xz + 2yz, que 'on veut rendre minimale. Cherchons donc les minima locaux
de la fonction f(z,y,z) = xy + 2xz + 2yz sous la contrainte xyz = 4.

La contrainte xyz = 4 donne z = —. Il suffit donc de chercher les minima locaux de la fonction
Ly
8r 8y 8§ 8
g(z,y) = f(ac?y,z:){xyzz4 =y + o + o =y + " + o avec x,y > 0.
On a
8 8
Vy(,y) = 9; . = ) i 64 8 —a’
w_F Ty —8=mﬁ—8=8 3 =0
8
— x — ]
3 =8 y=71° 2




La fonction g a donc un point critique (2,2). Vérifions que c’est un minimum local.

64 64 2
— 1 detHg(Q,Q):(8> —-1=8-1=63>0
Hy(z,y) = li 64 donc o2 64

donc le point (2,2) est bien un minimum local de g.
Conclusion : pour avoir une boite de volume égal & 4m? et aire totale de la base et des parois minimale,
il suffit de prendre les dimensions

4m3

base: x=2m et y=2m, hauteur : =z
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TD 6 - INTEGRALES DOUBLES ET TRIPLES, AIRE ET VOLUME

Exercice 34 — Intégrales doubles
Calculer les intégrales doubles suivantes :

a) || (1+z+2%)(*+y") dedy, ou D =1[0,1] x [0,1].
|

b) H(1+x+x3+y2+y4) dzdy, on D =[0,1] x [0,1].

c) ff(l +az+23+y% + y4) dxdy, ou D est la partie bornée du plan délimitée par les droites
r=0,y=z+2ety=—x.

d) Jf(l +z+ 2%y +y?) dedy, ou D est délimité par 2 = 0, y = + 2 et y = —2.

) ffsin(w +y) dedy, ou D est le triangle plein D = {(az,y) |lz>20,y=0, x+y< 7r}.

) [[-a— ) dedy, onD={(@g) |220,y>0. a4y < 1)
est un quart du disque unité.

) Jf z? drdy, ouD = {(z,y) |z>0, 1< 22+ < 2} est un secteur d’anneau.

_

Exercice 35 — Aire de surfaces planes
Calculer Daire des surfaces S suivantes :

a) S est la partie bornée du plan délimitée par les courbes d’équation y = z et y? = z.
b) S ={(z,y) e R*| y?/2 <z <2}
c) S est la partie du plan délimitée par l'ellipse d’équation %- t y = 1. [Poserxz = 2pcosp ety = 3psinp.]

Exercice 36 — Intégrales triples
Calculer les intégrales triples suivantes :

a) (1+ 232y +y>) (2 +62%) dz dy dz, on Q=1[0,1] x [0,1] x [0,1].
I

b) JJJ(I3yQZ —2y?2%) dx dy dz, on Q= [0,1] x [0,1] x [0,1].
) Jffﬁyewyz dx dy dz, ou =[0,1] x [0,2] x [—1,1].

Jff — 5 5 dv dy dz, ou B est la boule de R3 de rayon 1 centrée en l’origine.
x? +y? +
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Exercice 37 — Volumes
Calculer le volume des ensembles  — R? suivants :

a) Q est le tronc de cylindre d’équation 22 + 32 = R?, pour z € [0, H].

b) € est le recipient délimité en bas par le paraboloide d’équation z = 22 + y? et en haut par le disque
D ={(z,y,2) | ¥2 +y?> <1, z =1}. |Utiliser les coordonnées cylindriques.|

_




TD 7 - MOYENNE ET CENTRE DE MASSE

Exercice 38 — Quantité totale et moyenne
Une substance de concentration f(z,y,z) = z}rl
z = 22 + y? et en haut par le disque D = {(z,y,2) | 2> + y> < 1, z = 1}. Trouver la quantité totale de

substance contenue dans €2 et la quantité moyenne.

occupe le recipient €2 délimité en bas par le paraboloide

Exercice 39 — Centre de masse

a) Trouver le centre de gravité de la surface plane homogéne délimitée par la parabole y = 6x — 22 et la
droite y = x.

b) Déterminer le centre de gravité d’'un demi-disque homogéne.

c¢) Calculer la masse totale du cube [0,1] x [0,1] x [0,1] de R? ayant pour densité de masse u(z,y,2) =
x%y + x22. Calculer ensuite le centre de masse du cube.

Corrigé

Exercice 40 — Culbuto homogéne en équilibre

Un culbuto est un objet avec base arrondie
fait de telle maniére que si on le déplace de la
position verticale il y revient en oscillant.

[Photo : MONSIEUR COLBUTO de HIBAI AGORRIA MUNITIS]

Considerons le culbuto homogéne constitué d’une demi-boule de rayon 1 surmontée d’un cone de hauteur
a > 0. Nous voulons trouver les valeurs de a pour lesquelles le culbuto revient a 1’équilibre en position
verticale, en sachant que cela arrive si le centre de masse G se trouve strictement en dessous du plan qui
sépare la demi-boule du cone.

Soit K, 'ensemble des points (z,y, z) € R® avec —1 < z < a et tels que

?+y?+22<1 si—1<2z<0 (demi-boule),

2N\ 2
2+ y2 < <1 — 7) si0<z<a (cone plein).
a

a) Dessiner K, et en calculer le volume.

b) Pour tout z € [—1,a], soit D, le disque contenu dans K, & hauteur z fixée. Dessiner D,, trouver son
rayon et calculer son aire.

c) Trouver le centre de masse de K, en sachant qu’il se trouve sur l'axe Oz.

d) Trouver les valeurs de a > 0 pour que le culbuto K, revienne a ’équilibre en position verticale.
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Corrigé
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TD 8 - CHAMPS SCALAIRES ET CHAMPS DE VECTEURS

Exercice 41 — Champs scalaires, surfaces de niveau

Considerons le champ scalaire de R?
K

T, Y,2) = ——5 5,
O(2,y,2) = =5 "
ou K > 0 est une constante.

a) Exprimer ¢ en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) et en coordonnées sphériques (r, p, 6).

b) Pour tout a € R, trouver les surfaces de niveau a de ¢ en séparant les cas a = 0 et a < 0, et dessiner
celles de niveau a = —1 et a = —2. [Utiliser l’expression de ¢ en coordonnées cylindriques.]

c¢) Dessiner le graphe du champ ¢ comme fonction de la seule variable p.

Corrigé

a) En coordonnées cylindriques on a x2 4 y% = p?, et en coordonnées sphériques on a p = rsin 6, donc

K K K
T,Y,2) = ——%5 o5 = P, 2) = ——% = r, 79:_.7-
¢@,y,2) = — 5 ) o(p: ¢, 2) p $(r,0,0) = — 575
b) Pour a € R, la surface de niveau a de ¢ est
K K
Sa(0) = {(p,cp,Z) | ¢(p, 0, 2) = i a} = {(p,so,Z) | = a}-
Puisque p? > 0 pour tous les points de l'espace, et puisque K > 0, I'égalité p? = —% ne peut se

vérifier que si a < 0. Par conséquent, la surface S,(¢) est non vide si et seulement si a < 0, et dans

K
ce cas on a —— > (0 et donc
a

Sa(#) = {(p.0,2) | p = v/=K7a}.

Cette surface est un cylindre d’axe la droite Oz, de rayon
R, = /—Ka et de hauteur infinie.

En particulier, on a

5-1(8) = {(p,0:2) | p = VE}

S_2(¢) = {(p,w,Z) | p= M}

et puisque \/K /2 < VK, le cylindre S_5(¢) est plus proche
a l'axe Oz du cylindre S_1(¢).

c) Le champ ¢ a une valeur constante a sur chaque surface de niveau S,. Pour representer ¢ comme
fonction, on utilise le rayon p pour déterminer les surfaces (p = R,) et on dessine le graphe de ¢
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comme fonction de p :

o(p) = —K/p*
051 2 ;
—K/4
K
_4K

Exercice 42 — Champs de vecteurs
Trouver le domaine de définition et dessiner quelques valeurs des champs vectoriels suivants :

a) V(z,y)=7+7] ) Vipp) =6 +pé;

b) 7(3:,y)=($+1 T+y7 f) 7(m,y,z)—7+2j+k
) Viey)=y7+a7 g) V(r,y,2) =T +yJ+Fk
d) V(p,(p):pe_’ h) 7(r,g0,9)—re<p+reg
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a) V(x,y) =7+7 d) 7(,0, ) =péy

D =R? D =R? le point (0,0) est admis

car pe, = 0 en (0,0)

s ;X
A s P,
A e 7 N\\
s
s

4 1
S L/

N =

b) Viz,y)=(@+1)7+y7 \
D= E e) Vipp) =6 +pé
[/ y// / D = R?\{(0,0)}
VR g s car €, n’est pas défini en (0, 0)
- (_\V 1
N R /
LN s/

c) V(x,y)zyi’—i-xj’ AN
D = R? I
,—a/
\\ — 7 / £ Vz,y,z) =7+27+Fk
\ . D =R?

I r .
X g) Viz,y,2) =T+yJ+k

/ / \ D =R3
- h) V(r,g,0)=ré, +7 6

// D =R3

Exercice 43 — Changement de coordonnées pour les champs de vecteurs
Exprimer les champs vectoriels suivants en coordonnées polaires (dans le plan) ou bien cylindriques et
sphériques (dans 'espace) :

a) Viz,y) =1
b) Vi(z,y) =y

<! +

7 c) 7(az,y,z)=xz+yj
S Q) V
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a) V(e,y) =7+7
V(p, ) = (cospe, —sinpe, ) + (sinpe, +cospey)
= (cosp +sinp) €, + (cosp —siny) e, .
b) V(g,y)=y7-2a]

V(p,gp) = psing (cospe, —sinpe, ) —p cosp(sinpe, +cospey)
= p(sin g cos p — cos psinp) €, — p (sin® ¢ + cos® ¢) €,
=—péy.

¢) V(2,y,2) =27 +y7
v(p,go,z) = pcosy(cospe, —sinpe, )+ psinp(sinpe, +cospey)
= p(cos? ¢ +sin® p) €, + p (— cos psin g + sin @ cos p) €,
=pep,
7(1", ©,0) =rsinf (sinf e, + cosfep).

-

d) V(z,y,2) =aT+y7+2k = (T +y7) + 2k
Vip,,2) = pé, + zFk,

V(r,0,0) = rsinf (sinfé, + cosfey) +r cost (cosf e, —sinbep)
= 7 (sin? 0 + cos® ) €. + r (sinf cos§ — cos fsin f) &)

=re,.

Exercice 44 — Lignes de champ
Trouver les lignes de champ des champs vectoriels suivants :

a) V(r,y) =7+7 d) Viz,y)=yi+a]
b) Viz,y,2) =7+2] +k aM .
o) Vig,y)=(x+1)7+y7 e) E)(T) =3 & (champ gravitationnel)

Corrigé

Une ligne de champ pour le champ V défini sur D < R3 est une courbe paramétrée t — y(t) € D <
R3 telle que
(x)  V(y(t)=4()  pour tout t.

Il y a une infinité de lignes de champ, qui différent par le point de passage a un instant donné (par
exemple, pour ¢t = 0, le point v(0)). On cherche v(¢) dans la paramétrisation cartésienne, cylindrique
ou sphérique selon comment est présenté le champ V.

a) V(m,y) = 7 + 7 est un champ plan en coordonnées cartésiennes, avec domaine D = R2, donc on
cherche ses lignes de champ paramétrées comme courbes planes en coordonnées cartésiennes :

V() = (2(t),y(t), teR.

La vitesse d'une telle courbe est ¥(t) = (#(t),y(t)) = ©(t)7 + y(t) 7, donc, pour tout t € R, (¢) est
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une solution du systéme
J(t) = 20T+ 9(t)7 = V(t),y(t) =7+7
z(t) =1 z(t)=t+a
y(t) =1 y(t)=t+b
— A(t)=(t+a,t+b)=(a,b)+1(1,1),

ou on voit que (a,b) = v(0) est le point par ou passe la courbe v au temps ¢ = 0.

Cette paramétrisation est celle d'une droite passant par (a,b) et paralléle au vecteur (1, 1), c’est-a-
dire dirigée par le vecteur (1,1). En effet, dans l'expression de x et y comme fonctions de ¢t on peut
calculer ¢ & partir d’'une équation et le remplacer dans la deuxiéme : on obtient I’équation cartésienne
de la courbe 7,

r=t+a t=x—a .
— — y=x+(b—a) éq. d'une droite.
y=t+b y=(x—a)+b

Conclusion : les lignes de champ du champ V sont les droites
v(t) = (t +a,t+0) ou y=z+(b—a) pour tout choix de a,b € R,

et le point (a,b) représente le point de passage de v au temps t = 0.
Autrement dit, pour tout point (a,b) du plan il y a exactement une ligne de champ v de i% passant
par (a,b), c’est la droite y(t) = (t + a,t + b).

b) 7(33, y,2) =7+ 27 + k est un champ de R3 en coordonnées cartésiennes, défini sur tout R?, donc on
cherche ses lignes de champ comme courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes :

V(1) = (2(t),y(), 2(8),  teR.

La vitesse d’une telle courbe est () = ((t),9(t),3(t)) = &(t)7 + y(t)7 + 2(t) k, donc pour tout
t € R I'égalité (x) donne le systéme

z(t) =1 z(t)=t+a
50 @ V@), yt), () <= 4 gt)=2 <+« { y{t)=2t+b
2(t) =1 z(t) =t +c

— ()= (t+a,2t+bt+c)=(a,bc)+t(1,2,1),

ou on voit que (a, b, c) = v(0) est le point par ot passe la courbe 7 au temps ¢ = 0.

Comme dans le plan, cette paramétrisation est celle d’une droite (dans 'espace 3D cette fois) passant
par (a, b, ) et dirigée par le vecteur (1,2, 1). L’équation cartésienne d’une telle droite consiste de deux

équations :
r=t+a t=x—a : )
y:2$+ b—2a 6q. d’ droit
y=2t+0 — y:Q(x_a)+b = Zq IErgle roite
2=2+ (c—a) ans In“.
z=t+c z=(zx—a)+c
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Conclusion : les lignes de champ du champ V sont les droites

y =2z + (b—2a) )
v(t) = (t+a,2t + b, t + ¢) ou pour tout choix de a, b, c € R,
2=z + (c—a)

et le point (a, b, ¢) représente le point de passage de 7 au temps t = 0.

7(33, y) = (r +1) 7+ y 7 est un champ de R? en coordonnées cartésiennes, défini sur tout R?, donc
on cherche ses lignes de champ comme courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes :

V() = (2(t),y(t), teR.

Ceci est un systéme d’équations différentielles en deux inconnues z(t), y(t), avec deux équations
séparées, du ler ordre, linéaires et a coefficients constants.

Les solutions de 1'éq. (1) sont les fonctions x(t) = zo(t) + z,(t) on
— 0 est la solution générale de I’éq. homogene x(t) = x(t), donc xo(t) = Ae! pour tout A € R,

— et ), est une solution particuliere de ’équation compléte : puisque le terme inohomgeéne est
la constante 1, on cherche une solution particuliére x,(t) = c constante, et (1) impose que
&p(t) = 0=c+1, dou suit ¢ = —1.

En somme, on a z(t) = Aef — 1.
Pour I’éq. (2), qui est homogéne, on a y(t) = yo(t) = pet, quelconque soit u € R.

Au final, les lignes de champ de V sont les courbes paramétrées
y(t) = (Net — 1, pet), pour t € R et quelconque soient A, p € R,

ou A et u fixent le point de passage at = 0 : y(0) = (A — 1, ). Pour trouver I’équation cartesienne
de ces courbes, on se débarasse du paramétre t :

z=Xel -1 pet = px+p )
— == Ay=puzr+p éq. d’une droite.
y = pet Ay = el

Conclusion : les lignes de champ du champ V sont des droites d’éq. cartésienne px — Ay +p =0
paramétrées de fagon différente que celle linéaire de I'exercice a).

7($,y) =y 7+ 2 7 est un champ de R? en coordonnées cartésiennes, défini sur tout R?, donc on
cherche ses lignes de champ comme courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes
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Ceci est un systéme d’équations différentielles en deux inconnues x(t), y(t), avec deux équations (non
séparées) du ler ordre, linéaires et a coefficients constants, qui peuvent se représenter par un systéme
matriciel

Puisque les deux inconnues ne sont pas sousmises & deux équations séparées, on ne peut pas les
calcules par intégration comme dans 'exemple c). En fait, pour 'instant on ne sait pas trouver une
paramétrisation des lignes de champ (la résolution du systéme (3) sera donnée dans le cours Math3),
mais on sait trouver I’équation cartésienne des lignes de champ, avec une astuce : on multiplie (1)
par x(t) et (2) par y(t), alors on obtient

2(t)(e) S syl () 6(2) = . Lld@@®)?) _ld®)?
V(O 9(t) = () 1) = 2 dt T2
da(t)? dy(t)®
— f Fr dt = J T dt
— ()2 =yt) +c quelconque soit ¢ € R.

Les lignes de champ sont donc les courbes

C={~(t) = (a(t).y@®)) [ teR } = { (x,y) | 2* =y =}
qui dépendent du choix de la constante c :

2 2
— si ¢ > 0 alors C est une hyperbole d’éq. <$) — <y> =1 (en bleu),

Ve Ve

— si ¢ =0 alors C est 'union de deux droites y = +z (en rouge),

2 2
. . Y X
— si ¢ < 0 alors C est une hyperbole d’éq. ( — | —=] =1 (en vert).
\—c \—c

Y

8

e) G(r)=— 5— € (champ gravitationnel). Voir solution sur le livret de cours.
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Exercice 45 — Gradient et Laplacien en coordonnées polaires [Facultatif]
Soit f : R? — R une fonction C? donnée en coordonnées cartesiennes et soit f (p, ) = f(x,y) son expression
en coordonnées polaires, oll z = pcosp et y = psin p.

Trouver ’expression en coordonnées polaires du gradient V et du Laplacien A, définis par les identitées

~ ~

a) Vilp,p)=Vf(zy) et b Af(p.y) = Af(x,y).
Pour le changement de coordonnées
(z,y) = h(p, %) = (2(p, %), y(p, ¢)) = (p cos v, p sinp)

posons f(p, @) = f(h(p,¢) = f(z,y).

a) Raisonnement : Pour exprimer V f(z,y) en coordonnées polaires, c’est-a dire I’écrire comme
Vf(p,p), il faut exprimer en coordonnées polaires chaque composante de

of . of
Vi(z,y) = =7+ =7,
fey) =g 7+ 5,7
c’est-a-dire
(i) exprimer g—i et % en termes de % et % (calcul a faire), et

(i) exprimer 7 et j en termes de €, et €, (voir le formulaire).

Pour (i), vu que les fonctions x = z(p, ¢) et y = y(p, ¢) sont définies globalement (pour tout p et ),
alors que la composante ¢ = @(z,y) de leur réciproque ne s’exprime que par des formules partielles

selon la position de (z,y) dans le plan, ce qu’on sait calculer se sont les dérivées partielles g—ﬁ et STJ; en

termes de % et %, et non le contraire. A priori, il faut donc partir de ce calcul et invérser le systéme
pour obtenir (i).

Cela dit, en pratique on n’a pas besoin d’invérser le systéme pour exprimer V f(x,y) en coordonnées
polaires, car les dérivées se regroupent en des termes qu’on reconnait sans les calcules (i).

a) Calculs : Calculons les dérivées de la fonction composée f avec la regle de la chaine :

&j ﬁaj+8l@_cos a—f—i—sin a—f
op or dp  dy Op ¥ ou S0(9y

lif = = gai—l-g@ = —sin ﬁ+cos o
pdp  p\ox dp Oy dp) ¥ o (’an
Alors :
= of .  of
V(o) = Vi) = L 1+ 5L
. of . . .
=a—(cos<pep 31ngoe¢)+a—y(81ngoep+cosgpe¢)
RN YA W G S A
= (coswax +smcpay> €p +( smgy&x —I—cosgoay €y
_of L 1of |
_6p6p+p0g0%'
~ - f 1 of ~
Conclusion : Vf=ﬁe_'+fﬁe_' ie. Vzie}',+fie_§;.
p p Op op O




A noter qu’en inversant le systéme (1) on trouve

a—f = cosp == —sin ! a—f

or e op X p Op

(2) N .

of o of N 1af

oy sin ¢ 2 oS  — 0 00

donc (1) et (2) donnent les formules “compactes”
E = coS i—i—sin i i = coS d —sin li
op S08:1: Spﬁy or SO(? (Pp&p
(1) et (2)

tao _ —sin i+Cos 2 2 sin EJrcos 1o
pop e Spﬁy oy S08,0 v p Op

b) Raisonnement : Pour exprimer Af(x,y) en coordonnées polaires, c’est-a dire 'écrire comme

A , ), il faut exprimer en coordonnées polaires chaque composante de
P>f  0*f
Af(x T =5
fl@y) =573 B

i 2f 2f &F a?f
c’est-a-dire exprimer 5.2 €t a2 en termes de % pdg et =% ,
A noter que, puisque f est de classe C2, par le Théoréme de Schwarz on a aapa]:p = % et également

2

gcafy = &aya’;, donc on a trois dérivées secondes indépendantes & considérer, quelconques soient les

coordonnées qu’on choisit.

2 F 2 F 2 F
Comme en a), ce qu’on peut calculer facilement est plutot 'expression de 27’;, aap—a’;, et STJ; en termes

2 2 . , . N N . ”, . . . .
de a 2, a‘lgy et 3 f : il faut donc écrire un systéme & trois équations et inverser celui-ci.

Contrairement a a), cette fois il n’y a pas d’astuce particuliére pour éviter de faire le calcul complet.
Mais on peut simplifier les calculs si en coordonnées polaires on choisit comme dérivées secondes

indépendantes les dérivées
@f 2 (1 17
02’ dp\pdp |’ p?op?

ou la deuxiéme dérivée seconde s’exprime en termes de la dérivée mixte mais avec une dérivée premiére
ajoutée qui est non homogéne (en degré) et qu’on a envie de cacher dans nos calculs :

o (10F\_ _1af 1 &
op \ p oy p2dp  pOpdp

b) Calculs : Vu que f = f o h est une fonction composée, ses dérivées partielles %j; et g—f le sont
aussi, et leur expression comme fonctions composées sont données par le systéme (1). Par exemple, la
premiére équation, pour (z,y) = h(p, ), signifie

of d d
a];(p, p) = cosp a% (h(p,p)) +sing 6‘5 (h(p,9))-

Alors, & partir du systéme (1), on calcule les dérivées secondes de f en utilisant la regle de la chaine
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a chaque fois qu’on a une fonction composée :
ﬁ = i a—f = i cos a—f + sin a—f
op2  op\op|  op ¥ or 4 Oy

= COs ap P sm @ ap ay

= cos a2—f&£+a2f@ + sin 82f57x+827f§7y
— OP \ or2 op  Oxdy Op v oyox op  0y2 Op

2 2 2 2
= Cos (é’f cos ¢ + J sincp) +sing ( J cosgo—i—a—f sincp)

ox? 00y 0yox 0y?
o%f 2f o%f
= cos” ¢ 322 + 2cosy sinp P20y + sin“ ¢ P

et de méme pour
o (rof)y . L@F_ 10 (10f
op \ p oy p2op?  pdp \pdp )’

Au final, on obtient le systéme

PF o, o .
(97)2 = Cos g0@+2cosgo smgoaxay—ksm @Tyg
- 9 2
1 2f 16f ) f Pf oo OF
— - J - g — —2 i )
| 232 " 5 SO G T ECS PSP gy TS PGy

Inverser ce systéme est compliqué, mais on n’en a pas besoin pour conclure notre calcul : on remarque
d’un coté que

P2f 1f 10f 2 .2y Of
87,()2_’_?87@24_;67,0:((:08 QD'FSlIl g@)@
: N I 2 Of
+ (2cos p sin g — 2 cos p sin @) é):]Uayjt(sm p + cos gp) 573/2
52 2
L P
ox? = 0y?

et de 'autre coté que

10 ( af)_lﬁpﬁf p f

pop \"p ) " papdp pop?
10f 0%f
19 P
pdp  0p?
Finalement, on a donc
X 3 *f  *f
Af—Af—ﬁ—i-&—y2

2f 10f 1 &2f
T o P

_to(of\ 1F
“pap \"ap) T o
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c’est-a-dire
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TD 9 - CHAMPS CONSERVATIFS

Exercice 46 — Rotationnel
Calculer le rotationnel des champs de vecteurs suivants :

a) E(x,y,z) = 2y? T+ 222z T+ 3y k d) E(az Y, 2) =axyz T
b) E(z,y,z) = sin(zyz) 7 + cos(zyz) T e) E(p,p,2) = p*sing € + (2% + 1) €, + p? k
c) E)(:U,y,z)zyz7+a:zj’+$yl_5 f) E‘)(r ©,0) =r’sing é. +r’sind e, + 1% é

Pour calculer le rotationnel, on utilise la formule du “pseudo-déterminant” en coordonnées cartesiennes
et les formules du formulaire en coordonnées cylindriques et sphériques.

a) E(az, y,2) = zy? T + 2x%yz T + 3y2? k

B E =7 (260 - 220%2)) -7 (60— @) +F (o e) — £ a”))
— (322 — 22%9) 7T — (0— 0)T + (4xyz — 2zy) k

b) E)(:L‘,y, z) = sin(zyz) 7 + cos(xyz) 7

tot E =7 <ay( ) — ai(cos(:vyz))) -7 (aax(O) - :Z(sin(xyz))>

(o (costay)) — o (oin(oya) )

= xy sin(zyz) 7 + zy cos(zyz) T + (—yz sin(zyz) — xz cos(xyz)) k

-

c) E(az,y,z) =yzT+a27+ayk

Bt E =7 ( () - 520) -7 (gpton) = 5 00)) +F (ple2) = 5 0))

= (z-2)T—(y—y)T+(z—2)k=0

e) E(p,p,2) = p*sing €, + 222+ 1) e, +p? k

— 1 0 0 N 0 . 0 .
BT - (327 - 2+ 1) 6 + (2sine) - 2() &

1 /0 0 .
2 (5@ D) - L)) F

1 =
= (0—2p%2) €, + (0 —2p) €, + p (30%(22 + 1) — p*cos ) k
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f) E(Ta%e) =7“281ng0 6_7: ~|—7‘2Sin9 6_;7 +T2 e_é

1 0 0 1 /0 0
o E = — [ Z2gn20) - L (2 N B N T 5
ot r sin 6 00( si(e) a@(r )) e + - 67“(T) 69(7“ sing) | €,
1 1 0,5 . 0,3 . .
—i—; (Sinﬁﬁgp(r Sln(p)—g(T‘ Sln9)> €y
1

1 1 1
= — (27"2008081119—0)6? +-(3 2—7’20089)6:7 + - (_r2608¢—3r2sin9> €9
7 sin r T \sinf
. . Cos
— Do 3 — cosf (
rcosf e +r(3—cosb)e, +r 0

— 3sin 0) €9

Remarque : si 4 (z,y) = Ay (2, ) 7+ Ay(z,y) 7 est un champ sur R?, ¢’est-a-dire qu’il ne dépend pas de z et
n’a pas de composante en direction /2, alors le champ de vecteurs rot A nwa qu’une composante en direction

E et il est de la forme oA oA
Aoy = (o 24 1
ot A(z,y) = (= o) F

La preuve est un simple calcul direct a partir de la formule générale de ot A.

Exercice 47 — Champs de gradient

Un champ de vecteurs V est un champ de gradient si V= gr—a(i (f) pour une fonction f qui s’appelle potentiel
scalaire de V. Dire si les champs suivants sont des champs de gradient (en utilisant le Lemme de Poincaré),
et si c’est le cas déterminer un potentiel scalaire.

a) V(x,y) = (y, ) f) 7(x,y) = (3z2y+2x+9>)7 + (23 +3zy%—2y)7
b) V(z,y) = (z+y,z—y) g) Vigy,2)=27+17-1F

c) V(a:,y) = ye™ 7T — xe™ 7 ; Y -

d) V(z,y) =cosz 7 +siny 7 h) V(wy,2) = (yz,—za,ay)

&) Viz,y)=(y+ Lo+l i) V(w,y,2) = (@—y2)7 + (y*—22)] + (z2—2y)k

Corrigé

Le Lemme de Poincaré dit que sur tout sous-ensemble D du domaine de définition de i qui est
simplement connexe, on a 1’équivalence

V admet un potentiel sur D si et seulement si  rot V =0.
On utilise ce théoréme de deux facons :

— SitotV = 0, alors V admet un potentiel sur tout sous-ensemble simplement connexe D de son
domaine de de définition.

— Sitot V # 0, alors V n’admet pas de potentiel, sur n’importe quel sous-ensemble du domaine

de définition de V.
On rappelle aussi que avoir un potentiel sur D et étre un champ conservatif sur D sont
1
synonymes, et signifient tous les deux qu’il existe une fonction réelle f telle que V= grad f.

N.B. En physique, cela signifie plutdt qu’il existe un champ scalaire ¢ tel que V = —grad ¢. N’oubliez
pas de vérifier dans quel sens est utilisé le mot potentiel.

Si V admet un potentiel f, pour le trouver il faut intégrer ’équation 7 = grad f.
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2)

Pour le champ de vecteurs V(:L', y) = (y,x) = y7 + 27 sur R?, on a (cf. la Remarque plus haut) :

ot V = (é(@-i}@)) F=(1-1k=0.

Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R?, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
f:R2 SR

Cherchons un potentiel f tel que V= M f, c’est-a-dire

G

o of =y W
Yyr+xj=—1+——7] —
ox oy g—x @)
dy

On intégre (1) dans la seule variable z et on obtient la primitive de % = y par rapport & x, qui est

détérminée & moins d’une valeur constante en x, c’est-a-dire, ici, une fonction de la seule variable y :

f(z,y) = fydx = zy +9(y),
d’ot1, par dérivation, on déduit que

ggj — ot dl) @)

Si on identifie les deux expressions (3) = (2) de % on a alors
z+g'(y)=z = gy =0 = g(y) = const.

Finalement, on peut choisir comme potentiel de V la fonction f(z,y) = xy, obtenue en prenant
g(y) = const = 0, et tous les potentiels de V sont de la forme

flx,y) =zy + c, avec ¢ € R une constante quelconque.

Pour le champ de vecteurs V(z,y) = (z +y, 2 —y) = (x + )T+ (z — y) 7 sur R, on a :

0 0 - 5 =
otV =|—(x—y)——(@@+y)) k=1-1)k =0
(=05 @+n)F=a-1
Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R?, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
f:R2 SR

Cherchons un potentiel f tel que V = grad f, c’est-a-dire

of
of. of. %—30"'9 (1)
(m+y)z+(m—y)]=—xz+—yj — of
@:m_y (2)
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et on dérive par rapport a y :

0 2 1
ajyc=x+g'(y)(=)w—y = Jy=-y = g(y)=—fydy=—2y2+0-

Finalement, on peut choisir comme potentiel de V la fonction flz,y) = %xQ + xy — %yQ, et tous les
potentiels de V sont de la forme

1
flz,y) = 5 z? + zy — 3 v’ + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

¢) Pour le champ de vecteurs V (z,y) = ye®™ 7 — ze®™ 7 sur R2, on a :

rot V = <£E(—xew) - ;;/(yewo k

= (=™ — zye™ — ™ — zye™) k # 0.

Puisque le rotationnel de V nlest pas identiquement nul, par le Lemme de Poincaré on conclut que
V nest pas conservatif, il n’admet pas de potentiel scalaire.

d) Pour le champ de vecteurs 7(3:, y) = cosx 7 +siny 7 sur R? on a :
ot V = ((jﬂj(siny) - (jy(cosa:)) k=(0-0)k=0

Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R?, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
f:R2 SR

Cherchons un potentiel f tel que V = gr—ac)lf, c’est-a-dire

af
e of. a—x—cosx (1)
COST?T +SMyj =—1+ =] S
ox & a—fzsiny (2)
0y

On integre (1) en x :
f(z,y) = Jcosxdm =sinz + g(y)
et on dérive par rapport a y :

of _
oy

J () @ siny = g(y) = fsinydy = —cosy + c.

Finalement, on peut choisir comme potentiel de V la fonction f(z,y) = sinz — cosy, et tous les
potentiels de V sont de la forme

f(z,y) =sinz — cosy + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

1 1
e) Pour le champ de vecteurs V (z,y) = (y + ) 7+ (a: + ) 7 sur R? on a:
€z Y

ﬁ7=(£<x+;>—5y(y+i>) kF=(1-1)k =0.
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Cette fois, le domaine de définition de V nest pas tout le plan R?, parce que les sous-ensembles ot
x = 0 ou bien y = 0 ne sont pas admis. Puisque ces deux sous-ensembles de R? correspondent aux
deux axes, respectivement Oy et Ox, le domaine de définition de V est I'union disjointe (c’est-a-dire
I'union d’ensembles qui ont intersection nulle) des quatre quadrants

Yy
Dy ={(x,y) | z >0, y > 0} Dy D,
Dy ={(x,y) | z <0, y > 0}
D3 = {(z,y) | 2 <0, y <0} x
Dy ={(z,y) | z> 0, y <0}
D3 Dy

Le domaine D = Dy u Dy u D3 u D4 n’est pas simplement connexe, car il n’est pas connexe. Mais
chaque sous-ensemble D;, avec ¢ = 1,2, 3,4, est simplement connexe. Par le Lemme de Poincaré on
conclut que V est conservatif sur chaque domaine D;, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
fi : D; —> R pour tout i =1, ...,4.

Cherchons f; tel que V = gﬁ)i fi sur D;, c’est-a-~dire une fonction telle que pour tout (z,y) € D; on

a
ofi 1
( 1>4 ( 1)4 of; . of; . w vty W
y+—Jrt+lzt+—-|Jj==5-1t+ 5] —
T Yy or oy %:ijl @)
oy y

On intégre (1) en x :
1
fi(w,y) = f (y + x) dz = zy +Infz| + gi(y)

et on dérive par rapport a y :

: 1
o _ ot g) @wﬂtg

1 1
2 / ; — gi(y)—Jydy—ln]y\—i-ci.

—  gily) =

Finalement, sur chaque D; on peut choisir comme potentiel de V la fonction
filz,y) =zy +In|z| + In|y| + ¢; = zy + In|zy| + ¢

pour tout choix de ¢; € R. Selon le domaine D; choisi, ce qui varie d’une fonction & I'autre sont les
valeurs absolues |z| et |y| et aussi la constante, qui n’a aucune raison d’étre la méme d’un domaine

A lautre :
Dy ={(z,y) | x>0, y > 0} = fi(z,y) = zy + In(zy) + a1
DZZ{(xay) | CB<0, y>0} S fg(az,y)zmy~|—ln(—xy)~l—cz
D3 ={(z,y) | <0, y <0} = f3(z,y) = zy + In(zy) + c3
Dy ={(z,y) | >0, y <0} = fa(z,y) = 2y + In(—2y) + c4

Pour le champ de vecteurs V(:r, y) = Bz?y + 22+ ¢y3) T+ (22 + 3xy®> —2y) Tsur R%, on a :
0 0 -
otV = (23 +3zy? —2) — — By +2x + %) ) k
ox oy
— (32% +3y® — 322 —3y°) k = 0.
Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme

de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R?, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
f:R2 SR
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Cherchons un potentiel f tel que V= grad f, c’est-a-dire

%
of . of (3_£ =32’y + 2z +y> (1)
(Bz?y + 22+ y) T+ (2 + 322 — 27 = =7+ =7 —
ox oy of 3 3z0? — 9 (9
oy D tem =2y (2)

On intégre (1) en x :

f(z,y) = J(3w2y + 2z + y3) dx = 23y + 22 + 21° + g(y)

et on dérive par rapport a ¥ :

é’_f @ 23 4 3zy? — 2y
oy

Finalement, les potentiels de V sont de la forme

= 2% +3zy” + ' (y) -2y = gy = —J2y dy = —y° +c.

—  J'(y) =

fz,y) = 23y + zy3 + 22 — 9 + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

L
J

ar- (52 () (22

-

=(0—-0)7—(0—-0)7+ (0-0)k = 0.

—

7 k ur]R3 on a :

#G)7+(@6)-%E)

Cette fois, le domaine de définition de V nlest pas tout 'espace R3, parce que les sous-ensembles oil
x =0,y = 0 ou bien z = 0 ne sont pas admis. Puisque ces trois sous-ensembles de R? correspondent
aux trois plans contenant les axes & deux a deux, respectivement les plans yOz, Oz et Oy, le
domaine de définition de V est I'union disjointe des huit quadrants

2
Pour le champ de vecteurs V (z,y,2) = —
x

NIP—‘

Dy = {(z,y,2) | x>0, y >0, z >0}
Dy = {(z,y,2) | x <0, y >0, z >0}
D3 = {(z,y,2) | x <0, y <0, z >0}
Dy ={(z,y,2) | z>0, y<0, z> 0}
D5 ={(z,y,2) | >0, y>0, z <0}
Dg = {(z,y,2) | £ <0, y>0, z <0}
D7 ={(z,y,2) | £ <0, y<0, z<0}
Ds = {(z,y,2) | x >0, y <0, z <0}

Dg

Le domaine D = U§:1 D; n’est pas simplement connexe, car il n’est pas connexe. Mais chaque sous-
ensemble D;, avec i = 1,2, ..., 8, est simplement connexe. Par le Lemme de Poincaré on conclut que
V est conservatif sur chaque domaine D;, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire f; : D; — R
pour tout ¢ =1, ..., 8.

Cherchons f; tel que V = grad f; sur D;, c’est-a-dire une fonction telle que pour tout (x,y, z) € D;

on a
( Ofi

oz
ofi
oy
ofi

L 0z

A
I
W= R = 8N
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On intégre (1) en x :
2
fi(xvyaz) = f$d$ = 21n|$’ +gl(yvz)
et on dérive par rapport a y :

ofi _ 09i(y,2) @

1 1
=>giy,z=fdy=1ny+hiz.
5 = Ll :7) = | dy =l + i(2)

Donc
fi(z,y,2) =21n |z| + In|y| + hi(2)

et on dérive par rapport a z :

Ofi _ iy @1 | _Jl _ |
8z_hi(z)_z = hi(z) = zdz-ln\z]—i—cl.

Finalement, sur chaque D; on peut choisir comme potentiel de V la fonction
fi(z,y,2) = 2In|z| + In|y| + In|2| + ¢; = In|z?yz| + ¢

pour tout choix de ¢; € R. Selon le domaine D; choisi, ce qui varie d’une fonction a ’autre sont les
valeurs absolues |z| et |y| et aussi la constante ¢;.

Pour le champ de vecteurs V(m Y,2) =Yz 1 —2r ] + Y k sur R3, on a :
— 0 0 . 0 0 -
otV = <8y > ( az(yz)> 7+ (ax(—zz) — ay(yz)) k
= (z + z)7 (y Y7+ (—z—2)k # 0.

Puisque le rotationnel de V nlest pas identiquement nul, par le Lemme de Poincaré on conclut que
n’est pas conservatif, il n’admet pas de potentiel scalaire.

Pour le champ de vecteurs V (z,y,2) = (22 —y2) T+ (y2 — 22) 7 + (22 —2y) k sur R3, on a :
0, 9 S 0, 5 0, 9 s
rot V = ( % (22 — zy) g(y zx)) 7 (&r(z xy) g(m yz)) 7
0 2 0 2
+ (207 - 2) - 26— 12))

= (—z4+2)T+ (—y+y) T+ (-2+2)k =0.

]

Puisque le domaine de définition de V est tout le plan R?, qui est simplement connexe, par le Lemme
de Poincaré on conclut que V est conservatif sur R?, c’est-a-dire qu’il admet un potentiel scalaire
f:R2 >R

Cherchons un potentiel f tel que V = gi%?i f, c’est-a-dire

( af_ 2
Erak i (1)
2 N (2N 7 (22 »_Of aifa 7f" of _ o
(“—y2) T+ (Y —z2x) T+ (2" —2y) k = . +é’y +6z — 4 a—y—y —zx (2)
0
| Loy @

On intégre (1) en x :
1
f(z,y,2) = J(rﬁ —y2)de = g% —ayz + g(y, 2)
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et on dérive par rapport a y :

of 99(y,2) @) o 99(y,2) o _J 2, 1 4
2y Tz + 5, =yt —zx = 5 =y = g(y,2) = ydy—3y + h(z2).

Donc

1 1
flz,y,2) = ng — Yz + 51/3 + h(z)

et on dérive par rapport a z :

g—f = —xy + W (2) ©) Z?2 —zy — hi(z) = Jldz =In|z| + ¢.
z z

Finalement, les potentiels de V sont de la forme

2

fz,y) = 23y + zy3 + 22 — 9 + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.

Exercice 48 — Champ central
Un champ central dans R? est un champ de la forme

v(wl,mg,xg) =f(r) 2

T=x17+x27] +23 k = (21, 22,23) est le vecteur position,

r=|Z| =1/2? + 2% + 23 est la distance du point de l'origine, et

f:R" >R est une application dérivable.

Montrer qu'un champ central est toujours un champ de gradient et calculer son potentiel quand f(r) = e”.

Corrigé

Un champ central s’exprime bien en coordonnées sphériques : le vecteur position est ¥ = r ¢, donc
v(r, ©,0) = V(T) = f(r)re,.

Son rotationnel est nul, car

— o 1drf(r) . 1 arf(r) . =
otV = T o8 ¢ + rsinf Oy % =0

Le domaine de définition de V est tout R3, car il est bien défini en dehors de l'origine (quand 7 # 0),
et dans 'origine, méme si €, n’est pas défini, le champ V est défini car il vaut zéro, puisque 7 = 0.
Alors, par le Lemme de Poincaré, le champ V est un champ de gradient.

Un potentiel de V est un champ scalaire g(r, ¢, ) tel que vV = grad ¢, c’est-a-dire

(ag
= = 1
Y—rf) W
. _ 99 1 69 . 199 1 dg
rf(r)er_6rer+rsin98goecp+r80€9 = I rsinaﬁio (2)
1 dg
(-0~ (3)
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Les équations (2) et (3) disent que la fonction g ne dépend pas de ¢ et de 6, donc g(r, ¢, 0) = g(r)
s’obtient en intégrant I’équation (1).

Si f(r) =¢", on a a—g =re" et 'éq. (1) s’intégre par parties :
r

g(r) = frerdr =re’"—ferdr=rer—er =(r—-1)€",

& moins d’une constante.

Exercice 49 — Rotationnel [Facultatif]

Soit f : R? — R une fonction différentiable, o € R et ﬁ, V deux champs de vecteurs différentiables définis
sur R3. Montrer les relations suivantes :

(1) ot (T+V)=r0tU +r10t V

2) tot(a V)=arotV

(3) tot(f V) =gradf AV + f ot V

(4) rF)(g—ra_(if):(_f si f est de classe C2.

Posons U = Uyt FU 7+ U,k et V= Ve? + V7 + V. k. Alors :
(1) La somme des champs de vectors est donnée par la somme des vecteurs en tout point, c’est-a-dire
TU+V =Ua+Va)7+ Uy + V)T + (U, + V2) |,

et on calcule séparément les composantes du rotationnel

1ot (T + V) = (ﬁ(ﬁ+?)) 7+ (r—of(ﬁ+7))y7+ (r’m(7+v’))z 3

T

La premiére composante est

(BE (Uz + v)>w _ 5(Uz + sz) . a(Uy + Vy)

et également pour les autres on a

(fot (T + 7))y — (Wt 7)) + (et 7))

Y

(r—of((_f+7))z = (r—oﬁz‘/’))z+ (r‘oW)) :
donc rot (U + V) =10t U + 10t V.

(2) Si a € R est un nombre, on a
aV =aVyT+aVy7+aVk,

et le rotationnel

rot (a V) = (EE mv))m 7+ (r—of (av’))y7+ (Ef(ax_/’))z F
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a composantes

(@), = 252 - 5
o,
oy 0z
o (@),
et également
(rot (o V))y =« (rot V))y

donc ot (a V) = atot V.
(3) Si f:R3 — R est une fonction, le produit de f par V est calculé en tout point et s’écrit
IV = Vel +fV,7+ [ ViE,

et son rotationnel s’écrit
ot (fV) = (Rt (V) 7+ (V) T+ (V) F
a y z
Ses composantes se calculent en applicant la régle de Leibniz & la dérivée d’un produit de fonctions :

), - 24242

of ov, of oVy
oy 27 oy ﬁzvy f&z

of of —
:@w—$%+f <rot‘_/))>m,

et également

(@) -ZLv-Lvss (w@7)

0z ox Y
(rot(fV)) a;i - va+f(ﬁ7))z,

oy ° 0z

+ (Zm—iiww (r_oEV))y> 7
+ (gi Vy — afV + f (ro‘cV2 )Z)

ot (f V) = (afv Wy g (EEV))) 7

or oy

(3, o, fo_of o . of
i o e o el e

Or, le produit vectoriel de gradf = % 7+ a%j + % FetV=V,7+ VWi+V, k vaut exactement

S T (P N (% N (9, 9y 7
gradf/\V—(asz aZVy>z+<aZVx asz)]—i-(axVy ay%)k,

doncﬁ(f7)=@fA7+er7.
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(4) Puisque

— . Of ., Of. Of+
gradf—axz+5yj+5zk,

les composantes de
rot (graa = (ro% (graa f)) 7+ (rot (grad f)) 7+ <r0% (grad f))
x y

sont

_ 0% f B 0% f *
"~ Oydz  0z0y
o (0 0 (0
(ot (erad ) =5 (ai)_ax( f)
_0f % f P
T 020 0z0z
— 0 (0 0 (0
i), -£(%) -4
I
© Oxdy Oyoxr

si la fonction f est de classe C?, par le Théoréme de Schwarz.
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TD 10 - CHAMPS INCOMPRESSIBLES

Exercice 50 — Divergence
Calculer la divergence des champs de vecteurs suivants :

a) V(z,y)=7+7

b) Vizg,y)=@x+1)7+y7 £
o) Vizg,y)=yi+a7

d) V(p,p) =pe;

) Vipp) =6, +pep

)7(m,y,z)=7+2j’+k
) Viz,y,2) =T+y7+k
) Vir,0)=re, +7 6

On utilise les formules de div A du formulaire, en choisissant celle adaptée aux coordonnées :
a) Viey) =7+7]
divV(:v,y) = 66(1) “F aa(gl/) = 0.
b) Viz,y) =(@+1)T+y7]
. _de+1)  dy) _ _
div V (z,y) = . + By =1+1=2
) Vizg,y)=yi+a]
: _dy) , d=)
d) Vip,0)=p €
1 . 1
div V (p, ¢) dp-0) , 12p) =0+0=0
pop p Op
e) V(p, p) =€, +p €y
div V (p, ) = 1olp-1) , 19(p) 1 +0= 1
p 0p pdp p p
) Viz,y,2) =7+27+k
: _o1) a2  ao1) _ _
div V(z,y,2) = . + % + 2, =0+0+0=0.
g) V(z,y,2)=T+yJ+k
. _01)  ay)  o1) _ _
dlvv(x,y,z) =2, + 3y + 2, =0+14+0=1.
h) 7(7‘,(,0,0) =re, +7 €
. _10(%-0) 1 d(r) 1 d(sinf-r) rcost
d1VV(r,g0,0)—r—2 o pdd dp rsinf 00 _0+0+7’sm = cotd.
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Exercice 51 — Divergence
Pour quelle fonction f: R — R a-t-on div V=0 pour les champs de vecteurs V suivants :

i) V(m,y,z) =xzT+yJ+ (f(z)— z2/2)E
i) V(wy,2) = 2f(y)7— f(y)]
i) Viz,y,2)=af(x)T—yvj — 2f(a) k

i) Pour V(z,y,2) = 227 +y7 + (f(2) — 22/2) k on a

Lz 2 — 2
div P (o9, = 222 aég) L M=)

=z+1+f'(2)—2z=f(2) +1,
alors

divV =0 < fl2)+1=0 <« fl(z)=-1

<= f(2) =—z+a pourtoutacelR.
ii) Pour V(z,y,2) = 2f(y)7 — f(y)] on a

vV (a,y,2) = LI _ g,

alors
divV =0 f'(y)=fly) <= f(y) =beY pour tout beR.
iii) Pour V(z,y,2) = 2f(2)T —yvj — 2f(x) k on a

vV (ay2) = LLD WA p0) 1apie) 11— (@) = of (@) - 1

alors

1

divV =0 «— azf(z)—1=0 < fl(z)=-=
x

< f(z) =Injz|+ ¢ pour tout ceR.

Exercice 52 — Divergence
Pour les champs de vecteurs E suivants, définis sur R2\{(0,0)}, calculer la divergence en fonction de p =
IOM|| ot M = (z,y) € R2.

a) E(M) = ZH

b) E(M) = O] - Ot
o) B(M) = (1555 - ol

|oM|

Cela revient a écrire le champ E en coordonnées polaires p = |OM]|, qui donne la distance de M au
centre, et ¢ I'angle de rotation. Le vecteur position est alors OM = x7 +y7 = pe, et on a :

= peE, . . 19(p-1 1
a) E)(M) 2% = Tp=ep,donc dlvﬁ(p) =; (6,0 ) = o
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o) 10 3

b) E(M) = |[OM|-OM = 2 ¢, donc divE —_ = — = 3p.
) B(M) = [031]- 031 = 2 () =325 2 s
- 2
_(loM241 iy PTEL L -
¢) E(M) = < oM ) OM = P pé, = (p°+1)€,, donc

_10p(p2+1) _18p3+p _3p7+1

divE =
v E(p) p  0Op pop p

Exercice 53 — Champs a potentiel vectoriel

Un champ de vecteurs B admet un potentiel vectoriel 8’1l esiste un champ vectoriel A tel que B = 1ot 4.
Dire si les champs suivants admettent un potentiel vectoriel (en utilisant le Lemme de Poincaré), et si c’est
le cas en trouver un.

a) Blz,y,2)=—T+7—k
b) ﬁ(x,y,Z)Z.’ET-Fij—LBE

¢) Blx,y,2) =2ayz7 — 227
) B(z,y,2) Y Yz g

Corrigé

Soit B un champ de vecteurs avec domaine de définition DE’ — R3. Pour résoudre cet exercice on
utilise deux résultats de cours :

1) Le Lemme de Poincaré (version II) dit que si div B = 0, alors pour tout sous-ensemble D < DE
contractile il existe un champ de vecteurs A défini sur D tel que B =rot A. Donc 4 est un potentiel
vectoriel de B.

2) Si rot A =B sw D, alors on a aussi rot (Z + grad ¢) = B pour tout champ scalaire ¢ défini sur
D

De plus, tous les potentiels vectoriels de B sur D sont de la forme A + grad ¢.

a) Pour E)(:U,y,z) = —7+7—Fkona divB = 0. Donc, par le Lemme de Poincaré II, B admet
—

un potentiel vectoriel A défini sur tout sous-ensemble contractile du domaine de définition de B.
Puisque D§ = R3 est lui-méme contractile, on déduit qu’il existe un potentiel vectoriel A deéfini sur

R?)
Cherchons-le : un champ de vecteurs de R? inconnu s’écrit sous la forme

-

A(x,y,2) = f(2,9,2)7 + g(2,9,2) T + h(=z,y,2) ,

ou f, g, h sont trois fonctions inconnues, et on a

A= (O _09\;_(%h_0f\., (% _9f);
rOtZ_(é’y (92)2 ((%c 82>]+<0x ﬁy) &

Pour le champ ?(m,y, 2)=—-7+4+7— k, on a donc
oh  dg
w2 bW
ot A =1 — i_al:_l (2) (%) .
I
or 0Oy

Il existe une infinité de fonctions f, g et h qui vérifient ce systéme, il nous suffit d’en trouver trois.
Puisque chaque fonction est déterminée par ses trois dérivées partielles, il nous faudrait 3 x 3 = 9
informations pour les déterminer complétement (4 moins d’une constante), alors qu’on n’a que 3
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contraintes dans le systéme (x). On a donc 9 — 3 = 6 choiz possibles pour déterminer trois fonctions
—

f, g et h qui décrivent un potentiel vectoriel de 5. Ces 6 choix sont arbitraires, chacun peut choisir

les conditions qu’il veut, pourvu qu’elles soient compatibles avec le systéme ().

Par exemple, choisissons (ce qui fixe 3 choix), plus % =0 S—Z =0]et 2795 = 0| Il nous reste
a calculer f et g telles que

dg of of _

1 (3).
Puisqu’on a assumé que g ne dépend pas de x et de y, on a

OREFORS FE

et puisqu’on a assumé que f ne dépend pas de x on a

2) f@&%=f®+PhD=Z+F@%

ou F(y) est une fonction inconnue telle que

3) Wg”=F@%ﬂ — ﬂw=f@=%

et qui donne donc f(y,z) = z + y. Au final, les potentiels vectoriels de B sur R3 sont donnés par
A(x,y,2) = (y+2)7 + 27 + grad 6(x, y, 2)

pour tout champ scalaire ¢ : R? — R.

Pour P)(aj,y,z)zxi’jtyzj'—xzona

. ox 0d(yz) Oz
B_%= _
div ox * oy 0z

Puisque div B # 0, par le Lemme de Poincaré II le champ B n’admet pas de potentiel vectoriel,
méme pas sur un sous-enemble contractile de son domaine de définition.

Pour §(w,y, z) =2zy2 T —y?z 7, on a

2
aivE = 22 _ )

= 2yz — 2yz = 0.
02xyz oy LIS et

Donc, par le Lemme de Poincaré II, B admet un potentiel vectoriel A défini sur tout sous-ensemble
contractile du domaine de définition de B. Puisque Dﬁ = R3 est lui-méme contractile, on déduit

qu’il existe un potentiel vectoriel A défini sur R3.
Cherchons-le sous la forme

A(x,y,2) = f(2,9,2)7 + g(2,9,2) T + h(z,y,2) ,

ou f, g, h vérifient alors le systéme

oh dg
g— - ? =2zyz (1)
WA-B = | B U_p oy
N
g _
or oy 0 (3)
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Si on choisit , on obtient le systéme

dg
) 1
2, zyz (1),

of _

of 99 _of
0z

= 3).
or 0Oy (3)
Cette fois, on ne peut pas choisir % = 0 comme condition de choix, car cela voudrait dire que g ne

dépend pas de y alors que sa dérivée g—g dépend bien de y d’apreés (1). Ne sachant pas quelle condition
imposer & g, on reposse a plus tard le choix. Pour I'instant, on a donc

1) g(zy,2) = - J%yz dz + G(z,y) = —wyz* + G(z,y),

ott G(z,y) est une fonction inconnue. Par contre, le choix | 5= = 0| et bien compatible avec (2) et (3)

et on a

1
= —*y22’2 + F(y)a

(2) f(y72)=—JyQZdZ+F(y) .

ot F'(y) est une fonction inconnue. Pour fixer les deux fonctions G(z,y) et F'(y), on a encore I’équation
(3) et deux choix a faire : puisque

99 _ 2,0y _of . o 0G(@,y) _
(3) 5, = V* + ox oy yz* + F'(y) < T

on peut choisir la condition | F'(y) = 0| (compatible avec tout), qui donne d’un coté

1
F(y) = constante au choix, par ex. 0 = fly,2z) = —§y2z2,

et de 'autre

(3) aGé‘Z’y) =0 = G(;L‘?y) = G(y) ne dépend pas de z.

Enfin, il nous reste un choix : pour simplifier, on peut prendre | G(y) = 0|, ce qui donne

g9(@,y,2) = —xy2*.
Au final, les potentiels vectoriels de B sur R3 sont donnés par

1 .,
A(z,y,2) = —521222 7 — zyz*7 + grad ¢(z,y, 2)

pour tout champ scalaire ¢ : R3 — R.

Exercice 54 — Divergence [Facultatif]
Soit f : R? — R une fonction différentiable, o € R et ﬁ, V deux champs de vecteurs différentiables définis
sur R3. Montrer les relations suivantes :

V)=adivV

l_])+Y_/) —divﬁ%—divv
aV)
fT/’):gr_ac’lf V+fdivV



Posons U = Uz T+ Uy7 + Uzl_é et V = Vet +Vy7 + ‘/ZE. Alors :
(1) La somme des champs de vectors est donnée par la somme des vecteurs en tout point, c’est-a-dire
TU+V =Ua+Va)T+ Uy + V)T + (U, + Vo) |,

donc on a

div(T + V) = g —(U, +V,) +

Uy + Vi) + 2 i(UZJFVZ)

0z
0 0 0 0 0
U, + 0:1;% + a—yUy + ﬁ—yVy + gUZ + %VZ
=divU +divV.

0
oz
0
T oz

(2) Si @€ R est un nombre, on a
aV =aVyT+aVy7+aV,k,

donc

div (o V) = a(‘;;/x) N (9(62;@) N 8(05;&)
LW, v,

or % oy i
= adivV.

(3) Si f:R3 — R est une fonction, le produit de f par V est calculé en tout point et s’écrit
fV =fVi+fV7+ vk,
donc

V) AfV,) Vs
T — <£m ). (éyy)-% s
af af of oV,

~ s ay%+f7y+<7v+faz

= gradf : V+fd1vV.
A AN A
ox oz )7 oxr 0y ’

== 0 OV, OV, o (oV, oV, 0 (oV, OV,
div (rot 7) oz ( oy 0z ) oy ( ox 0z ) * 0z ( ox oy

- 0%V, B 02V, B 0%V, N Ve 0%V, B 0%V,
~ dxdy 0xdz Oydx Oydz 0z0x 0z0y

B 62‘/2_82‘/; N 62Vy_62Vy N 02VZ_62V35
- \ozdy Oyox 0z0x  0x0z 0yoz  0z0y

(4) Puisque

otV = <@ Z)Z

on a

=0
si le champ V est de classe C?, c’est-a-dire ses coefficients V, Vy, V. sont des fonctions réelles de
0> 02
classe C2, car d’aprés le Théoréme de Schwarz on a / = / pour toute fonction f de classe
oxdy  Oyox

c2.
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Exe

rcice 55 — Champ périodique [Facultatif]

Considérons le champ de vecteurs

V (2, y) = cos(z) sin(y) 7 + sin(z) cos(y) 7.

a) Trouver le domaine de définition du champ V et montrer que V est continu et méme lisse.

b) Montrer que les valeurs de V sur le carré D = [0,27] x [0,27] donnent les valeurs de V sur tout son

2

domaine de définition (c’est-a-dire que V est périodique et D est un domaine de périodicité)
Dessiner les vecteurs V (z,y) pour
3T om 3w Tm

2L 2 =
4?71-747274771- et y 0’

T T T T
T = Oa Z? Ea Z, 5
Compléter le dessin des vecteurs de V sur D en sachant que V est périodique et continu.

En suivant les fléches, dessiner les lignes de champs qui partent des points (0,7/4), (7/2,0) et (m,7/4).
Que se passe-t-il au point (7/2,7/2) 7 Que se passe-t-il si on démarre au point (37/2,7/2)?

Le champ V est-il conservatif ? S'il I’est, calculer un potentiel scalaire.

Le champ V est-il incompressible 7 S’il I’est, calculer un potentiel vectoriel.

Corrigé

a)

Donc V est périodique, avec domaine de périodicité D = [0, 27] x [0, 27].

c) D’abord on calcule la valeur du champ V dans les points demandés :

Le domaine de définition de V est I'ensemble des points du plan (z,y) € R? qui appartiennent au
domaine de définition des deux fonctions

Ve(z,y) = cos(z) sin(y) et Vy(z,y) = sin(x) cos(y),

donc D— = R?. Le champ V est continu [respectivement différentiable] si les deux fonctions V,, et

Vy le sont. Or, ces deux fonctions sont continues et méme lisses, c’est-a-dire différentiables autant de
fois qu’on veut, donc V l'est aussi.

Les fonctions cos et sin sont périodiques de période 27, c’est-a-dire que pour tout £ € R on a
cos(t +2mk) = cost et sin(t+ 2mk) =sint pour tout k € Z,

ou, de fagon équivalente, pour tout ¢ € R il existe g € [0, 27| tel que cost = costg et sint = sinty

Donc, pour tout (z,y) € R? il existe (zo, yo) € [0, 2] x [0, 27] tel que
(cosz,sinz) = (cos xp, sin zg) et (cosy,siny) = (cosyo,sin yo)
et donc 7(95,3/) = v(xo,yo) car

cos T siny = cos xg sin g et sinx cosy = sin xg cos yg.
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V(2,y) y=0 |y=n/4 |y=7m/2|y=31/4 |y=m
x=0 siny 7 0 V2/27 7 V2/27 0
x =m/4 g(sinyi'—i-cosyj’) 27 | 3@ +7) @i’ 1@-7) —gj‘
r=m/2 |cosy] 7 ¥27 0 23 —7
x =3m/4 @(—sinyiﬂrcosyj') \fj’ F(=T+7) —?7 2(=7-7) féj
rT=m —siny 7 0 —/2/27 | -7 —2/27 |0
x = bm/4 ?(—sinyi’—cosyj’) —27 | (=7 -7) —gi’ L=T+7) gj’
x=3m/2 | —cosy] —7 *@j‘ 0 227 7
z = Tr/4 g(sinyf—cosyj’) —\fj’ 5T-7) gi’ s(T+7) gj'

Ensuite on dessine ces vecteurs sur le carré [0,27] x [0,27] et on compléte en tenant compte de la

périodicité et de la continuité des fléches :

Y

21

R 4

d) Les lignes de champs qui partent des points (0,7/4), (7/2,0) et (m,m/4) se dessinent en suivant

les fleches, qui aménent toutes au point (7/2,7/2). Ce point “attire” les autres :

c’est un point ou

arrivent toutes les lignes de champ de son entourage (point d’équilibre stable), tout comme le point

(37/2,371/2).

Au contraire, le point (37/2,7/2) “repousse” les lignes de champ : si on est pile dans ce point on ne
bouge pas, mais si on s’écarte un tout petit peu de ce point, on tombe sur une ligne de champ qui
nous ameéne trés loin dans une diréction qui dépend de notre écart initial (point d’équilibre instable).

Le point (7/2,37/2) a la méme propriété.

Enfin, le point (7, 7) est l'arrivée d’exactement deux lignes (venant de (37/2,7/2) et de (7/2,37/2))
et le départ de deux autres (allant vers (7/2,7/2) et (37/2,37/2)). Toutes les autres lignes de son

entourage ’évitent. Les points (0,0), (7,0) et (0,7) ont la méme propriété.
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Pour savoir si le champ V est conservatif, on calcule son rotationnel :

R?(m,y) = (8(sm;§;os Y _ 6(cosgysm y)> k = (coszcosy — coszcosy) k = 0.

Alors, par le Lemme de Poincaré, V est conservatif sur R?, qui est simplement connexe.
Cherchons un potentiel f : R? — R tel que V= grad f, c’est-a-dire tel que

of of

(1) P cos zsiny et (2) == =sinzcosy.
5

oy
On intégre (1) en x :
f(z,y) W jcosa:sinyda? = sinzsiny + g(y),

on dérive par rapport & y et on identifie & (2) :

of
oy
et on déduit que ¢'(y) = 0, i.e. g(y) = ¢ est constante. Donc

2
= sinzcosy + ¢ (y) @ sinz cos y

f(xz,y) =sinzsiny + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque.
Remarque : Le potentiel “physique” du champ 7, c’est-a-dire le champ scalaire ¢ : R3 — R tel que
—
V= —grad ¢, est 'opposé de f,
o(x,y) = —sinzsiny.

Cette fonction a huit point critiques (les points bleu du dessin des lignes de champ qui ont des
propriétés particuliéres), dont deux maxima locaux, deux minima locaux et quatre points cols.

En effet, les points critiques de ¢ sont les points qui annullent grad ¢ = —

—coszsiny =0 cosz =0 siny =0
— (a) ou (b)
—sinzcosy =0 cosy =0 sinx =0
c’est-a-dire :
(@) (m/2,7/2), (1/2,37/2), (37/2,7/2), (3n/2,37/2),
(b) (070)7 (0,71'), (7770)7 (77777)~

La matrice Hessienne de ¢ est

sinzsiny  —cosxcosy
Hy(z,y) = o
—cosxcosy sinzsiny

et son déterminant vaut, dans les points de type (a) et dans ceux de type (b),
(a) det H¢>|cosz=0, cosy=0 = sinzsin®y = 1> 0 = extrema locaux,
(b) det Hp| 1220, siny—0 = — cos’xcos’y = —1 <0 — points cols.
Les points de type (a) sont des maxima ou des minima locaux selon le signe de sinxzsiny = +1 :

— aux points (7/2,7/2) et (37/2,37/2) on a sinxsiny = +1, ce sont des minima locaux,

— aux points (7/2,37/2) et (37/2,7/2) on a sinzsiny = —1, ce sont des maxima locaux.

Pour savoir si le champ V est incompressible, on calcule sa divergence :

0 i O(si -
div V(w,y) = (cosaxsmy) + (sm;:cosy) = —sinxsiny — sinzsiny # 0.
€z Y

Puisque divV # 6, ce champ n’est pas incompressible et n’admet pas de potentiel vectoriel.
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Exe

rcice 56 — Champ périodique et symétrique [Facultatif]

Considérons le champ de vecteurs

cosr _, sinz _

’L_
Y y?

V(x,y) =

Trouver le domaine de définition du champ V et montrer que V est continu (et lisse).

Montrer que V est périodique dans la variable x et que la bande D = [0, 27] x R* est un domaine de
périodicité.

En sachant que la fonction sinx est impaire et que la fonction cosx est paire, montrer qu’il suffit de
connaitre les valeurs de V. pour y > 0, car les valeurs en —y < 0 se trouvent alors comme

‘_/)(x7 _y) = _7(_'777 y)'

(C’est-a-dire que V est symétrique par rapport & une symétrie centrale, ou rotation d’angle ).
Dessiner les vecteurs V(w, y) pour
37 ot 3m Iw

_O7T7T
.’13—,4,2,4,7'(',4,2,4,

21 et y=1, 2, 1/2.

Compléter le dessin des vecteurs de V sur D en sachant que V est périodique et continu.

En suivant les fleches, dessiner les lignes de champs qui partent des points (0,1), (7/2,1), (m,1),
(5m/4,1) et (3w/2,1).
Le champ V est-il conservatif ? S'il I’est, calculer un potentiel scalaire.

Le champ V est-il incompressible 7 S’il I’est, calculer un potentiel vectoriel.

Corrigé

a)

Le domaine de définition de V est I’ensemble des points du plan (z,y) € R? qui appartiennent au
domaine de définition des deux fonctions

CcoS T sin x
et V(’Tay) = T 7 9
y Y y?

donc, si on indique R* = R\{0} = | — 0, 0[ u ]0,00[ , on a

Vo(z,y) =

Dy ={(z,y)eR?|y+#0} y
— R x R* [ DY
T
=D"uD~ D—

avec Dt = {(z,y) |y >0} et D~ = {(z,y) | y < 0}.

Le champ V est continu [respectivement différentiable] si les deux fonctions V;, et Vj, le sont. Or, ces
deux fonctions sont continues et méme lisses, c’est-a-dire différentiables autant de fois qu’on veut,
chacune sur son domaine de définition. Donc V' l'est aussi.

Les fonctions cos z et sin  sont périodiques de période 27, donc pour tout x € R il existe zg € [0, 27]
tel que
cosr =cosxy et sinz = sinzg.

Done, pour tout (z,y) € R x R* il existe (zg,y) € [0,27] x R* tel que V(x,y) = V(:L‘(),y), car

COST  COS Ty sinx sin xq
= et — 5 = = 3
Y Y Y Y
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Y
Donc V. est périodique en x, avec {
domaine de périodicité donné par la

bande verticale D = [0, 27] x Ru. —?ﬂ' —Fﬂ' %] 2#7 4‘77
La fonction cosx est paire et la fonction sin z est impaire, c¢’est-a-dire que pour tout x € R on a
cos(—x) = cosx
et
sin(—z) = —sinz
Soit (z,y) € R x R* un point du domaine de V. Alors, au point (z, —y)
‘—/>($ _y) = cosxi,_ sin 7 y
’ -y (=y)? \
cosr _, sinx_,
e L S )
y y | |
_ _ cos(—x) . —smg—ac) : j .
Yy Yy | |
cos(—zx) , sin(—=z) ‘ |
e ) B G (@, )
Yy Yy
Evidemment cette identité s’applique aussi si on part du point (—x,—y) et donne
Finalement, pour le champ V(m, y) = 08T 7 g 7, il est suffisant de connaitre la valeur dans le
Y

domaine [0, 27 x]0, o[, car, si z € [0,27] et y < 0, on a
7(x,y) = _V(_x? _y) = —7(—33 + 27T7 _y)a
ou —y > 0 et —x + 27 € [0, 27] vu que —z € [—2m,0].

Remarque : La propriété 7(—:6, —y) = —V(m,y) signifie que V est symétrique par rapport a une
symétrie centrale, ou rotation d’angle .
Si T : R? — R? est une transformation linéaire des vecteurs du plan, qu’on applique aussi aux points
P = (z,y) par T(P) = T(ﬁ), on dit qu'un champ de vecteurs V est symétrique par rapport a
T, si

T(v(ac,y)) = V(T(m,y)) pour tout (z,y).
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En particulier, la rotation d’angle 7 est la transformation donnée par la matrice

cos(m) —sin(mw -1 0
hon [ —snm) _ |
sin(m)  cos(m) 0 -1

qui donne Rot,(z,y) = (—z, —y), autrement dit Rotw(V) — —V pour tout vecteur V.

d) D’abord on calcule la valeur du champ V dans les points demandés :

V(z,y) y=1/2 y=1 y =2
z=0 1z 27 7 13
o=n/t | R(1e-37) |Rei-4) [La-7 |[£LGT-19)
xz=m/2 —y%j' —47 —J —-37
v=3n/a | Z (-17-%7) | @ (-27-47) | £ (-1-7) | £ (-}7-17)
T =T —1z —27 -7 —%7

Yy
p=bm/d | R (<174 57) | B2 (-27+47) | (T+7) | B (-37+17)
x = 3m/2 y%j’ 47 7 ly
o=Tn/a| F (J7+47) | F @I+ | F @+ | FGT+1I)

Ensuite on dessine ces vecteurs sur le carré [0,27] x [0,27] et on compléte en tenant compte de la
périodicité et de la continuité des fleches :

Y
2

e) Les lignes de champs se dessinent en suivant les fléches. Pour ce champ, il n’y a pas de points qui
“attirent” ou “repoussent” tous les autres, mais il y a deux lignes verticales droites : celles & x = /2
(orientée vers le bas) et celle & © = 37/2 (orientée vers le haut). Les autres lignes de champ sont
asymptotiques & ces deux droites, c’est-a-dire, elles s’y approchent pour des temps infinis négatifs et
positifs, sans jamais les toucher.

f) Pour savoir si le champ V est conservatif, on calcule son rotationnel :

WiV = (2 (50) - 2 (222)) ¢

COS T COS T - —
=(- + k=0
< y? y? >
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Alors, par le Lemme de Poincaré, V est conservatif sur R?, qui est simplement connexe
Cherchons un potentiel f : R? — R tel que V= grad f, c’est-a-dire tel que

(1) % _ cosx

@) ﬁ: sina;'

y oy y?
On intégre (1) en x :
(1) [ cos w sin %
0 +9(),
Yy
on dérive par rapport a y et on identifie a (2 )
of sinz ;.\ (2) sinz
- - 2 g (y) = -
0y y

et on déduit que ¢'(y) = 0, i.e. g(y) = ¢ est constante. Donc

sin
f(z,y) = + ¢, avec ¢ € R une constante quelconque
Y

Remarque : Le potentiel “physique” du champ 7, c’est-a-dire le champ scalaire ¢ : R? — R tel que
———
V = —grad ¢, est opposé de f

sin x
¢(x7 y) == :
Y
Les points critiques de ¢ sont les points qui annullent grad ¢ = -V

CcoS T
- 0 cosx =0
Y PN
sin x .
> sinx =0
Y

ce qui est impossible. Ce potentiel n’a pas de points critiques, donc il n’a pas de points d’équilibre
stable ou instable (les extrema locaux), comme le montre le dessin des lignes de champ

) Pour savoir si le champ V est incompressible, on calcule sa divergence

) ) 9 i
din(%y):;x(CO;:C)"‘;/(_&HI) :_s1nx+ sin

# 0.
y? Yy y3

Puisque div V #0, ce champ n’est pas incompressible et n’admet pas de potentiel vectoriel

64



TD 11 - COURBES ET CIRCULATION

Exercice 57 — Circulation le long d’une courbe

Dessiner les courbes Ct indiquées, trouver une paramétrisation si elle n’est pas déja donnée et calculer la
circulation des champs de vecteurs Vle long de C'*.

a) V(x,y) =y7—7, C*t = cycloide paramétrée par y(t) = (¢t — sint, 1 — cost), avec t € [0, 27].
=1-—2z2 =0 =0
b) V(x, y) = (22 +1)7, C™* = courbe plane fermée Y U U Y .
r:1—-0 y:1—-0 r:0—1

) Vi(z,y) = \y/%, C* = cercle paramétré par () = R(cost,sint), avec t € [0, 27].

2 2 2 . . .
z“+y°=R 6
d) V(lh 5,2) = pz e O+ — cercle Y orienté dans le sens antihoraire
s H sur le plan x0y.

e) 7(az,y, 2) =227 — y 7+ =k, C* = courbe paramétré par v(t) = (¢,t2,13),
avec t €]0,T1.

z=y—x

T4+ 2y 7, C* = arc d’hyperbole { zy =1

y:1—2

Corrigé

a) Dessin de la cycloide paramétrée par y(t) = (t — sint, 1 — cost), avec t € [0, 27] :

Y
2 A e -
7(0) = (0,0) v
v(m) = (m,2)
~v(2m) = (2m,0)
0 | m | or

Vitesse de la courbe : ~/(t) = (1 —cost)7 +sint]

Champ V(z,y) =y 7—7 lelongde v : V(y(t)) = (1 —cost)7 —7

1
Circulation de V le long de « : puisque Jcos2 tdt = §(t + costsint), on a

21

f V.dl = QWV?(W(IS)) A (t)dt = f ((1 — cost)® —sint) dt
¥ 0

0

27
= J (1 — 2cost+0032t—sint) dt
0

1 3
=[t—2sint + 5 (t 4 sint cost) + cost 3™ = 527r = 3.
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. . y=1-22 =0 y=0
b) Dessin et paramétrisation de la courbe C'* : U U

z:1—0 y:1—-0 z:0—1
Y
at) = (1—-t,1—(1—1t)?)
—(1—t,2t—1?), te[0,1] 1
_ o(t)
B(t) =(0,1—1t), tel0,1] B(t)
v(t) = (¢,0), te[0,1]
_ : .
Vitesse des trois courbes : Champ V (z,y) = (22 + 1) 7 le long de C* :
o) =T+ (2-2t)F Viat) = (1-t)2+1)7=(2-2t+t)7
B(t) =7 V(@) =7
V) =7 Vv®) = 2 +1)7

Circulation du champ V le long de C* :

C+T/’-cw—LV-dMLVduLV-de
1 1 1
- f V() - o/(t) di + f V(5(1)) - A (¢) dt f V(1) - +/(t) dt
0 0 0
1

1

:f (2—2t)(2—2t+t2))dt—f dt +0
0 0

1
:f (4 — 8t +6t% —2t3 — 1) dt
0

1
:J (3 — 8t + 6t% — 2t%) dt
0

1
= [3t — 4t% + 213 — 5#]5
1

—3-4+2—-=1-
27y

N =
]

¢) Dessin du cercle Ct paramétré par v(t) = R(cost,sint), avec t € [0, 27].
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q(t)
7(0) = (R, 0)
v(m/2) = (0, R)
v(m) = (=R,0) :c
v(37/2) = (0, —R)

Vitesse de la courbe :  +/(t) = —Rsint7 + Rcost]

Champ V(x,y)zij/%le long de v : sur le cercle on a
z = Rcost
— Va2 +y?=vVR? =R,
y = Rsint

par conséquent
_ Rsint 7 — Rcost J

R

V()

=sint 7 — cost 7.

Circulation de V le long de CF :

j@ V.dl = 27r7('y(t)) A (t)dt = J% (- Rsin? t — R cos? t) dt
0 0
Cc+

2m 2m
= —Rf (sin®t + cos® t) dt = —RJ dt
0 0

—R[t]¥ = —2nR.

22 + 42 = R orienté dans le
Cercle CT : sens antihoraire
z=H sur le plan 20y.

VR

Paramétrisation du cercle : v(t) = (R cost, R sint,H), te[0,2r].

Champ V(p,cp,z) = pz €, le long de 7 : sur le cercle on a p = /22 +y? = R et z = H, par
conséquent
V(y(t)) = RH €.

Comme ce vecteur est en coordonnées cilyndriques, on calcule la vitesse de v aussi en coordonnées
cylindriques :

7'(t) = =R sint7 + R cost] = R(—sint7 + cost]) = Re,.
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Ceci est équivalent & paramétrer le cercle en coordonnées cylindriques avec

ce qui donne

Au final on peut calculer le produit scalaire de 7(7(75)) = RH €, et de v/(t) = Rée;, dans le repére
orthonormal (€, €5, k) comme somme des produits composante par composante, et on obtient la
circulation de V' le long de C* paramétré par 7 :

21
f}gx_/’ﬂz T/’ v(t)) - ' (t) dt—RZHJ dt = 2r R H.
+
z
Courbe C paramétrée par
T ******* 1
1) = (62,6),  t€]o,T] Ll
Vitesse 1 3 3
v (t) =7 + 2t7 + 3t%k. ) P
77
y 52
Champ V(x,y, 2)=x227-27 + ¥ Fle long de 7 :
L y?
t2 t (t3)2 3

Circulation de V le long de C'" paramétrée par - :

N T T T
V-dE:J V(V(t))-v’(t)dtzj (t5—2t2+3t5)dt=J (4t — 22)d
0

c+t 0 0

T
- {gtﬁ—ﬁt‘”’} =270 - 278 = 2T - ).
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f) L’arc d’hyperbole C* d’équations

z=y—=x
z=y—x, zy=1, avecye][l,2]
est & lintersection du cylindre de profil
xy = 1 et axe Oz, et du plan z = y — x. O

xy =1

X

Parameétrisation de C'" : on pose y = t et on obtient

1 1
~(t) = (,t,t - ) , avec t € [1,2].

t t
L 1., . 1) -
Vitesse : 'y(t)z—t—22+]+ 1—i—t—2 .
Champ V(m,y,z) T4 zy 7 le long de ~ :
Y
1/t 1N o 1., L
7(7(15)):7@4-15 t——) F=5i+E =17

Circulation de V le long de  :

LV’-EZ: QV(V(t))-V’(t)dt:JQ (—;4+t2—1> dt

)
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Exercice 58 — Circulation de V = grad ¢
Calculer la circulation des champs de gradient le long des courbes indiquées, en utilisant le théoréme

B
f arad ¢ - @l = 6(B) — H(A).
A, C+

a) V= grad¢ avec ¢(z,y,z) =In(zy + 22), C* = courbe qui relie le point (5,1,0) au point

(3,2,1).

1
b) ﬁ(r) @ ¢, = champ électrique produit par une charge @ placée en r =0

" dmep 12
C; = courbe qui relie le point A = (6,0,0) au point B = (0,0, 3),
Cy = cercle centré en O de rayon R.

[Quel est le potentiel ¢(r) de E (r) ? Chercher dans les notes de cours ou le calculer.

I1
c) ?(p, 0, 2) = Ko - €, — champ magnétique produit par un courant d’intensité I

2 p dans un fil droit de direction k.

C; = arc de cercle de rayon R centré sur le fil,
reliant le point A = (R,0,0) au point B = (0, R, 0)

C’;r = cercle de rayon R qui ne fait pas le tour du fil.

[Quel est le potentiel scalaire ¢() de B(p) si on ne fait pas le tour complet autour du fil ?
Chercher dans les notes de cours ou le calculer.|

Corrigé

a)

La circulation du champ de gradient V= grad ¢, avec potentiel
o(x,y,2) = In(zy + 2°),
le long d’une courbe quelconque C* qui relie le point A(5,1,0) au point B(3,2,1), vaut
|| @ = 6(B) — o) = 6(3.2.1) — 6(5.1.0)

=In6+1)—In(5+0)=In (;) .

Le champ électrostatique

Br--2 La  rxo0

4dmey 12

est bien conservatif sur son domaine de définition DE’ = R3\{O}, parce que ot E = 0 et DE; est

simplement connexe (voir livret, section 4.4 page 44, 'exemple analogue a page 51 et aussi la fiche
TD 4).

Le potentiel scalaire ¢(r) de E)(r), tel que E = —grad ¢ (au sens physique), est le potentiel de
Coulomb (voir livret page 32)
Q 1

dmeg 1T’

¢(r) r#0.

Alors, la circulation de E = —grad ¢ le long d’une courbe C;" qui relie le point A(6,0,0), qui se
trouve & distance r4 = 6 de lorigine O, au point B(0,0,3), qui se trouve a distance rg = 3 de
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Porigine O, vaut

. Q 1 1
_471'60 rA B

Q 1 1
- 4meq (6 - 3)
Q 1-2
- dmeg 6
. Q

B 24meq

De méme, la circulation de E le long d’une courbe fermée, comme le cercle C’2+ , est nulle :

\cﬁE’EE:— grad ¢ dl =0
cy cy
c) Le champ magnétostatique
= po I 1,
B =— - 0
(P, 2) = =~ S G P

est décrit en détail dans ’exercice a page 57 du livret de cours.

Ce champ est définit sur ’ensemble DE’ = R3\axe Oz, qui n’est pas simplement connexe.
Comme 1ot B = 0, par le Lemme de Poincaré I le champ B admet un potentiel scalaire sur tout

sous-ensemble simplement connexe de D§>.

Les sous-ensembles simplement connexes de D§> les plus grands possibles

sont donnés par R? privé d’un demi-plan vertical contenant 'axe Oz.

Par exemple, 'ensemble R3\{p =0}, égal & R? privé du demi-plan déter- p=0
miné par 'angle ¢ = 0, est un tel sous-ensemble simplement connexe de

Dg. T Ty
Mais on peut également considérer tout ensemble R3\{¢ =g} égal & R3
privé du demi-plan déterminé par angle ¢ fixé (par exemple pg = 7/2 T

ou pg = 7).

Un potentiel scalaire de E), tel que B = —grad ¢, sur I'ensemble D = R3\{p =} est (voir livret de
cours page 58)

I .
o(p) = _,u2077r (o + o), v €10, 2x[ (et toujours p # 0).
A noter que le champ scalaire ¢ ne dépend pas explicitement de p mais seulement de 1'angle ¢ de

rotation autour de 'axe Oz.
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Alors, pour calculer la circulation de Ble long de
I'arc de cercle C;" de rayon R centré en 'origine, 0 =i
reliant le point A(R,0,0) au point B(0, R,0), on
se place dans un sous-espace de DE) simplement

connexe qui contient cet arc de cercle.

B
Par exemple, R3 privé du demi-plan & angle ¢o = / Y
. 4
x
Puisque ¢4 =0, g = 7/2 et g = 7, on a alors
B-dl = *J grad ¢ - dl = ¢(ipa) — d(¢n)
oy oy
Ho
=T o (¢a + w0 — B — ¢0)
s
= 2L (o4~ 5)
2w B
5 (0-3)
= —— O _ —
27 2
_ s !
L

Enfin, la circulation de B le long d’un cercle fermé qui ne fait pas le tour de ’axe Oz, se calcule sur
un sous-ensemble simplement connexe de D§ qui contient entiérement ce cercle (qui existe, puisque

le cercle ne fait pas le tour de l'axe Oz), et est donc nulle :

§§.af—_j£m¢.d—zf—o.

Cy Cy
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TD 12 - SURFACES ET FLUX, STOKES, GAUSS

Exercice 59 — Flux a travers une surface
Dessiner les surfaces ST indiquées, trouver une paramétrisation si elle n’est pas déja donnée et calculer le
flux des champs de vecteurs a travers S+.

a) Vi(z,y,2) =¥ 7 +2(z—2%) k

: : a? = y?z fu,v) = (w,v,u?)
St = parapluie de Whitney paramétré par
x,y,z € [0,1] u,v € [0,1]
. . - z=3
b) Vi, y,2) =227 +ay> T +a(y—2) k, St = carré avec parameétres (z,y).
z,y €[0,1]

C) 7<T7(P79) =pé +rép,

22 +y? + 22 = R? ) .
St = calotte de sphére avec parameétres = coordonnées sphériques (¢, ).
xr, Y,z = 0

1
d) ﬁ(r) = 47?60 2 €, — champ électrique, ST = calotte de sphére de 'exercice précédent.

Corrigé

: : 3 1z . Ao 2 _ 2
- ) ) .
a) Le parapluie de Whitney est la surface de R® d’équation cartésienne x y°z, pour tout z,y,z € R

On considére une portion bornée de cette surface, donnée par les contraintes z,y,z € [0,1]. On a
donc
S={(zy2)eR| 2’ =y’ ,y,2€[0,1] }.

On veut calculer le flux du champ de vecteurs V(x, y,2) = y3 7+ 2(z—22) k a travers S, on procéde
par étapes.

1) Paramétrisation de la surface. Si on pose

Y= avec v € [0, 1] parce que y € [0, 1]
z=u? avec u € [0, 1] parce que z € [0, 1]

2 2 2,2

alors 1'équation 2 = y?z donne z? = v?u? = (vu)? et donc x = ww, et on voit que S est bien
paramétrée comme indiqué :

S ={ f(u,v) = (uv,v,u2) eR3 | u,ve(0,1] }.

Pour dessiner cette portion du parapluie de Withney on emploie une astuce, en la présentant comme
surface réglée, c’est-a-dire formée de droites collées 'une a coté de I'autre de maniére lisse, selon le
profil décrit par une courbe v qui s’appelle courbe génératrice de la surface réglée.

Remarque : Une surface réglée est une surface paramétrée sous la forme

-

S = { flu,v) = 7(w) + vd(u), ue eV },

ou la courbe ~ s’appelle génératrice et décrit le profil qu’on suit pour coller les droites qui sont
dirigées, en tout point y(u), par le vecteur directeur d(u) # 0. Le paramétre v décrit les points le
long de chaque droite

-

Ay ={ f(u,v) =v(u) +vd(u) |veV },
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et on a

SzUAu.

uelU
Dessiner une surface réglée est trés simple :
— on dessine la courbe génératrice ~,
— en chaque point de v détérminé par u on dessine le vecteur directeur cf(u),
— on prolonge le vecteur en un segment selon les valeurs de v,

— enfin on relie tous ces segments en une surface !

“1
cf( 0) Dans cet exemple, on a pris :
1) v(u) = (u,1,sinu), u € [0, 27]
7(0) J‘(u) v

d(u) = (0, cos(u/2), sin(u/2))

/ y ve[-2,2].

O

Pour dessiner la portion du parapluie de Whitney qui nous intéresse, on écrit donc la paramétrisation
f comme celle d’'une surface réglée

flu,v) = (uv,v,uQ) = (O,O,u2 + o (u,l,O)
y(w) +vd(u),  wvel0,1],

ol

v(u) = (0,0, u?) est la courbe génératrice (le profil), avec u € [0, 1],

d(u) = (u, 1,0) est le vecteur directeur de la droite A, au point v(u),
v

€ [0,1] est le paramétre qui parcourt un segment de longueur 1 sur chaque droite A,,.

Ceci est possible, pour le parapluie de Whitney, car la paramétrisation f(u,v) dépend de fagon
linéaire d'un des deux paramétres, v : en variant v (a valeur u fixe), on parcourt une droite.
%

: . . A
Pour dessiner 9, il suffit enfin de dessiner ses composantes : ! 1

— la courbe génératrice v(u) = (0,0, u?) avec u € [0,1],

— le vecteur directeur d(u) = (u,1,0) en tout point y(u),

— le segment paramétré par v € [0, 1] sur chaque droite,

17

et de relier le tout. Y

x <

0
2) Vecteur normale a la surface. On calcule le vecteur normal 7y = a—f A a—f, qui donne ’orien-
u v

tation de la surface. On a

D) (0w e 20

ou ov

= (U, ]-7 0)7
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donc

v U —2u
fif(u,v) = af(;; 2 af(;;’v) =l o |r|1]=] 22
2u 0 v
= —2u7+2u’7 + v k.
Pour le dessiner, on I’évalue en un point de S, par exemple TT g+

pour u =1/2etv=1/2:

N A
"f\gg) T PRl T

1Y
et on voit que la composante en direction 7 est négative. 1 /
7

3) Champ de vecteurs sur la surface. On évalue le champ 7(90,3;, 2) =3 7 +2(z — 2?) k sur
les points de la surface St :

4) Produit scalaire. On calcule le produit scalaire entre V(f(u, v)) et 7ig(u,v) :

V(f(u,v)) g (u,v) = (v3j+ 2u?(1 — v?) E) (—2uT+ 2u2j+vE)
= 2u? v + 2u?v(1 — v?)

= 2u%v? + 2020 — 20?03

= 2u’w.

5) Flux du champ a travers la surface. Enfin, on calcule le flux de V a travers 57 :

ij'ﬁ - Jf V (f(u,v)) - i (u,v) dudv
[0,1]x[0,1]

S+

b) On veut calculer le flux du champ de vecteurs

7(:E,y,z)=x2z?+xy2j+x(y—z)E
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a travers la surface plane donnée par le carré horizontal

S={(z,y,2) eR3 | z,ye[0,1], z=3}.
Dans ce probléme il manque une indication : I'orientation de la surface. Supposons de vouloir consi-
dérer le carré ST avec vecteur normal orienté vers le haut. On procéde par étapes.

z

3 4]
1) Paramétrisation de la surface. On prend = € [0,1] et y €
[0,1] comme parameétres libres, alors une paramétrisation de S est
donnée par :

f($7y) = (ﬂj‘,y, 3)a T,y € [O’ 1]

X

Remarque : Un carré est bien sur une surface réglée, par exemple on peut écrire

-

flz,y) = (2,9,3) = (2,0,3) + y (0,1,0) = v(2) + y d(x)

— courbe génératrice y(z) = (z,0,3) avec z € [0,1],
— vecteur directeur af(:v) = (0,1,0) en tout point y(z),

-

— segment paramétré par y € [0, 1] sur chaque droite A, dirigée par d(z).

z

— g
A=

Mais on n’a pas besoin de cette présentation pour le dessiner. O

0
2) Vecteur normale a la surface. On calcule le vecteur normal 7y = a—f A —f, qui donne ’orien-
5

y
tation du carré.
On a
af(;;w — (1,0,0) =7 :
3 St
of(z,y) .
ay _(0’150)_]7
donc
. of(x, of (x, L, =
ip(w,y) = f(a$y) A f(ayy) =in]=k

X

Remarque : La paramétrisation choisie f(z,y) = (x,y,3) donne bien l'orientation du carré vers
le haut, comme souhaité. Pour avoir le méme carré orienté vers le bas, c’est-a-dire la surface S, il
suffit d’échanger I'ordre des paramétres :

B= { g(y,x) = ($7y’3) | T,y € [071] }
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On a alors

z
d9(y, x)
1,0) = _
2 =(0,1,0) =7 3 S
29(y, x)
P (1,0,0)
donc
. o9(y,x) dg
) - 900, 000 -
—TAT=-TAT=—Fk. xl

0

3) Champ de vecteurs sur la surface. On évalue le champ V (z,y,2) = 222 T+ ay? 7+ a(y—2) k
sur les points de la surface S* :

7(f(1‘,y)) =322 7 +x? 7+ 2(y—3) k.

4) Produit scalaire. On calcule le produit scalaire entre V(f(x, y)) et itp(z,y)

7(f(a:,y)) fp(x,y) = (33:2 7[-|-;1;y2 7+z(y—3) 75) -k
=z(y — 3).

5) Flux du champ & travers la surface. Enfin, on calcule le flux de V a travers S+ :

HV’E = Jj 7(f(x,y)) 1if(x,y) dody
S

ff z(y —3)dx dy (on applique le Thm. de Fubini)

¢) On veut calculer le flux du champ de vecteurs
7(7“,90,9) =pé +7T€)
a travers la calotte de sphére
S={(z,y,2) eR3 |22+ 9>+ 22 =R?, 2,9,2>0}.

Dans ce probléme il manque une indication sur 'orientation de la surface. Supposons de vouloir
considérer le vecteur normal sortant de la sphére. On procéde toujours par les mémes étapes.
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1) Paramétrisation de la surface. Pour paramétrer une sphére de rayon R centrée en l'origine il
suffit de prendre les coordonnées sphériques (r, ¢, 0) et poser r = R. Les deux paramétres restant
@ € [0,27] et 6 € [0, 7] déterminent tous les points de la sphére : les coordonnées cartésiennes des
points sont données par le changement usuel en coordonnées sphériques :

x(p,0) = R cosy sin b, y(p,0) = R sin p sin 6 et z(p,0) = R cosb.

Une portion de sphére est ensuite fixée par des limitations des parameétres (¢, 6).
z

R

Pour la calotte qui nous intéresse on peut donc prendre la
paramétrisation

f(p,0) = (R cosg sinf, R sin ¢ sinf, R cos )

avec

R Y
v,0 €[0,7/2]. R
Vérifions si cette paramétrisation donne l'orientation souhaitée, avec VeT:teur normal sortant.
2) Vecteur normale a la surface. On calcule le vecteur normal iy = % A Z—g ;
%:00,9) = R(—sin sinf, cos ¢ sin b, 0)
w = R (cos ¢ cosf,sinpcosf, —sinb),
donc
—sin ¢ sin cos ¢ cosf
7if(p,0) = afgg ‘) A 6f(a<p9,6) =R | cospsingd [AR | singcosf
0 —sin 6
—cosp sin? 6 — cos g sin? 6
= J —sin ¢ sin? 6§ =R? | —sin @ sin? 6
—sin? ¢ sin @ cos § — cos? ¢ sinf cos —sinf cos 6

Ce vecteur 7y a toutes les composantes négatives (car ¢, 6 €
[0,7/2]), donc il est orienté dans le sens entrant et non sor-
tant. Par exemple, en un point au milieu de la calotte, pour
p=m/det=m/4 ona

fif(n/4,7/4) = R2/4 (—V/2, -2, -2).

Comme ce n’est pas l'orientation souhaitée, nous appellons
cette surface paramétrée S—.

Pour que la calotte ST ait vecteur normal sortant, choisissons donc la paramétrisation

9(0,¢) = (R cosp sinf, R sing sinf, R cos0),

toujours avec 6, ¢ € [0,7/2], qui a vecteur normal

_ _99(0,9) g9(0,9)
ng(eﬂso) - 80 A agp

= R% sinf (coscp sin 0, sin ¢ sin @, cos 9).
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3) Champ de vecteurs sur la surface. Le champ V (7, ¢, 0) = ¢ €, +r € est donné en coordonnées
sphériques. Pour I’évaluer sur les points de la surface S, il faut exprimer S en coordonnées sphériques.
Ceci est évident, puisque S est une calotte de sphére :

S={(r,e,0) | r=R, p,0€[0,7/2] }.
Alors
V(g(é?,go)) =ype +Rep.

4) Produit scalaire. Pour calculer le produit scalaire entre le vecteur V(g(@, go)), qui est exprimé
dans le repére sphérique, et le vecteur 7,4 (6, ¢), qui est exprimé dans le repére cartésien, il faut choisir
I'un des deux repéres et exprimer dans celui-ci le vecteur qui ne ’est pas.

Comme il est plus facile de transformer un vecteur des coordonnées cartésiennes aux coordonnées
sphériques, plutot que le contraire, changeons le vecteur 7i,. D’ailleurs, dans ce vecteur on reconnait
les composantes (voir formulaire, page recto, 1ére colonne, ligne du “changement de drepére”), ce sont
celles du vecteur €, :

—

7ig(0, ) = R? sin 6 (cosp sinf7 + sinp sinf 7 + COSQE)
= R%sinf ¢,
Ce vecteur, appliqué en tout point de la spheére, est bien sortant. En comparaison, le vecteur normal

np = —R? sinf ¢, est entrant.
On peut enfin calculer le produit scalaire dans le repére sphérique, en sachant que :

Remarque : Le repére sphérique (€, , €, ,€j ) est orthonormé :

— les trois vecteurs sont orthogonaux 'un a l’autre, donc leur produit scalaire mutuel vaut 0 :

— et ils ont norme 1, donc le produit scalaire avec eux mémes vaut 1 :

— —

ér 6. =1, €p "€ = 1, ey -€p = 1.

Au final, on a donc
V(g(@, ©)) - fg(0,0) = (p & + Ré&)-R*sinf ¢
= R%?p siné.

5) Flux du champ a travers la surface. Enfin, on calcule le flux de V a travers S*
[[v-@= || Vo) mee
5+ [0,7/2]x [0,7/2]

= ff R% ¢ sin® df dy (on applique le Thm. de Fubini)

[0,7/2] % [0,7/2]

) /2 ‘ /2
=R J sin df J @ dp
0 0

12 1 w/2
:RQ[—COSG]g [2 902]
0

1 (72 w2 R?
_ P2 - _ =
—R(O+1)2(4 O> g
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d) Enfin, on veut calculer le flux du champ électrique

Biry= -2 1

— — €
Areg 12

—

a travers la calotte de sphére
St ={(z,y,2)eR3 | 22 + 9>+ 22 = R?, 2,9,2>0}
que I'on suppose orientée par le vecteur normal sortant. On suit a nouveau les mémes étapes.

1) Paramétrisation de la surface et 2) Vecteur normale a la surface. Comme établi dans
I'exercice c), on choisit la paramétrisation

g(0,0) = (R cosp sinf, R sinp sinf, R cosb),

avec 0, ¢ € [0,7/2], qui a vecteur normal sortant

—

Tg

(07 ()0) =

3) Champ de vecteurs sur la surface. Le champ électrique E (r) =

R? sinfe, .

points de la calotte de spheére de rayon r = R vaut

E(9(0,0)) =

4req R?

Q 1

évalué sur les

&
4mweg 12 T

Q

4) Produit scalaire. Le produit scalaire entre le vecteur E‘)(g(ﬁ, ©)) et le vecteur 7ig(6, ¢) est

E (g(6,9)) - fig(0, ) =

"~ dre

Q
4dmeg R?

é. - R? sinf ¢,

sin 6.

5) Flux du champ a travers la surface. Enfin, on calcule le flux de E a travers 57

J E-dS = E(9(60,9)) - ig(6, ) df dep
S+ [0,m/2] % [0,7/2]
= Jf sinf df dp (on applique le Thm. de Fubini)
e
[0,7/2]x[0,7/2] ‘
7 /2 /2
= @ sin 6 df f dy
47T€() 0 0
. Q /2 /2
=& Lot 3 [
Q m
4rey (0-1) (2 B 0)
__Qn
~ 8meg

A noter que le flux de E a travers la calotte S~ orientée par le vecteur normal ny entrant vaut donc

I'opposé :

JE’?

87‘(‘60 '
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Exercice 60 — Flux de V =rtot U
Calculer le flux du rotationnel des champs de vecteurs suivants, dans I'une des deux possibles maniéres (ou
les deux) :

— soit en calculant le rotationnel, en décrivant ST et en utilisant la définition du flux,
— soit en trouvant le bord de ST et en appliquant le
théoréme de Stokes ffﬁﬁ - dS = fﬁ U -dl.
S+

oS+
a) Ulz,y) =2z —y) T+ (x+7v) 7, St = disque 2% +y% < R? orienté par ii = k.

I .
b) A(p,p,2) = —% Inp k

11
= potentiel vectoriel du champ magnétique B=1ot 4= MQL — €g,
™ p
. 22 442 = R )
St cylindre (ouvert) avec 71 entrant.
z€[0,H]

a) On veut calculer le flux du champ de vecteurs V =10t U ot
Uey) =@z —y) T+ (@+y) 7,
a travers la surface plane donnée par le disque
St ={(z,9,2)eR3| 22 +9y> < R?, 2=0}
orienté par le vecteur normal 77 = k.

Meéthode 1 — Calcul direct. On calcule le rotationnel

rot U (z,y, 2) =10t (22 —9y) T+ (z+) 7)
_ (0(m+y) a@x—y)) 7

ox oy

et on applique les cinq étapes de I'exercice 59 au champ V =10tT.
1) Paramétrisation de la surface. Un disque centré en l'origine se paramétrise facilement en
coordonnées polaires dans le plan et en coordonnées cylindriques dans I'espace :

on prend p € [0, R] et ¢ € [0,27] comme paramétres libres, 2
alors une paramétrisation de S est donnée par : } ——
-

f(p,p) = (pcos p, psin e, 0). \ /A//R y
T

Vérifions si cette paramétrisation donne un vecteur normal
dirigé comme k.

2) Vecteur normale a la surface. Le vecteur normal déterminé par la paramétrisation f est
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. _9flpe) 0f(p,¥)

nif(p, ) = o o
COS ¢ —psinp - iy
= | sing |A | pcosep l T —. ST
0 0 /\ o R Y
0-0 0 z
= —(0—0) =|o]|=rk
pcos? ¢ + psin? P

qui donne bien l'orientation vers le haut.

3) Champ de vecteurs sur la surface. Le champ rot U = 2k est uniforme (constant) sur tout
R3, donc il n’y a rien a calculer en particulier sur les points de la surface S+ :

raﬁ(f(p,cp)) —2F.

4) Produit scalaire. On calcule le produit scalaire entre rot ﬁ(f(p, ©)) et ir(p, ) :

ot U (f(p, ) - 7is(p,0) = 2K - pk
= 2p.

5) Flux du champ a travers la surface. Enfin, on calcule le flux de V a travers S*
HEEV%: ” rot U (f(p,®)) - iif(p, @) dpdp
S+ [0,R] % [0,27]

= ff 2p dpdp (on applique le Thm. de Fubini)
[0,R] x[0,27]

R 27
= f 2p dp J do
0 0

=21 R%.

Meéthode 2 — Théoréme de Stokes. On veut maintenant calculer le méme flux en utilisant le

théoréme de Stokes
H@EU-%_ j; T.@,
S+

oS+

ot CT = 05T est la courbe qui décrit le bord de la surface S, orientée dans le sens direct, c’est-a-dire
de telle sorte qu’en la parcourant debout (dans la direction du vecteur normal 77 de S), la surface

se trouve sur la gauche, et U - dl est la circulation de U le long de C*. Procédons par étapes.
oS+

1) Paramétrisation du bord de la surface. Le bord du disque

82




St ={(z,9,2)eR® |2+ < R?, 2=0}
orienté par le vecteur normal 77 vers le haut est le cercle

z
I
8S+={(x,y,z)eR3]xQ—I—yz:RZ,z=0} (/‘_/)/R Yy
orienté dans le sens direct, c’est-a-dire le sens de rotation de 7 vers T
7 dans le repére (7,7,7f), ot 7y est parallele a k.

Le disque ST est paramétré par

f(p,0) = (pcosp, psingp,0), p€[0,R], ¢e€[0,2n],

et le cercle 0S™ correspond aux points du disque avec p = R, donc une paramétrisation du cercle
s’obtient en posant p = R dans la paramétrisation f(p,¢) du disque, et en prenant ¢ = ¢ comme
paramétre de temps :

~v(t) = f(R,t) = (R cost, R sint,0), t € [0, 27].

A noter qu’on aurait pu écrire cette paramétrisation du cercle méme sans connaitre la paramétrisation
du disque qu’il délimite.

2) Vitesse de la courbe décrivant le bord. La vitesse de v est

7' (t) = (R sint, R cost,0) = —R sint7 + R cost7, t € [0, 27].

3) Champ de vecteur sur la courbe. Le champ U (z,y,2) = (22 —y) 7 + (z + y) 7 évalué sur les
points du circle ST vaut

ﬁ(fy(t)) = (2R cost — R sint)7 + (R cost + R sint) ]
= R(2cost —sint)7 + R (cost +sint) .

4) Produit scalaire. Le produit scalaire entre U(’y(t)) et v/(t) vaut

U)(v(t)) Y (t) = (R(Q cost—sint)?—l—R(cost+sint)j’) . (—R sint7+ R costj’)
= —R?sint (2cost —sint) + R? cost (cost + sint)
= R? (—25intcost+sin2t+cos2t+costsint)
— R? (1 = sintcost).

5) Circulation du champ le long de la courbe. Enfin, on calcule la circulation de U le long de

08T :
_ 27
§ U@ :f T (1) -+(t) dt
o5+ ’

27

= R? J (1 —sintcost) dt [par changement de variable v = sint|
0

2

= R? [t—lsiHQt}
2 0

= R*(2r —0—0+0) = 21 R
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Comparaison des méthodes et des résultats. Le flux du champ de vecteurs rot U a travers une
surface orientée St peut étre calculé soit de fagon directe, en utilisant la définition du flux, soit
de fagon indirecte comme circulation du potentiel vectoriel U le long du bord dS™, en vertue du

théoréme de Stokes Jfﬁ U -ds = § U-dl.
S+

oS+
Dans I'exemple traité, en effet, on trouve séparément

fjﬁf(‘]’.cﬁz%ﬁ et U - dl = 2r R.
S+

oS+

Les deux méthodes demandent & peu prés la méme quantité de calculs. On pourra adopter I'une ou
I’autre méthode selon les données explicites du probléme au départ :

— le champ rot T ou bien son potentiel vectoriel ﬁ,

— la surface paramétrée S* ou bien la courbe C' qui délimite la surface S* (dont le bord dS* est
donc la courbe C'T).

On veut calculer le flux du champ magnétique

_ I
§=rotZ='L;L7r €y p >0,

D=

ou le champ A est le potentiel vector magnétique
pol >
P %) = —5— I ) )
A(p, 0, 2) Inp k p>0
27
a travers le cylindre (ouvert)
St ={(x,y,2)eR3 | 2® +¢y*> = R? 2€[0,H] }
orienté par le vecteur normal 77 entrant.

Méthode 1 — Calcul direct. On applique la définition du flux de B a travers ST, avec les cing
étapes de I'exercice 59.

1) Paramétrisation de la surface. Le cylindre d’axe Oz et rayon R se paramétrise facilement en
coordonnées cylindriques :

z

on fixe p = R et on prend ¢ € [0,27] et z € [0, H] comme J

paramétres libres, alors une paramétrisation de S est donnée —

par : S
f(p,2) = (R cosp, R sin g, z).

Vérifions si cette paramétrisation donne un vecteur normal di- V

rigé vers l'intérieur du cylindre, comme demandé. “- / R ¥

T

2) Vecteur normale a la surface. Le vecteur normal déterminé par la paramétrisation f est
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_ _0f(p,2)  0f(p,2)

nf(@? z) dp o z
—R sinp 0 R cosp @ [ -
=| Rcosp A0 ]|=] Rsinep S—
0 1 0 iy it
= R(cosp? +sinpJ) = Ré, [cf. formulaire] |/
. / R ¥
qui donne 'orientation sortante. x
On adopte donc la paramétrisation du cylindre S* avec orientation opposée :
9(z,0) = (R cosp, R singp, z), z€[0,H], ¢e€l0,2n], T
qui donne le vecteur normal entrant N | —
g S+

09(2,¢,2) 09(z ¢)

ﬁg(z’SD) = az 6%0 £
= —Re,. J V

3) Champ de vecteurs sur la surface. On calcule la valeur du champ tot B sur les points du
cylindre ST, qui est détérminé, en coordonnées cylindriques, par la seule contraine p = R :

4) Produit scalaire. On calcule le produit scalaire entre r—O‘EE)(g(z, ©)) et iig(z,¢), tous les deux
déja donnés dans le repére cylindrique, en sachant que (voir encadré analogue dans le corrigé de
I'exercice 59 ¢) pour le repére sphérique) :

—

Remarque : Le repére cylindrique (€, , €, , k) est orthonormé :

— les trois vecteurs sont orthogonaux 1'un & l'autre, donc leur produit scalaire mutuel vaut 0 :

ep -ep =0, e, -k =0, €, - k

0,

— et ils ont norme 1, donc le produit scalaire avec eux mémes vaut 1 :

€, €, =1, €p €y =1, k-k=1.
Au final, on a donc
. pol 1 .
E)(g(z,w))-ng(z,w):ﬁﬁe -<—Re<p>=0.

5) Flux du champ a travers la surface. Enfin, le flux de B a travers St est donc nul :

ﬂfa’.d_é: H B (g(z,¢)) - fig(z, ) dzdp = 0.
5+ [0,H]x[0,27]

x[0,2m
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Méthode 2 — Théoréme de Stokes. On veut maintenant calculer le méme flux en utilisant le

théoréme de Stokes
Hmz.@: §f Z.a
S+

oS+

o CT = 95T est le bord du cylindre S*, orienté dans le sens direct, ¢’est-a-dire de telle sorte qu’en la
parcourant debout (dans la direction du vecteur normal 77 de ST), la surface se trouve sur la gauche,

et ff; A - dl est la circulation de 4 le long de C'". Procédons par étapes.

oS+
1) Paramétrisation du bord de la surface. Le bord du cylindre
ST ={(w,y,2) eR’ [ 2® +y* = R, z¢€ [0, H] },

orienté par le vecteur normal entrant, est 'union 0S™ = Car U C;} de
deux cercles a4 hauteur z =0et 2 = H :

Cf ={(z,9,2)eR® |2 +y> =R% 2=0}
Ch={(z,y,2)eR® |2 + 2 =R? 2=H)

orientés dans le sens direct :

— le cercle Car est orienté dans le sens de rotation de 7 vers 7,

— le cercle C;g est orienté dans le sens de rotation de 7 vers 7.
Le cylindre S™ est paramétré par
9(z,0) = (Rcosgp,Rsingp,z),  z€[0,H], ¢e€][0,2n],

et les deux cercles correspondent aux points du cylindre avec z = 0 et z = H, donc il reste libre
I’angle de rotation ¢ qui peut servir de temps pour paramétrer les cercles. Pour trouver la bonne
paramétrisation, il faut aussi tenir compte de I'orientation qu’on veut donner aux deux cercles :

— Le cercle C’J est parcouru dans le sens décroissant de ’angle de rotation, autrement dit, on tourne
en sens horaire si on prend le temps t = —¢ :

Y0(t) = g(0,—t) = (R cos(—t), R sin(—t),0)
= (R cost,—R sint,0), t € [0, 27].

— Le cercle C;; est parcouru dans le sens croissant de ’angle de rotation, autrement dit, on tourne
en sens antihoraire si on prend le temps t = ¢ :

vu(t) = g(H,t) = (R cost, R sint, H), t € [0, 27].

2) Vitesse des courbes décrivant le bord. La vitesse des deux courbes g et yp est :
v (t) = (=R sint, —R cost,0) = —R <Sint7 + costj’),

vy (t) = (=R sint, R cost,0) = R < —sint7 + costj’).

86




3) Champ de vecteur sur les courbes décrivant le bord. Le potentiel vecteur magnétique

I -
Z(p, 0, 2) = L Inp k ne dépend que de la coordonnée p en coordonnées cylindriques. Or, sur

les deux cercles on a p = R, donc
1
A(n(®) = A(m(®) = -5= mRE

est un champ uniforme (constant) le long des deux cercles, dirigé dans la direction verticale.

4) Produit scalaire. Comme le champ A na qu'une composante constante en direction k , son
expression en coordonnées cartésiennes ne change pas, et on peut calculer le produit scalaire di-
rectement avec les deux vecteurs vitesse exprimés en coordonnées cartésiennes, sans besoin de les
transformer en coordonnées cylindriques. On a alors :

A (o) - 7h(t) = —‘%I IR % —R (sinﬁ + costj) —0,

Z(fyH(t)) Y (t) = —% Rk - R(—sint?—i— costj’) = 0.

5) Circulation du champ le long de la courbe. Finalement, la circulation de A le long de 0S™
est bien nulle :

A-dl=¢ A At
§ z§f d£+(i dl

oS+
27r 27
= [ Ao ®) 50 e+ [ AGu(®) Aate)
=0+0.

Comparaison des résultats. On a calculé séparément

tA-d5 -0 e Al -
Sﬂt B-o o $A-@

oS+

en parfait accord avec le théoréme de Stokes era A .d8 = § A-dl.
S+ oS+
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Exercice 61 — Flux a travers une surface fermée
Calculer le flux des champs de vecteurs suivants, a travers les surfaces fermées indiquées, dans I'une des deux

possibles maniéres (ou les deux) :
— soit en décrivant ST et en utilisant la définition du flux,
— soit en trouvant la divergence du champ et le domaine  délimité par S*, et en appliquant le théoréme

de Gauss # V.dS = f!f div V dz dydz.

o+

a) 7(x,y,z)=x2T+y2j+z2 ﬁ,
22 +y2 = R? 22+ 2 < R? 22+ 2 < R?

S = boite cylindrique fermée U
z€[0,H] z2=0 z=H

orientée par 71 entrant.

b) 7(:(;, y,2) = 22y T+ay k, S = statue du David de Michelangelo & Florence,
orientée par 7 entrant.

GM

¢) Calculer le flux du champ gravitationnel G (r) = ——
"

de la planéte Terre, orientée par 71 entrant.

a) On veut calculer le flux du champ de vecteurs

€, produit par le soleil, a travers la surface

-

V(x,y,z) =22 T+y* 7+ 22k

a travers la boite cylindrique S* donnée par I'union de trois surfaces :

z
la parois du cylindre d’axe 0z et rayon R 7777}7}3
Ot ={(z,y,2)eR® | 2® + 4> = R%, z¢€[0,H] } Hy 1
et les deux disques de rayon R & hauteur z =0et 2 = H M o
7l
Df ={(zy,2)eR |2 +® <R 2=0}  |..-="" v,
D ={(v,y,2)eR® |2 +y* < R?, z=H } N L
L O

orientée par le vecteur normal entrant. - ! _— Y
R D¢
T

Méthode 1 — Calcul direct. Le flux de V. a travers ST = C+ U Da” U D;} est la somme de trois

flux
V.dS= ||V -dS+ || V-ds+ ||V -ds,
ffras- v as v as ][

et chaque flux se calcule avec les cinq étapes usuelles.

1) Parois du cylindre. On sait déja comment paramétrer la parois d’un cylindre en utilisant les
coordonnées cylindriques, et on joue sur 'ordre des coordonnées pour fixer 'orientation du vecteur
normal comme on le souhaite [voir Exercice 27 b) Méthode directe]. Pour la surface C* on peut

choisir la paramétrisation

f(z,¢) = (R cosg, R sin ¢, z), z€[0,H], ¢e€l0,2n],
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qui donne le vecteur normal entrant
fif(z,0) = —Ré, = —R cosp? — Rsinepj.
Le champ V sur la surface C vaut
7(]”(2, ©)) = R? cos® o7 + R? sin® o7 + 22k,
donc le produit scalaire vaut
V(f(z, <p)) (2, ) = —R3 cos® o — R? sin® o = —R3 (COS3 ¢ + sin® ©),

et le flux de V & travers C* vaut

ffv S = ff V(f(ZvSO)) -fif(z,¢) dzdp
c [0 |

JH]x[0,2m
H 21
= —R? f dzf (cos® o + sin® ) dy
0 0
21
- —R*H f (cose(1— sin? ) + sin ¢ (1 — cos? ©)) do
0
21
- —RH f (coscp — sin? ¢ cos @ + sin ¢ — cos? ¢ Sincp) dp
0

1 1
—R3H[ sin ¢ — gsingcp—cosgo— gcos?’ga ](Q)W

=0,

ol on a calculé deux primitives par changement de variable : en posant u = sin ¢ on calcule du =
cospdp et on a

1 1
JsianJ cospdp = Ju2 du = gu?’ = gsin3 ©p,
et en posant v = cos ¢ on calcule dv = —sinp dyp on a
2 2 L 3 L 3
cos”“ psinpdp = — | v dv:—gv :—gcos ©.

2) Disque a hauteur z = 0. On sait déja comment paramétrer un disque en utilisant les coordon-
nées cylindriques, et on joue sur l'ordre des coordonnées pour fixer ’orientation du vecteur normal
comme on le souhaite [voir Exercice 27 a) Méthode directe|. Pour la surface Dy on peut choisir la
paramétrisation

9(p,0) = (p cosp,psinp,0),  pe[0,R], ¢el0,2n],
qui donne le vecteur normal orienté vers le haut
fig(p, ) = pk.
Le champ V sur le disque DS’ vaut
V (9(p; 9)) = p* cos? o7 + p* sin o7,
donc le produit scalaire est nul

V (g(p, ) - fig(p, ) = 0,
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et par conséquent le flux de V a travers Dar est également nul,

ff‘_} Cﬁ_ Jf ©)) - Tig(p, ) dpdp

x[0,27]

= 0.

3) Disque a hauteur z = H. Comme cette fois on veut le vecteur normal orienté vers le bas, pour
la surface D;} on choisit la paramétrisation

h(p,p) = (p cosp,psing, H),  pe[0,R], ¢e€l0,2n],

qui donne le vecteur normal orienté vers le bas

-

Tin(p,p) = —pk.
Le champ V sur le disque D;I vaut
\_/)(h(go,p)) = p? cos? 7 + p? sin? o7 + H?F,
donc le produit scalaire cette fois n’est pas nul, et vaut
V (h(¢,p)) - inlp, p) = —p H?,

et par conséquent le flux de V a travers Dar vaut

UV 25 = U ,p)) - Tinp; p) dedp
[0,27] x
— _H? degof odls

= —27rH2[
= —7 H? R%.

L

Conclusion : Le flux de V a travers St = C* U D¢ v Df; vaut

;ﬁgﬁf%cﬂv-%ﬂv-&ﬂ?%:—msz.

Méthode 2 — Théoréme de Gauss. On veut maintenant calculer le méme flux en utilisant le

théoréme de Gauss
# V.ds = Jffdlv?dmdydz

St=0Q
ou S = 0f) est une surface fermée qui est donc le bord d’un solide €2, orientée selon la régle suivante :

Régle d’orientation d’une surface S qui est le bord d’un solide 2 de R3 :
On note (z,y, 2) les coordonnées cartésiennes de R3.

Si © = R? est donné en des coordonnées (u,v,w) = h(x,vy, 2) par un changement de coordonnées h
avec déterminant Jacobien det Jj, alors :

— S est orientée avec vecteur normal sortant si det J; > 0,

— S est orientée avec vecteur normal entrant si det J,, < 0.
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En particulier :

— Si Q est donné en coordonnées cartésiennes (z,y, z), alors la surface S = 0 est orientée avec
vecteur normal sortant.

— Si Q2 est donné en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) alors la surface S = 02 est orientée avec
vecteur normal sortant.

— Si Q est donné en coordonnées sphériques (r, p,0) alors la surface S = 00 est orientée avec
vecteur normal entrant. En effet, la coordonnée 6 inverse 'orientation de z !

Pour appliquer ce théoréme on procéde par étapes.
1) Divergence du champ de vecteurs. La divergence du champ de vecteurs 7(:6, ¥,2) =27 +
y? 7+ 2% k vaut

ox®  oy? 022

din(%yaz):%Jr o +§=2x+2y+2z=2(1‘+y+z).

2) Solide entouré par la surface. La surface S entoure le cylindre 2 de rayon R et hauteur H
d’axe Oz, qui se décrit comme

Q={(z,9,2)eR® |22+ 4> < R? z2€e[0,H]}.

3) Orientation du bord du solide. Puisque 2 est donné en coordonnées cartésiennes, sa surface de
bord est naturellement orientée avec vecteur normal sortant, c’est-a-dire, par rapport & I'orientation
entrante de ST, on a

od=S5".

4) Application du Théoréme de Gauss. On a donc
#Vﬁz —#7%%: —jjjdivv dxdydz.
oS+ 0S— Q

5) Calcul du flux. Pour calculer lintégrale de div V (z,yz) = 2(z + y + z) sur le cylindre 2, on
transforme tout en coordonnées cylindriques (ce qui ne change pas le signe de l'intégrale). On a

Q={(py,2) | pel0,R], p€[0,2n], z€[0,H] },
div V(p, ¢, 2) = 2(pcosp + psing + 2),
dedydz = pdpdpdz.
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Donc

# V.ds = -2 ij(pcosg@+psingp+ z)pdpdpdz
Q

oS+

R 27 H
*QJ pdpJ dgpf (pcosy + psing + z) dz
0 0 0

R 2 1 H
= -2 pdp d(p[p(coscp—l—singo)z—l—zQ]

0 0 2 Jo

R 2m }{2
——2f pdpj (p(cos<p+sincp)H+2> dy

0 0

s

R }{2 27
:—2J dp[p(singo—cosgp)H—l—Qw]
0

I
|
)
B
[\
N
3
S—=
=y
s
L
s

Comparaison des méthodes et des résultats. Le flux d’un champ de vecteurs V a travers une
surface fermée S peut étre calculé soit de facon directe, en utilisant la définition du flux, soit de
fagon indirecte comme intégrale triple de la divergence de V sur le solide Q entouré par S, en vertue

du théoréme de Gauss # V.dS8 = fff divV dz dy dz.
Q

St+=00
Dans I’exemple traité, en effet, pour 02 = S~ et en changeant de signe I'intégrale triple pour reproduir
lorientation de ST, on trouve séparément

ﬁ?-d_ﬁz—wfﬂR? et —Jffdivv dedydz = —m H? R%.
S+ Q

Le calcul d’intégrale triple demande assurement moins de calculs de I'intégrale de surface sur toutes
les parties du bord d’un solide, et il est rentable de 'utiliser quand on a le choix.

En plus de ¢a, le Théoréme de Gauss permet de calculer le flux d’un champ dont on
connait seulement la divergence, ce qui s’avére trés utile dans les applications, surtout quand la
divergence de V est constante ou nulle.
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b)

On veut calculer le flux du champ de vecteurs
7(95,3/, 2) =22y T+ xy k

a travers la surface (inconnue) qui entoure la statue du David de Michelangelo & Florence, orientée
par 77 entrant.
Dans ce probléme il est impossible de paramétrer la surface, et méme le solide, c’est-a-dire la statue.
Le seule cas ot 'on peut calculer ce flux est si la divergence du champ V est constante et qu’on
connait le volume de la statue, en applicant le Théoréme de Gauss.
En effet, soit 2 la statue (solide) et soit S~ = 02 son bord orienté avec vecteur normal sortant (car
St est la méme surface mais orientée avec vecteur normal entrant). Si V a divergence constante,
disons

si div V(Ly, z) =c¢ pour tout (x,y,z2) € Q,

2@@7«%: —fﬂdivv dz dy dz
=—c fffda:dydz
Q

= —cVol (02).

alors on a

Pour le champ V(x,y, 2) =22y 7 +zy k on a

2
div V(:c,y, z) = 6(;;/) + 66(2) + a(;zy) =0,

donc

#V.%z—o. Vol (€2) = 0.
S+

M
On veut calculer le flux du champ gravitationnel G (r) = —— e, produit par le soleil a travers
T

la surface de la planéte Terre, orientée par 77 entrant.

On pourrait étre tentés de modéliser la Terre avec une boule, et donc la surface de la terre avec
une sphére, mais on nous dit pas quel est son rayon, et en général dans un probléme de math
on donne toutes les informations nécessaires & sa résolution. Donc il ne faut pas céder a cette ten-
tation, il y a certainement le moyen d’éviter une quelconque modélisation.

Calculons alors d’abord la divergence du champ gravitationnel, en utilisant le formulaire pour
connaitre la formule de la divergence en coordonnées sphériques (page du verso, 3éme colonne) :

div G (r) — — 0 (Tz,—GM)+ 1 20) 1 0sing-0)

r2 or r2 rsind dp  rsind 00
_ %M +0+0=0.
r or

Alors, si on appelle Q la Terre et S sa croute, en applicant le Théoréme de Gauss on trouve

ﬁ?’-cﬁ: —ﬁﬂ?-%: —f”divﬁ dz dy dz = 0.
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Exercice 62 — Flux [Facultatif]
Calculer le flux des champs de vecteurs suivants, en utilisant la définition ou un théoréme approprié (Stokes
ou Gauss) :
a) Viz,y,2)=yz7—a27 — 222+ %) k,
fr, ) = (rcosg,rsing, @)

St = hélicoide (escalier en colimagon) paramétré par

o r+y+z=1 U =x
b) V(QS,y, 2)=y* T+ 2k, St = triangle avec parameétres

z,Y,2 =0 v=x+Yy

[Noter que les bornes des variables xz, y et z sont lies sur S. Par exemple, si on choisit x € [0,1]
comme variable indépendante, alors on a y € [0,1 —z] et z =1 — (z + y), ou bien z € [0,1 — x] et
y=1—(x+2).]

) V=rotUouUlzy) = 2zy—22) 7+ (z+v%) 7,

. y =a? r =y
St = surface plane délimitée par et .
z:0—-1 y:1 -0
D Bl = Q 1 . ] . B — _orad ® of . Q
) E(r)= — € = champ électrique, en sachant que £ = —grad ® ot ®(r) = —
dmeg 1 4meg T
ST = cube de coté R centré en (3R, 3R, 3R) orienté par 7 sortant.
ol 1 ” B ot X o A(0) = —0L (o) i
e) =5 € = champ magnétique, en sachant que B =rot A ou A(p) = —5- n(p) k,
T op T

p=p+1

S+=— écran vertical pE [()7 271] avec 7 sortant.

z€e[0,H]

a) On veut calculer le flux du champ de vecteurs
V(z,y,2) =yz 7T — 227 — 2(2° +92) k
a travers un écran en forme d’hélicoide, qui est la surface de R? paramétrée par
f(u,v) = (u cosv,u sinv,v), u,v € R.

aussi appelé escalier en colimagon. L’écran qu’on considére consiste d’une portion d’hélicoide
obtenue en limitant les paramétres & deux intervalles bornés :

St = { f(rv(p) = (T Cosp, T Sin@a@) ’ re [07 1]7 pE [0727T] }

Pour calculer ce flux, on cherche d’abord des conditions particuliéres qui nous permettraient d’appli-
quer soit le théoréme de Stokes (si le champ V admet un potentiel vectoriel (7) soit le théoréme de
Gauss (si la surface S est fermée). S’il n’y a aucune condition particuliére on applique la définition
du flux & travers une surface paramétrée.

1) Etude de la surface S en vue d’appliquer le Théoréme de Gauss. Le Théoréme de Gauss
peut s’appliquer seulement si la surface S est fermée. Dessinons-la.
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On remarque que la paramétrisation de S est linéaire en le paramétre r : on peut écrire
f(r,p) = (r cosp,r sinp, )
= (0,0,¢) + (r cos p,r sinp, 0)
= (0,0, gD) + 7 (cos p, sin @, 0)
= 1(p) +rdle),

donc S est une surface réglée avec

— courbe génératrice y(¢) = (0,0,¢) avec ¢ € [0,27] : elle décrit le ’!22

segment [0, 1] sur l'axe Oz; a«&g/

— vecteur directeur d(¢) = (cos ¢, sin ¢, 0) en tout point y(¢) : c’est

un vecteur horizontal qui tourne autour de l'axe Oz au fur et a S
mesure qu’on monte le long de ’axe; %

— segment paramétré par la distance r € [0, 1] & 'axe Oz, sur chaque \C Y
droite. .

Cela nous permet de dessiner 1'hélicoide en collant tous les segments un a coté de I'autre.
Cette surface n’est évidemment pas fermée, car son bord n’est pas vide.

z
En effet, le bord 0 est une courbe (fermée) formée de quatre parties : 3
— le segment v = [0, 27] sur 'axe 0z (en rouge), '—Z o
— le segment [y = [0, 1] sur 'axe Ox & hauteur z = 0 (en bleu), y
— le segment f; = [0, 1] sur 'axe Ox & hauteur z = 27 (en bleu),
— I’hélice a(t) = (cost,sint,t) avec t € [0,27] (en noir). :
By Y

7
En conclusion, puisque S n’est pas fermée, on ne peut pas appliquer le Théoréme de Gauss.

2) Etude du champ V en vue d’appliquer le Théoréme de Stokes. Le Théoréme de Stokes
peut s’appliquer seulement si le champ V admet un potentiel vectoriel ﬁ, c’est-a-dire s’il s’écrit
comme = tot U. Pour savoir si tel est le cas, on applique le Lemme de Poincaré II : puisque le
champ 7(:{3, y,2) =yz T —x2 7 — 2(z? + y?) k est polynomial, son domaine de définition est R3, qui
est contractile. Le Lemme de Poincaré dit alors que

V admet un potentiel vectoriel — divV = 0.

Calculons alors la divergence de V.

oy2) | d=z2) , =2z +4)
ox oy 0z
=0+0— (22 +¢%) #0.

div V(x,y, z) =

Puisque la divergence de V est non nulle, par le Lemme de Poincaré II le champ V n’admet pas de
potentiel vectoriel, et donc on ne peut pas appliquer le Théoréme de Stokes pour calculer son flux a
travers S.

3) Calcul du flux de V en utilisant la définition. Cela se fait en cinq étapes, moins la lére
(trouver la paramétrisation de la surface) car la paramétrisation de I’hélicoide S est déja donnée :

={ f(r,¢) = (r cosp,r sinp,p) | re[0,1], ¢ € [0,27] }.
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Son vecteur normal est donc

of(r ) 0f(r,¢)

af(r,p) = = o
cos @ —r sin
= | sing |A| 7cose
0 1
sin ¢ sin ¢
= —Cos = | —cosy
7 cos? p + rsin? @ r

=sinp? — coscpj+rl_5.

La valeur du champ 7(1‘, y,2) =yz T —x2 7 — 2(2? + 4?) k sur la surface est
V(f(r,go)) =rpsinp7 —rpcospy — QD(T’QCOSQ(,O + 72 sin? gp)%
=rpsinp? —re cosgpj’—r2gol_<:'.
Le produit scalaire du champ par le vecteur normal est donc
74 r, o)) -iig(r, ) =rpsin?p+rocos?p—r3p
f
=rp—rlp=(r—r’)ep,
et le flux de V a travesr S* vaut donc

JJV 25 = fj V (f(r,9)) - fig(r, ) drdp
]

S+ [0,1]x[0,27
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b) On veut calculer le flux du champ de vecteurs

-

V(x,y,z) — 2742k
a travers un écran S en forme de triangle, donné en coordonnées cartésiennes par
S={(2,9,2)eR® |z+y+2=1, z,9,2>0}

et paramétré avec les paramétres u = x et v = = + y.

Pour calculer ce flux, on cherche d’abord des conditions particuliéres qui nous permettraient d’appli-
quer soit le théoréme de Stokes (si le champ V admet un potentiel vectoriel ﬁ) soit le théoréme de
Gauss (si la surface S est fermée). S’il n’y a aucune condition particuliére on applique la définition
du flux & travers une surface paramétrée.

1) Etude de la surface S en vue d’appliquer le Théoréme de Gauss. Le Théoréme de Gauss
peut s’appliquer seulement si la surface S est fermée. Dessinons-la.

La surface S est détérminée par I'équation = + y + z = 1 de dégré 1 qui décrit un plan [voir Ch. 8 du
cours TMB], et par les contraintes z,y, z > 0.

Pour dessiner cette portion de plan, on regarde son intersection avec

les plans zOy, Oz, yOz : 2

—si z =0, on a la droite y = 1 — x sur le plan zOy, \ \1\/‘\

—siy =0, on a la droite z = 1 — 2 sur le plan 20z, // \\\\

—sixz =0, on a la droite z = 1 — y sur le plan yOz, // /\ ,
ensuite on se restreint aux segments ou z,y, z = 0, "(1/ — 1. ¥

enfin on trouve le plan qui contient ces segments.

La forme qu’on obtient est bien celle d’un triangle.

Cette portion de plan n’est évidemment pas une surface fermée, car son bord n’est pas vide, c’est le
triangle bleu! Par conséquent, on ne peut pas appliquer le Théoréme de Gauss.

2) Etude du champ V en vue d’appliquer le Théoréme de Stokes. Le Théoréeme de Stokes
peut s’appliquer seulement si le champ V admet un potentiel vectoriel ﬁ, c’est-a-dire s’il s’écrit
comme V = tot U. Pour savoir si tel est le cas, on applique le Lemme de Poincaré II : puisque le
champ 7(3:, Y,2) =y* T+ 2 k est polynomial, son domaine de définition est R3, qui est contractile.
Le Lemme de Poincaré dit alors que

V admet un potentiel vectoriel — divV = 0.

Calculons alors la divergence de vV

. oy?  0(0) 0z
d1v7(x7y,z) = % 8(y)+0z
=0+0+1+#0.

Puisque la divergence de V est non nulle, par le Lemme de Poincaré II le champ V nadmet pas de
potentiel vectoriel, et donc on ne peut pas appliquer le Théoréme de Stokes pour calculer son flux a
travers S.

3) Calcul du flux de V en utilisant la définition. Cela se fait en cing étapes. On commence
par trouver une paramétrisation de la surface S, en suivant les indications qui proposent de prendre
comme paramétres indépendants les valeurs

U= et v=x+Yy.
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On calcule alors les coordonnées comme fonctions de u et v :

T =1u
Y=v—=v—1u
z=l—-z—y=1l-u—(v—u)=1l—-u—v+u=1-—v

et on cherche les intervalles de variation des paramétres pour couvrir S :

— puisque 0 < = < 1 pour les points de S, on a u =z € [0,1];

— puisque 0 < z < 1 pour les points de S, on a —1 < —z < 0, d’ou

c’est-a-dire v € [0, 1].

La parameétrisation en (u,v) de S est donc
St = { f(u7v) = (u,v—u,l—v) | u,v € [071] }

Son vecteur normal est donc

fif(u,v) = afg: v) A &‘f(azz),v)
1 0 1
| =1 |al 1 |=|1|=7+7+F
0 —1 1

La valeur du champ 7(1‘, v,2) =y? T+ 2 k sur la surface est
V (f(u,v)) = (v—u)?7 + (1 —v) k.
Le produit scalaire du champ par le vecteur normal est donc
7(f(u,v)) p(u,v) = (W —u)? + (1 —v) =u? — 2uv +v* —v + 1,

et le flux de V & travesr ST vaut

[v-@= || 7w e dudo
1x[0,1

S+ [0,1]x

1
1
=Jdu wv —uv? + =0 v 4o
0 3 2 0
1
1 1
=J<u2—u+—+1) du
0 3 2
1
=f<u2—u+5> du
0 6
1 1 !
= 7u3—7u2+§u
3 2 6 |,
1 1+5_2
3 2 6 3
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¢) On veut calculer le flux du champ de vecteurs V = 1ot l_]), ol
U(z,y) = 22y —2%) T+ (& + 1) 7,

a travers la surface plane S, contenue dans le plan Oy, délimitée par les courbes

Ci={(z,y) |y=2>2€[0,1]}  (en rouge) Y

orientée de (0,0) vers (1,1), et 1-r
+
Co={ (&) |z=y’yel0,1]}  (enblew c .
Cy

orientée de (1,1) vers (0,0), avec l'orientation sur S induite par
celle donnée sur son bord 0S = Cq u Oy, c’est-a-dire le vecteur . 1
normal sortant du plan en notre direction. i T

Ce flux se calcule clairement en appliquant le théoréme de Stokes :

gr’om@: jﬁﬁ.az: Cr(_fﬂ+ T

a5+ 2

1) Circulation de U 1le long de la courbe C; . On fixe une paramétrisation de la courbe Cj" qui
respecte 'orientation voulue, par exemple :

a(t) = (t,t2), avec t € [0,1].
Le vecteur vitesse de la courbe est donc
o (t) = (1,2t) =7+ 2t7.
Le champ U (z,y) = (2zy — 22) 7 + (¢ + y?) 7 évalué le long de a vaut
TUat) = @2 — )7+ (t+tY7.
Le produit scalaire de U par la vitesse de a vaut

T(a(t)-o'(t) = (262 —?) + 2t (t + tY)
= 23 — 2 + 262 + 2t° = 12 + 263 + 245,

donc la circulation de U le long de Cf" vaut
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2) Circulation de U le long de la courbe C; . On fixe une paramétrisation de la courbe C5 qui
respecte 'orientation voulue, par exemple :

B(t) = (1 —1)21—1t), avecte][0,1].
Le vecteur vitesse de la courbe est donc

Bt)=(-21-1¢),-1)=-201-)7-7.
Le champ U (z, y) = (2zy — 22) 7 + (z + y?) 7 évalué le long de 3 vaut

TB®) = 20— -1 -7+ (1 -6’ +1-1)*)7
= (21—t -1 -ty 7T +2(1 —t)*7.

Le produit scalaire de U par la vitesse de 8 vaut

T(B) - B (t) = —201 - ) (20 —)® — 1 —)*) —2(1 — 1)?
= 21—t —41-t)* +2(1 —t)°.

On calcule la circulation de U le long de C5 avec le changement de variable u = 1 — ¢, qui donne
du = —dt et les bornes d’intégration ug =1—-0=1etu; =1—1=0":

1
Tl = fo T(B(t) - B(t) dt

Cy

:f(_z(l—t) —4(1 -t +21—t)°)at

LO — 20 — du' + 20°) (- du)

1
J —2u — 4t +2u)d
0

223452,“6
3 5 6 |
_ 2 4,1 1 <
~ 37573 3 5
_ —5-12
15
_
15

3) Flux de rot U a travers S*. Finalement, le flux de rot U a travers ST vaut
||[mo@-| va+| va
X ot of

717

100




d) On veut calculer le flux du champ électrique

E(r) Q@ 1 e

 4rey 12

a travers la parois du cube de coté R centré en (3R, 3R, 3R) orienté

5 —_—
par 7 sortant, en sachant que E = —grad ® ou
Q 1
d(r) = -.
(r) dmey T

X

La parois du cube est une surface St fermée, on applique le Théoréme de Gauss au cube Q :

;ﬁgﬁ-(ﬁz fﬂdivﬁ dx dy dz.

Puisque E est un champ de gradient, sa divergence est le Laplacien de son potentiel . Puisque E et
® sont donnés en coordonnées sphériques, ce Laplacien se calcule a I’aide du formulaire (page verso,
3éme colonne) :

div E (r)

—div (gr—aci <1>(7«)) — —AB(r)

_ 10 (a000)
20 " or

Q 10

4dmeg T2 Or

(
2 12 (])

4dmeg T2 Or
0

Q 1

dmeg 12 Or

Par conséquent, le flux de E a travers la parois du cube est nul.

e) On veut calculer le flux du champ magnétique

— I1
B - Hol -

Cor ;ew

a travers ’écran vertical donné en coordonnées cylindriques par
St ={(pp2) | p=v+1, pel0,2n], z€[0,H] },

orienté par le vecteur normal 77 sortant, en sachant que B =10t 4 ou

A(p) = 2% () F.

Ce flux peut étre calculé soit de facon directe, en utilisant la définition, soit en appliquant le Théoréme

de Stokes
Hraz.@: §z.d7.
S+

oS+

Dans tous les cas, on a besoin de dessiner la surface S, avec son bord.
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1) Paramétrisation et dessin de la surface. Comme d’habitude, le dessin de la surface se fait &
partir d’'une paramétrisation.

La surface S est définie en coordonnées cylindriques par 1’équation p = ¢ + 1, qui n’implique pas
la coordonnée z. Il s’agit donc de la parois d’un cylindre d’axe Oz et profil donné par la courbe
p = ¢+ 1 a hauteur z = 0. En d’autre termes, c’est & nouveau une surface réglée, et en plus les
vecteurs directeurs sont tous paralléles.

Pour trouver la paramétrisation de S, on utilise simplement ’expression des coordonnées cartésiennes
en fonction des coordonnées cylindriques, avec la contrainte p = ¢ + 1 :

flo,2) = ((cp + 1) cosp, (p + 1) singp, z), v €e[0,2n], z€]0,H].

Pour la dessiner, on ’exprime comme surface réglée :

flep, 2) (Lp—i—l cos @, (p + 1) sing,0) + 2 (0,0,1)
= v(p) + zdly),
ou
— la courbe génératrice v(¢) = ((¢ + 1) cosg, (¢ + 1) singp,0) est dans le plan 2Oy,

— le vecteur directeur vertical cf(cp) =(0,0,1) = k est le méme en tout point de la courbe .

Il suffit donc de dessiner la courbe ~ dans le plan 2Oy, ce qui est facile : il s’agit d’un point qui
tourne autour de lorigine & la distance p = ¢ + 1 qui dépend de I'angle de rotation. On dessine la
fonction p(¢) = ¢ + 1 sur 'intervalle [0, 7] et on 'enroule autour de l'origine!

)
v(m/2)
2r+1
3m/2 + 1 () 7(2)
T+ 1 7(0) !
m/2+ 14

1

i Y(37/2)

Enfin, on ajoute un segment vertical long H & partir de tout point de la courbe = :

=
. 5

S+
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Vérifons que cette paramétrisation donne bien un vecteur normal sortant :

_0f(p,2)  Of(p,2)

ﬁf(QD,Z)* a(p A az
cosp — (p+1) sing 0 sinp + (p+1) cosg
=|sinp+(p+1)cosp [A]0]|=]| —cosp+(p+1)sing
0 1 0

Pour le dessiner on ’évalue en quelques points (un suffit) :

1 TmV2/8
fip(m/2,1) = | 7/2+1 et 7ip(Tw/4,1) = | (77 +8)v2/8 |,
0 0

il est bien sortant.

N
—

St
—

2) Paramétrisation du bord de la surface. D’apreés le dessin ci-haut, le bord de S est la courbe
fermée et orientée 0S™ formée des quatre composantes «, 3, v et & dessinées ici :

paramétrées comme suit :

(t) = £(£,0) = ((t +1) cost, (t + 1) sint, o) te[0,2n],

(t) = f2r —t, H) = ((27r +1—1t) cos(2m —t), (2m + 1 — t) sin(27 — 1), H>

Bt) = f(2m,t) = (2r +1,0,¢)  te[0,H],
Y

((27r +1—t) cost, (t — (2m + 1)) sint,H) t € [0, 2],
)

(t)=f(0,H —t)=(1,0,H—t) te[0,H]
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3) Circulation de A le long de 0S*. On calcule la circulation du champ Z(p) =—"—In

27
le long de chaque courbe séparément. Le long de «, on a :

aft) = ((t +1) cost, (t +1) sint,O) t e [0, 27]
o/ (t) = (cost — (t+1) sint) 7 + (sint + (¢t + 1) cost) 7

I .
Z(a(t))z—'éi In(t+1)k (carp=¢+1=t+1sura)
s

Le long de 3, on a :

A(B(t)) :—'l;iﬂl In(27 + 1) k (car p=p+1=27m+1sur j)
AB(1)-8(H) = ~5= Wr +1)
p G In(2m + 1) JH dt = —20° In(2m + 1) H.
B ™ 0 ™

)
()= (—cost— (2mr+1—t)sint7 + (sint + (t — (2r + 1)) cost) ]
Z(fy(t))z—%ln@w—i—l—t)% (car p— g +1—27+1—1sur7)
A(v®) -+ () =0
Al = 27r0dt=0
v 0
Enfin, le long de §, on a :
6(t) = (1,0,H —t) te [0, H]
() =—k
Z00) = L 1) F =0  (carp—p+1=0+1suro)

4) Flux de B a travers S+. Finalement, en appliquant le Théoréme de Stokes, on a donc

B-dS=|[rotA -dS= ¢ Al
[[#s- [[ms- § 2

oS+

:Lz.mfﬁz.dmjz.wﬁzm

I
- _% In(27 + 1) H.

(p) k
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5) Calcul direct du flux de B a travers S*. En alternative, on peut calculer le flux de B a
travers ST en utilisant la définition. Cela permet aussi de vérifier qu’on n’a pas fait d’erreurs!

On rassemble toutes les informations nécessaires. La surface ST est paramétrée par
f(p,2) = ((p+1) cosp, (p + 1) sing, 2), v € [0,2r], z€]0,H].
Son vecteur normal est
nf(p, z) = (singo +(p+1) cos<p) 7T+ ( —cosp+ (p+1) simp)j'

— I
Pour évaluer le champ B (p) = ’L;L % €, sur S on observe que sur S on a p = ¢ + 1. Aussi, on
s

exprime le vecteur e, dans le repére cartésien avec la formule
€, = —Sinp? 4+ cosy7,

pour pouvoir calculer le produit scalaire de B avec 7l 7. On a donc

I 1
E)(f(go,z)) = 'l;(;r o+ 1 (—sing7 + cos 7).
Le produit scalaire de Beti ¢ est donc
?(f(go,z)) g (p, 2) = &I L (—sincp (sincp + (p+1) cosgp)
2r p+1
+cosp(—cosp+ (p+1) singp))
I 1
Sy (—sin2g0+ (p+1) cospsing — cos? g + (p+1) coswsingp)
2r p+1
I 1
= % o1 (— 1+2(p+1) cosgosingo)
I 1
Z% (—W~I—2(}os<ps1ngo>

Finalement, le flux de B a travers S* vaut :

HP) as = U ¢, 2)) - 7if(p, 2) dpdz

[0,27] x

I
NO fj (— + 2 cos @ sin gp) dpdz

[0,27] x

“OI f f 2 <+sm(2<p)> de

MOI _ 1
o { In(p +1) + 5 cos(2¢p) L

I
= —’% In(2r + 1) H.

Ce résultat concorde avec le précédent !
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