DAEU-B MAT>

PROBABILITES

I. LANGAGE DES PROBABILITES.

1- Notion d'expérience aléatoire :

Une expérience aléatoire est une expérience dont les résultats (ou issues)
dépendent du hasard.

L'ensemble de toutes les issues d'une expérience aléatoire est appelé univers (ou
univers des possibles).

On note généralement cet ensemble Q.

Exemples L1 :

Lancer un dé est une expérience aléatoire dont l'univers Q={1;2;3;4:5; 6}.
On lance une piece de monnaie : Q = {P; F}.

On lance deux pieces de monnaie : Q = {PP ; PF ; FP; FF}.

Onlance deux dés : Q={(i; jJoul<i<betl<j<é}.

2- Notion d'évéenements :

Un événement est un ensemble constitué de plusieurs issues de I'univers, c'est
donc une partie de l'univers.
Un événement élémentaire est un événement constitué d'une seule issue.

Cas particuliers d'événements

L'événement certain, noté Q : il se produit obligatoirement.

L'événement impossible, noté & : il ne peut pas se produire.




Exemple .2 :
Dans le cas du lancer de dé, nous pouvons considérer différents événements, par
exemple :
A : « le numéro est pair », onnote A ={2; 4 ; 6}.
B : « le numéro est strictement supérieur @ 3 », onnote B={4;5; 6}.
C : « le numéro est 5 », on note C = {5} (C'est un événement élémentaire).
D : «le numéro est 7 », on note D = & (C'est un événement impossible).
E : «le numéro est entre 1 et 6 », on note E = Q (C'est I'évenement certain).
Une épreuve amene la réalisation ou la non réalisation d'un tel événement :
ainsi, si hous jetons le dé et que le numéro 4 sort, pour cette épreuve,
I'événement A est réalisé, |'évenement B aussi, |'évenement C n'est pas réalisé.

Exemple I3 :

On tire une carte d'un jeu de 32 cartes : Q = ensemble des 32 cartes

« Obtenir un ceceur » est un événement

« Obtenir le 7 de coeur », « le 8 de coeur », ... sont des événements élémentaires.

3- Réunion et intersection de deux événements, incompatibilité :

Définitions :

Soit A et B deux évenements.

» Les issues qui sont dans au moins I'un des deux événements A OU B constituent
I'événement AUB, réunion de A et B.

» Les issues qui sont dans I'événement A ET dans |'événement B constituent
I'événement ANB, intersection de A et B.

Exemple I.4 :

On lance deux dés et on considére la somme obtenue :
0={2:;3:4:5.:6:7:8:;9:10;11;12}.

Soit A « obtenir un nombre pair» : A={2:4;6;8;10; 12}.

Soit B « Obtenir un multiple de trois» :B={3;6;9; 12}.

Soit C « Obtenir une somme supérieure a 10 » : € = {10, 11, 12}.

Soit D « Obtenir une somme inférieure d6» :D={2:3;4.5;6}.

Onaalors : AnB={6;12}, AUB={2:3:;4.6:.8:9:10;12},CnD=.

Remarque :
ANB = I signifie que A et B n'ont aucune issue en commun (ils ne peuvent pas étre
réalisés en méme temps).




Définition :

Deux événements A et B sont disjoints (ou incompatibles) si :

Exemple 1.5 :

On tire une carte d'un jeu de 32 cartes.

Les évenements « tirer un roi » et « tirer un sept » sont incompatibles.

Les évenements « tirer un roi » et « tirer un coeur » ne sont pas incompatibles.

4- Evénements contraires :

Définition :

Soit A un événement de l'univers Q.

L'événement contraire (ou complémentaire) de A, noté A, est I'événement
constitué des issues de Q n‘appartenant pas a A.

Remarques :
= ANA = J (autrement dit A et A sont incompatibles).
= AUA = Q (faire un schéma).

Exemple L6 :

On lance deux fois de suite une piece de monnaie : Q = {(P,P): (P, F): (F,P); (F, F)}.
Soit A I'événement « obtenir deux fois pile» : A ={(P; P)}.

L'événement contraire de A est A = {(P, F): (F,P): (F, F)} et qui signifie « obtenir
au moins une fois face ».

5- Implication :

On dit qu'un événement A implique un événement B si la réalisation de A entrdine
celle de B, on note alors A — B.

Exemple L7 :
Dans le cas du lancer d'un dé, soit A={6}et B={2;4;6}.Onaici AcB.




©Exercice I.1: Utilisation d'un arbre pour décrire des événements
Une urne contient 5 boules rouges et 1 boule noire indiscernables au toucher.
On tire successivement sans remise 3 boules de l'urne.
a) Déterminer l'univers des possibilités.
b) Décrire les évenements A « la premiére boule tirée est rouge » et B « la
deuxiéme boule tirée est rouge ».
c) A et Bsont-ils compatibles ?
Recommencer avec un tirage avec remise.

IT. CALCULS DE PROBABILITES,

Soit Q = {01; w2; ®3; ... ; ©n} l'univers d'une épreuve aléatoire, ou chaque w; désigne
une issue.

1- Définition d'une probabilité :

Définition :
Une probabilité sur Q est une application P de I'ensemble 7(Q) des événements
dans l'intervalle [0 ; 1] telle que :

= P@Q)=1;
* Pour tout événement A : 0<P(A)<1;

* Pour tous événements A et B incompatibles : [P(AUB) = P(A) + P(B).

2- Loi de probabilité sur un univers Q

Définition :
Définir une loi_de probabilité P sur Q, c'est associer, a chaque événement
¢lémentaire w;, des nombres p; € [0 ; 1], appelés probabilités de w;, tels que :

. Zpi :p1+p2+,_,+pn:1;

* la probabilité d'un événement A, notée P(A), est la somme des probabilités p; des
évenements élémentaires oj qui constituent A.

Remargue : On note aussi pi = P({wi}) = P(w).




Exemple IT1 :
Soit un dé truqué dont les probabilités d'apparition des faces sont donnés par le
tableau suivant :

Issue o; 1 2 3 4 5 6
P(ox) 005 005 |/ 01|01 |02 | ?

La probabilité de I'événement A : « Obtenir un résultat inférieur ou égal a 4 » est :
P(A)=P(1)+P(2)+ P(3)+P(4)=0,05+0,05+0,1+0,1=0,3.
La probabilité d'obtenir 6 est : P(6)=1-(0,05+0,05+0,1+0,1+0,2)=0,5.

3- Propriétés d'une probabilité :

Propriétés

= Pour tous événements A et B : [P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A~B)
* Pour tout événement A :|P(Z) = 1 - P(A)| et en particulier |P(Z) = 0|
* Si AcBalorsP(A) <P(B).

©Exercice II.1
Soit A et B deux événements tels que p(A) = % p(B) = % et p(AnB)= %
Calculer p(A U B) et p(A).

©Exercice II.2
Dans une classe, 10% des éléves jouent d'un instrument a corde, 20% des éléves
jouent d'un instrument a vent et 5% des éléves jouent d'un instrument a corde et
d'un instrument a vent.
On note : Cl'événement : « I'éléve joue d'un instrument a corde » ;
D I'événement : « |'éleve joue d'un instrument a vent ».
On choisit un éleve au hasard.
Déterminer la probabilité des événements : CUV, CUV et CN V.

4- Une situation fondamentale : |'équiprobabilité

Définition :

Lorsque toutes les issues d'une expérience aléatoire ont la méme probabilité, on dit
qu'il y a équiprobabilité ou que la loi de probabilité est équirépartie ou encore que la
probabilité est uniforme.




Ainsi, notons n le nombre d'issues de Q.
Comme tous les évenements élémentaires ont la méme probabilité : pi=p

1
et comme Zpi =1 alors np = 1 soit p = n

Soit A un événement de Q constitué de k issues.
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Soit A un événement de Q.

Lorsqu'il y a équiprobabilité, la probabilité d'un événement A est :

Nno =ty Mmoakslfaexs= cqrdA)
Nnoahdt=als MoaksElResea CordQ)

P(A) =

Exemple IT.2 :

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.

Chaque carte ayant la méme probabilité d'étre tirée, il y a équiprobabilité.

Soit A : « Tirer unvalet » ; B : « Tirer une carte rouge » ; C : « Tirer le valet de
ceeur » et D : « Tirer un valet ou une carte rouge ».

insi PpAy: 2oL oppy-8 L by L
Ainsi : P(A) = 32° 8 : P(B) = 232 : P(C) %
P(D) = P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB). Or, P(AMB) = 312 _ %

1.1 1 _2+4-1 5
DoncP®)= g * 2" 16™ 16 16

TTIT. EXERCICES D'APPLICATIONS.

©Exercice III.1

On tire 3 cartes d'un jeu de 32 cartes.

Calculer la probabilité des événements suivants :
A : « Obtenir trois as » ;
B : « Obtenir deux rois et une dame » ;
C : « Obtenir au moins un valet ».




©Exercice III.2
On jette simultanément un dé rouge et un dé blanc.
Calculer la probabilité des événements suivants :
A : « Obtenir un double (deux huméros égaux) »
: « Obtenirun 2 et un 5 »
: « Obtenir un 2 rouge et un 5 blanc »
: « Obtenir une somme égale a 7 »
: « Obtenir une somme au plus égale a 3 »
: « Obtenir une somme au plus égale a 11 »
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©Exercice III.3
Une urne contient 5 boules blanches et 3 boules rouges.
1- On tire deux boules : quelle est la probabilité d'avoir deux boules blanches ?
2- On tire une boule, on observe sa couleur et on la remet dans I'urne, puis on tire
de nouveau une boule et on observe sa couleur : quelle est la probabilité d'avoir
deux boules blanches ?
3- On tire successivement deux boules sans remise : quelle est la probabilité des
évenements suivants :
a) A : « les deux boules tirées sont blanches »
b) B : « la premiere est rouge et la seconde blanche »
¢) C : « les deux boules tirées sont rouges »
d) D : « la premiere est blanche et la seconde est rouge »
e) E : « I'une est blanche et l'autre et rouge »

©Exercice III.4
1- On tire une carte d'un jeu de 32 cartes ; quelle est la probabilité pour que
cette carte soit un as ou une figure ?
2- Une loterie comporte |'émission de 100 billets dont 3 gagnants ; on prend 5
billets : quelle est la probabilité de gagner :
a) un lot ?
b) au moins un lot ?
3- On tire successivement trois cartes d'un jeu de 32 cartes. Quelle est la
probabilité pour que la deuxiéme carte tirée, et celle-la seulement, soit un as ?
4- On tire 8 cartes d'un jeu de 32 cartes, quelle est la probabilité d'avoir les 4
rois parmi ces huit cartes ?
5- D'un jeu de 32 cartes on en extrait 8, au hasard. Calculer la probabilité :
a) pour qu'on ait extrait 5 coeurs, et 5 seulement.
b) pour qu'on ait extrait au moins 5 coeurs.




©Exercice III.5
Un illusionniste dispose, dans une malle, de x lapins dont 4 blancs.
Au hasard, il tire d'abord un lapin de la malle, puis sans le remettre, en tire un
second. Pour la réussite d'une manifestation, l'illusionniste s'intéresse a I'événement
suivant : « le premier lapin est blanc et le second est noir ».

1- Déterminer la probabilité de I'événement A en fonction de x.
4(x - 4)
Etudier la fonction f puis en déduire la ou les valeurs entiéres de x rendant la
probabilité de A maximale.

2- Soit f la fonction définie sur [4 ; +oo[ par f(x) =

IV. NOTION DE PROBABILITES CONDITIONNELLES.

1- Exemple d'introduction :

Considérons un lancer de dé dans le cas de |'équiprobabilité des événements
élémentairesde QO ={1;2;3:4;5; 6}.
Soit A I'événement « le résultat est pair» : A={2; 4 6}.

Soit B I'événement « le résultat est supérieur ouégala4» :B={4;5; 6}.

On a P(A) = % - % De méme P(B) = %

Dire que A est réalisé signifie que le résultat est 2, 4 ou 6.

Alors B est réalisé dans deux de ces trois cas équiprobables : lorsque le résultat

est 4 ou 6, c'est-a-dire lorsque AnB est réalisé.
Ainsi, la probabilité de B sachant que A est réalisé est %

Soit C={3:4:5).OnaP(C) = % - %
Lorsque A est réalisé, C est réalisé dans un seul cas : quand le résultat est 4, c'est-

a-dire quand ANC est réalisé.

Ainsi la probabilité de C sachant que A est réalisé est %

P(ANC) 1
P(A) 3

En conclusion, le fait de disposer de l'information supplémentaire « A est réalisé »

modifie la probabilité de B et celle de C ; nous avons introduit ici une nouvelle

probabilité des évenements B et C.

On peut remarquer que




2- Définition :

Dans l'univers Q d'une épreuve aléatoire, on considere un événement B de
probabilité non nulle.

Définition :
Pour tout événement A, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B,
notée Pa(A) ou P(A/B), le nombre [Ps(A) = % |

Cette égalité permet d'exprimer la probabilité de l'intersection :

P(AnB) = Pg(A)P(B)|.

P(ANB)

P(A) et donc P(AnB) = PA(B)P(A).

Remarque: On a de méme PA(B) = P(B/A) =

©Exercice IV.1 :
On considére deux évenements A et B tels que P(A)=0,4; P(B) = 0,6 et P(AUB) =
0,7. Calculer P(AnB), P(A/B) et Pa(B).

3- Utilisation d'un arbre de probabilité :

Dans l'univers Q d'une épreuve aléatoire, on considere un événement B de
probabilité différente de O et 1.
Etant donné un événement A conditionné par I'événement B, on visualise la situation
a l'aide d'un arbre de probabilités :

* Une branche est représentée par un segment ; chacune porte une

probabilité.
* Un neeud est la jonction de deux ou plusieurs branches.
* Un chemin est I'événement réalisé en suivant des branches successives.

A Chemin An B

pa(A)
B < _
y pe(A) A Chemin A ~ B

\ pB(A) A Chemin AN B
p(B) B <

pE(Z) Chemin A N B

>|




Propriétés

* La somme des probabilités portées sur les branches issues d'un méme nceud est
égale a 1.

* La probabilité d'un chemin est le produit des probabilités portées sur ses
branches.

* La probabilité d'un événement est la somme des probabilités des chemins qui y
aboutissent. (Formule des probabilités totales).

©Exercice IV.2 :

Dans un magasin de luminaires, les appliques représentent 20% des ventes, les
suspensions 30% et les lampes a pied 50%.

Chaque luminaire est fourni avec une ampoule au choix de l'acheteur.

On a constaté que pour 35% des appliques, 40% des suspensions et 70% des lampes
a pied, le choix est une ampoule a faible consommation.

On considére au hasard un client achetant un luminaire et on considére les
évenements suivants :

A : « le client achéte une applique »

L : « le client achéte une lampe a pied »

B : « le client achete une suspension »

F : « le client choisit une ampoule a faible consommation »

Calculer la probabilité pour que le client choisisse une ampoule a faible
consommation.

©Exercice IV.3 :

Dans une région d'un pays en voie de développement, 15% de la population est
atteinte par un certain virus. On met en place un test de dépistage. On tire au
hasard un individu dans la région. Tous les individus ont la méme probabilité d'étre
choisis.

On note A I'événement: « l'individu est sain » et P I'événement: « l'individu a un test
positif ».

Pour les individus sains, 0,4% ont un test positif.

Pour les individus atteints de la maladie, 2,4% ont un test négatif.

Calculer la probabilité que le test soit erroné.




©Exercice IV.4 :

Chaque jour dans une usine, 3 machines A, B et C produisent respectivement 40%,
50% et 10% de pieces dont 2% sont défectueuses pour A, 1% pour B et 1% pour C.
On préléve une piece qui s'avére défectueuse. Quelle est la probabilité pour que
cette piece ait été fabriquée par la machine A ?

V. EVENEMENTS INDEPENDANTS.

Dans l'univers Q d'une épreuve aléatoire, on considere deux événements A et B.

Définition :
On dit que deux événements A et B sont indépendants si et seulement si:

|P(AmB) = P(A)P(B!l.

Propriété :
Lorsque P(B) # 0, A et B sont indépendants équivaut a Pg(A) = P(A).
(ou lorsque P(A) = 0, a Pa(B) = P(B).)

Autrement dit, la probabilité de I'un est la méme avec ou sans la condition que
l'autre se réalise.

Remarque :
Lorsque A et B sont indépendants, il en est de méme pour Aet B, A et B, A et B.

ATTENTION :

On veillera a ne pas confondre événements indépendants et évenements
incompatibles. En effet, par définition, deux évenements sont dits incompatibles
lorsque ANB = &. Il en résulte que P(AnB) = P() = 0, et donc dans ce cas, I'égalité
P(AnB) = P(A)xP(B) est impossible si P(A) = O et P(B) = 0. Donc deux événements A
et B incompatibles tels que P(A) = O et P(B) = O ne sont jamais indépendants.




©Exercice V.1 :

a) Une urne contient 5 boules rouges et 1 boule noire indiscernables au toucher.
On tire successivement sans remise 3 boules de l'urne.
On considére les événements A « la premiere boule tirée est rouge » et B « la
deuxieme boule tirée est rouge ».
Les évenements A et B sont-ils indépendants ?

b) Recommencer pour un tirage avec remise.

c) Pouvait-on prévoir ces résultats ?

©Exercice V.2 :
Un atelier produit un composant optique en deux phases indépendantes. La premiere
est susceptible de faire apparditre un défaut o sur 2% des composants, la seconde
un défaut B sur 4% des composants. On préleve un composant au hasard dans la
production d'une journée. On appelle A : « le composant présente le défaut o » et
B : « le composant présente le défaut f ».
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

a) le composant présente les deux défauts ;

b) le composant présente au moins un des deux défauts ;

c) le composant ne présente aucun des deux défauts ;

d) le composant présente exactement un défaut.




