Nombres complexes

1. Définition des nombres complexes, opérations.

1.1. Introduction.

Dans I’ensemble des nombres réels IR, I’équation 2 + 1 = 0 n’admet pas de
solutions. Posons, formellement, 7 «un nombre» solution formelle de cette équation,
c’est a dire tel que i2 = —1 et effectuons les opérations usuelles avec ce nombre
comme si celui-ci était un nombre réel. On a alors i = —1 et (—i)? = (—1)%i? = -1
et ’équation 22 + 1 = 0 admet alors 2 solutions i et —i.

Utilisons ce nombre pour résoudre, formellement, 1’équation 22 + 2z + 5 = 0. Son
discriminant vaut A = 22 — 4 x 5 = —16. Cette équation n’admet donc pas de
solution réelle. On a, formellement :

(z+1)24+4=0=>(z+1)* = 4= (2 z=—-1+2.
Réciproquement (—1 + 2i) et (—1 — 27) sont bien solutions de 1’équation :

(1420 4+2(-1+2))+5=(-1)2—di+ (20)> =2 +4i+5
—1-4i—4-24+4i+5=0

(=1 —=20)> +2(-1—-2))+5= (1) +4i+ (-2)> =2 —4i +5
=1+44i—-4—2—-4i+5=0.

1.2. Ensemble C des nombres complexes.

Il existe plusieurs manieres de construire C. Nous partirons de la construction
suivante. Posons C l'ensemble des couples de IR ? muni de Paddition + et de la
mutiplication X suivantes :

(a,b) + (a’,b') = (a+ad',b+ 1)
(a,b) x (a’,b") = (aa’ — bV, ab’ + ba')

Notons, a ’elément (a,0) pour tout a € IR et ¢ ’élément (0, 1). Tout couple (a, b)
s’ecrit alors :

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) x (0,1) = (a,0) + (0,1) x (b,0)
—a+bxi=a+ixDb.

Désormais, on écrira a pour (a,0), b pour (b,0) et on omettra le symbole x pour
la multiplication. Les nombres de C sont donc de la forme

z=a+ib,(a,b) € R (1)
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Avec cette notation, la définition de C devient la suivante.

Définition 1.1. On définit C, I'ensemble des nombres complexes de la forme
z =a+1b,(a,b) € R, ce qui s’écrit encore :

C={z,z=a+1ib,(a,b) e R}
On munit C de 'addition

z+z2 =a+d +i(b+¥V),Vz=a+1ib,(a,b) € R,Vz' =a + i, (d,b) e R (2)
et de la multiplication :

22" = aa' —bb' +i(ab +a'b),Vz = a+ib, (a,b) € R,Vz' = a'+ib', (d',b') e R. (3)
Remarque 1.1. Dans la Définition 1.1, lorsque z et 2z’ sont réels (donc b = b = 0)
on retrouve 'addition et la mutiplication usuelle des nombres réels.

Soit z = a + ib avec (a,b) € R? et soit 2/ = a’ 4+ ib' € C avec (a’,b') € R2. Si
z =2, on adonc (a,b) = (a/,0) & a =a’ et b =1V". Ansi Décriture, z = a + ib
avec (a,b) € IR? est unique. On a alors la définition suivante.
Définition 1.2. Soit z = a +ib € C avec (a,b) € IR>. L’écriture

z=a+1b, (a,b) € R?

est appelée la forme algébrique (ou cartésienne) du nombre z. Cette écriture est
unique.

Définition 1.3. Soit z = a + ib € C avec (a,b) € IR 2. Le nombre a s’appelle la
partie réelle de z et b sa partie imaginaire. On note Re(z) la partie réelle de z et
Im(z) la partie réelle de z. On a donc

a=TRe(z), b=7m(z) et z=Re(z) +iZm(z).
De I'unicité de I’écriture algébrique d'un nombre complexe, on déduit la Propriété
suivante, utile en pratique.

Propriété 1.1. Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont
méme partie réelle et méme partie imaginaire :

z =2 & Re(z) = Re(z') et Zm(z) = Zm(z").

Propriété 1.2. L’ensemble C muni des opérations + et X, on note (C,+, x) est
un corps commutatif, c¢’est a dire qu’il vérifie les propriétés suivantes.
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L’addition est associative, on pourra donc enlever les parenthéses dans les sommes :
24+ (2 +2) =+ )+ =242 42" V2,7, 2") e C°. (4)
Le nombre 0 est élément neutre pour I'addition :
240=04+z2=2VzeC. (5)

Tout nombre complexe z = a + ib, (a,b) € IR admet un opposé z' tel que
2+ 2 =2 +2=0. On le note —z et il est donné par

—z = —a —ib. (6)

L’addition est commutative :
2472 =2 4+ 2,V(z,7) e C2. (7)
La multiplication est associative, on pourra donc enlever les parentheses dans les

produits :
2(2/2") = (22))2" = 222" \V(2,7,2") € C. (8)

Le nombre 1 est élément neutre pour I'addition :
zx1=1xz=2VzeC. (9)

Tout nombre complexe non nul z = a +ib, (a,b) € IR admet un inverse z’ tel que

22 =22 =1, on le note 2= ou ~ et il est donné par

z
2l = a2ib2 _iaQ-bHﬂ' (10)
La multiplication est distributive par rapport a I’addition :
22+ =2+ 2 (Ve =+ 22V (2, Y, ) € CP. (11)
La multiplication est commutative :
22 =22, ¥(2,2) € C2. (12)

Preuve de la Propriété 1.2. Admis. On obtient la preuve en utilisant la
définition de C.
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1.3. Calculs sur C.

- D’apres la définition de (C, +, x), on la relation
i = (0,1) x (0,1) = (=1,0) = —1. (13)

- D’apres la Propriété 1.2, (C,+, x) étant un corps commutatif, 'opposé d’un
nombre complexe est unique, l'inverse d’un nombre complexe non nul est unique.
On pourra vérifier ces propriétés a titre d’exercice.

- Pour des calculs faisant intervenir I’opposé d’un nombre complexe, on écrira pour
deux nombres complexes z et 2’/

et pour un inverse :

_ 1 z
=2 =2,
z z

- On a la relation (cela provient de 'existence d’un inverse, avec la Propriété 1.2) :
222=0&2=0 ouz=0. (14)
- D’apres la Propriété 1.2, on pourra effectuer sur C les opérations arithmétiques

usuelles (addition, division, multiplication, soustraction) de la méme maniere que

sur IR, en utilisant la relation i2 = —1, le cas échéant. Nous donnons quelques

exemples ci-dessous.

- On retrouve ainsi, en particulier les formules d’addition et de multiplication :

(a+ib)+ (a'+ib)=a+ib+d +ib' =a+d +i(b+1)
et (a+ib)(a’ +ib') = (a+ib)a’ + (a +ib)ib' = aa’ + iba’ + aib’ + ibil/
=aa’ — bV + i(ab + a'b).

- Les égalités remarquables suivantes restent valables :
(242 =22 4222+ 27, (2—2)2 =22 222"+ 27, (2 +2)(z—2) =22 -2~
- On a aussi I'égalité remarquable suivante :
(z41i2)(z —i2) = 22 + 2%
- Pour des calculs faisant intervenir un inverse, on pourra écrire :

a+ib  (a+ib)(a’ —ib')  ad’ + b0 +i(—ab + a'b)
a +ib (o +db)(a —ib) a2 1+ b2

aa' +b0  —ab +a'b

- a’2—|—b’2 + a’2—|—b’2 :
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- Les regles usuelles s’applique, comme la regle du dénominateur commun :

21 | 23 2124+ 2223

z2 Z4 2224

- Les puissances entieres ont les mémes propriétés, on pose par convention 20 =1 :

z
2" =" P 2T 2 £ 0, (™) = 2" Vz € C,¥V(m,n) € IN 2,
n\Nn _ .n_Jm i n_i / 2
\ C*,VneN
(z2")" = 2"z ,(Z/) = n (z,2) € C*,¥n € IN.

1.4. Conjugué et module d’un nombre complexe.

On définit ci-dessous le conjugué et le module d’un nombre complexe.

Définition 1.4. Soit z = a + ib, avec (a,b) € IR?, on note z le nombre conjugué
de z défini par
zZ=a—1b

et |z| le module de z défini par
|z| = Va2 + b2.

Propriété 1.3. Soit z € C on a :

— — 1
Z=2, 2+2=2Re(2), 2 —2=2iIm(2), 22= 2>, 271 =21 & <—) =
z

Q|| =

Soit (z,2') € C* on a :

¥F =347, =27, (5) =3,
z 2!
et 2|
z
!/ / / /
|2+ 2| < 2| + [, [22] = |2]['], = :m

Preuve de la Propriété 1.3. On admet I'inégalité triangulaire |z+2'| < |z|+]Z/].
Les autres propriétés sont une conséquence de la Définition 1.4 et des propriétés
calculatoires des nombres complexes.

Remarque 1.2. Lorsque qu’un nombre complexe non nul a sa partie réelle nulle,
on dit qu’il est imaginaire pur. Un nombre complexe imaginaire pur est de la forme
z = bi avec b € IR. Par exemple z = 0, z = 7, 2 = 2i sont imaginaires purs. On a
I’équivalence zZ = —z < z est imaginaire pur car

Z=—z2ez2+2=2—2=0&2Re(z) =0« Re(z) =0.

bt
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Un nombre complexe z est réel lorsque sa partie imaginaire est nulle. Il est donc
de la forme z = a, a € IR. On a I'équivalence z = z < z € IR car

z=z&242=222Re(z) =22 Re(z) =z z€R.

Remarque 1.3. Pour z € R, le module de z est la valeur absolue de |z|. Pour
z = a+1ib,(a,b) € IR, |z| est la norme euclidienne du vecteur de coordonnées

(a,b).

Exemple 1.1. Mise sous forme algébrique du quotient de deux complexes. On
multiplie en haut et en bas par le conjugué du dénominateur (sauf si c’est un
nombre un réel).

a) Inverse de z =1 — 2i :

1 1 1+ 2i 1+ 2 1+2 1
z = - = = = = = —
z 1—2 (1—20)(1+2i) 12— (2)2 12422 5

b) Quotient :

1—5i
z = —
1—1
on a
1—-5  (1-=5i)(1+4i) 1+i—5i—52 6—4i 6 4i .
z = — = - - = _= :———:3—22
1—i (1—4)(1+14) 12 412 2 2 2

Exemple 1.2. Résolution d’équation du premier degré. Résolution de
(14+4d)z+1—-5i=—iz+4—4i.
On a:
(1+i)z+1—-5bi=—iz+4—4i< (1+20)z2=3+1
3+1 (3+14)(1 — 249) _3—6i+i—2i2 5—bi

=4 = = = =
Ty (1+20)(1-2i) 12 + 22 5

I
I
—
|
S

1.5. Résolution de I’équation du second degré a coefficients dans IR.

Propriété 1.4. Soit o« € R, < 0, alors I'équation 2°> = «, z € C, admet
uniquement deux solutions qui sont

z = i/ —a.

Soit a« € R, > 0, alors I'équation z°> = «, z € C, admet uniquement deux
solutions qui sont
2 =+Vo.
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L’équation z%> = 0, z € C, admet 0 comme unique solution.

Preuve de la Propriété 1.4. Montrons le premier point, les autres points se
montrant de maniére similaire. Posons z = a + ib avec (a,b) € IR?. On a donc
a® + 2iab — b*> = «. Donc 2iab =0 et a®> —b?> = «. On a donc a = 0 ou b = 0. Si
b= 0, alors a®> = a < 0 et I’on n’a pas de solution. Si a = 0, on a alors —b? = «
et donc b> = —a > 0. On obtient finalement les deux solutions

a=0,b=+V—as z==+iv—a.

Propriété 1.5. Soit (a,b,c) € R, I'équation az? + bz + ¢ =0, z € C, admet les
solutions suivantes. Soit A = b?> — 4ac, alors

si A > 0 I'équation a deux solutions réelles :

—b—+VA ~b+VA
n=——b, 0= —Ff7—),
2a 2a

b
- si A = 0, I’équation admet une racine z; = 50
a

- si A < 0, I’équation admet deux racines complexes :

; _—b—i\/—A . —b+iv—A
t= 2a R 2a '

Preuve de la Propriété 1.5. C’est une conséquence de la Propriété 1.4 et de la
relation suivante (les identités remarquables sont conservées sur C) :

b b2 b b? — 4ac
2 _ 2 _ 2 _
az +bz+c_0<:>a(z+—2a) +c——4a_0(:>(z+—2a) =z

Exemple 1.3. Résolution d’équation du second degré. Résolution de
22 4+2+41=0.
OnaA =12 —-4= —-3. Donc

“1—iV3 —1+iv3
= — g = ——.

1 2 2
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2. Représentation géométrique d’un nombre complexe.
On munit le plan d’un repere orthonormé direct (O, €7, €3).

2.1. Affixe d’un point du plan et affixe d’un vecteur.

- Au nombre complexe z = a + ib, avec a, b réels, on associe le point M de
coordonnées (a,b) (cf. Figure 1.1). Le point M est appelé image du nombre
complexe z et z 'affixe du point M. On a donc OM = ae; + bes. On remarque

que
12| = |OM]|| = Va2 + b2.

- Au nombre complexe z = a + ib, avec a, b réels, on associe le vecteur o de
coordonnées (a,b). Le vecteur 4 est appelé image vectorielle du nombre complexe
z et z 'affixe du vecteur 4. On a donc 4 = aé; + béy. On remarque que

2| = lldl] = Va2 + 2.

Exemple 2.1. L'origine O de coordonnées (0,0) a pour affixe zo = 0, le point
de coordonnées (1,0) a pour affixe z; = 1, le point J point de coordonnées (0, 1)
a pour affixe z; = i. L’image de IR est I'axe (O, €1) et 'image de i x IR est I'axe

(0, é3).

A M =M(z)

N

Figure 1.1. Le point M = M (2) image de z)s = a +ib. On a 253 = 2.

Définition 2.1. On munit le plan d’un repere orthonormé direct (O, €7, €5).

Soit z € C, le point M de coordonnées (Re(z),Zm(z)) s’appelle I'image de z, on
le notera aussi M (z). Réciproquement, soit M un point de coordonnées (a,b), le
nombre z = a + b s’appelle 'affixe de M. On le notera aussi z;.
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Soit z € C, le vecteur @ de coordonnées (Re(z),Zm(z)) s’appelle I'image vectorielle
z. Réciproquement, soit @ un vecteur de coordonnées (a,b), le nombre z = a + ib
s’appelle 'affixe de u. On le notera aussi zg.

On a en particulier

L’axe (O, €1) s’appelle axe des réels et I'axe (O, €3) I'axe des imaginaires purs.

Le plan muni de cette représentation par les nombres complexes est aussi appellé
plan complexe. On dit que le plan complexe est rapporté au repére orthonormé
direct (O, e, €3).

Le point M et le vecteur OM daffixe a + 1b sont représentés a la Figure 1.1
ci-dessus. Avec la Définition 2.1, les propriétés de normes vues ci-dessus dans
I'introduction du Paragraphe 2.1 s’écrivent comme suit.

Propriété 2.1. Soit M un point du plan de coordonnées (a,b) alors :

20| = |OM | = Va2 + b2, (a)

Soit @ un vecteur de coordonnées (a,b) alors
|2a| = [|@]] = Va? + 02 (b)

Ainsi, pour un point M quelconque la longueur OM est donnée par |z)/|.

Exemple 2.2. Soit M un point du plan tel que z;; = 2 — ¢ alors
OM = |z| = /22 + (—1)2 = V5.

Propriété 2.2. Soient u et v deux vecteurs, o et 3 deux réels, alors pour tout
z€C,ona:
Zaa+p7 = 0z + B2g. (a)

Soient A et B deux points du plan, alors

Zﬁ = ZB —ZA, (b)
IAB|| = |z3| = |28 — 2. (c)

Preuve de la Propriété 2.2. Commencons par montrer la relation (a) de la
Propriété 2.2. Soient (u1,usz) et (v1,v2) les coordonnées respectives des vecteurs 4
et U. Le vecteur

ot + U
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2. REPRESENTATION GEOMETRIQUE D’UN NOMBRES COMPLEXE
a donc pour coordonnées
a(uy, uz) + B(vy,v2) = (quy + Bur, aus + fus),
il a donc pour affixe
z = (auy + po1) + i(aug + Pva) = aug +iug) + B(v1 +ive) = azg + B2y,
ce qui donne le résultat :

Zai+ps = Qzg + Bz

On obtient la relation (b) de la Propriété 2.2 en utilisant la relation (a) et la
relation z57+ = zp pour tout point du plan :

ZZE:ZZ@JrO?:Z—5X+@Z_Z5X+ZO?:ZB_ZA‘

On pourra aussi remarquer que AB a pour coordonnées (rp — T 4,yB — ya), On a
donc z4 = (xp—xa)+i(yp —ya) =z +yp — (xa +iya)) = 2B — 24.

Enfin, avec la relation (b) donne la relation (c¢) de la Propriété 2.2 :

Zqp = AB — 2A = |ZZ§| =|zp — zal & ”zﬁ” = |z — 24| []

On a montré que :

- Si z et 2/ sont associés respectivement & deux vecteurs @ et u/, alors pour
(o, B) € R?, az + 2 est associé au vecteur aii + Su/.

- Si A et B sont deux points du plan, le vecteur AB a pour affixe zp — z4 qui est
donc la différence entre ’affixe zp de son extrémité B et ’affixe z4 de son origine.
La longueur AB est donnée par |zp — z4|.

Exemple 2.3. Soient A et B deux points du plan tels que z4 = 3—5i et zg = 1+,

alors
= |zp — za| = | — 24 60| = /(—2)2 + 62 = V40 = 2V/10.

On a la relation suivante entre I’affixe du barycentre d’un systeme (A, a), (B,b),
(C,c) et les affixes respectifs des points A, B et C.

Propriété 2.3. Soient A, B, C, trois points du plan et soit (a,b,c) € R? tels que
a+b-+c # 0, alors le barycentre pondéré G du systéme (A, a), (B,b), (C,c) a pour

affixe
azg + bzp + czo

a+b+c

En particulier le milieu I de A et B a pour affixe

(a)

zZG =

ZAa + 2B ()

z] = )

10



2. REPRESENTATION GEOMETRIQUE D’UN NOMBRES COMPLEXE

et le barycentre G du triangle A, B, C a pour affixe

_ZA+ 2B+ 2C
=g (c)

Preuve de la Propriété 2.3. (a) On a par définition

w:aﬁ+b@+cw_ aOA bOB cOC'

= + + .
a+b+c at+b+c a+b+c a+b+c
d’ou avec la relation (a) de la Propriété 2.2 :
s azg3 bzgp CZ5e :azA+sz+czc
< oc a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c '

Les points (b) et (c¢) s’obtiennent a partir de (a) et utilisant le pondérations
(a,b,¢) = (1,1,0) pour (b) et (a,b,c) = (1,1,1) pour (c). [

La relation (c) de la Propriété 2.3 exprime que ’affixe du milieu d’un segment est
la demi-somme des affixes de ses extrémités.

On a les conditions de colinéarité et d’orthogonalité de 2 vecteurs non nuls
suivantes.

Propriété 2.4. Soient i et u/ deux vecteurs non nuls d’affixes respectives z et z’,

alors .

- =, e . z
@ et u/ colinéaires & INER,Z =z — cR™.
z

et

/
5 — . 4 .
@ et u/ orthogonaux < IN € R,z =iz & — €ix R™.
z
Preuve de la propriété 2.4. Les vecteurs @ et u’ sont colinéaires si, et seulement
si, il existe un réel A non nul tel que v/ = A\, ce qui équivaut a 2’ = A\z.
Soit @ et u’ deux vecteurs orthogonaux, de coordonnnées respectives (a, b) et (a’, )
et d’affixes respectives z et z’. On a alors

u'i = aa' 4+ b = Re(z2').
/

Donc @ et u/ sont orthogonaux, si et seulement si Re(zz') = 0, donc si, et seulement
si, zz' est imaginaire pur. Comme

z2'2 2
77 =0 =25
z

. — =, . . / . . .
on en déduit que 4 et u’ sont orthogonaux si, et seulement si, == est imaginaire

pur, donc seulement 8’il existe un réel A non nul tel que 2’ = i\z.

Exemple 2.4. Soient v d’affixe z =1+ 1 et o d’affixe 2/ = —2 — 2i. On calcule
! _2 - 2 ) —

G —Z = —2 . Donc # et /' sont colinéaires.

z 141

Exemple 2.5. Soient u d’affixe z = 2 — i ef u' d’affixe 2/ = —3 — 6i. On calcule
" —3—-6i —6+ 3¢ -

S : L= i : ' — _3i. Donc @ et ' sont orthogonaux.

z 2—1 2—1
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3. Argument et forme trigonométrique d’un nombre complexe.

3.1 Argument d’un nombre complexe non nul.

Définition 3.1. Soit z € C, z # 0 et soit M le point d’affixe z, on appelle argument
de z et on note arg z une mesure de I'angle (€7, OM). On a donc

argz = (gl,O—J\j) mod 27.

Soit z = a + ib, avec a, b réels et M le point d’affixe z. On pose
r = OM|
la norme euclidienne de O (on a donc |z| = va? + b% = r), soit

9:(51,W),

une mesure de I'angle (€7, W) De la relation :
OM = r(cos feq + sin fe3)
on déduit que
z =r(cosf +isinf) = |z|(cos(arg z) + i sin(arg z)).

Ainsi z est déterminé par la connaisance de son module |z| et d’un de ses arguments
0, défini a 27 pres.

3.2. Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul.

Définition 3.2. Soit z € C, z # 0, il existe un unique réel strictement positif r et
un réel 0, défini a 2w preés, tel que

z =r(cosf +isinf) avec r = |z| et O = arg(z).

L’écriture
z=r(cosf +isinf) avecr >0, € R

est appelée forme trigonométrique de z. Pour z = a + ib on a

r=+/a? + b2

et 0 est une solution de
rcosf =a, rsinf = b,

qui admet une infinité de solutions définies a 2w pres.

12



3. ARGUMENT ET FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Remarque 3.1. On appelle aussi argument principal, et on note Argz, I'unique
argument de z appartenant a | — m, 7.

Propriété 3.1. Soit z = r(cosf + isinf) avec r > 0 et § € R, et 2/ =
r’(cos @ +isind’) avec r’ > 0 et 8’ € IR, alors

z=2 <1 ' =retf =0 mod2n.

Ainsi Iécriture trigonométrique d’un nombre complexe z est unique, avec 6 défini
a 2m pres.

Preuve de la Propriété 3.1. Si z = 2/, on a donc
|22 = r%(cos® O + sin? 0) = |2/|> = r"%(cos? 0’ 4 sin? @) & 12 = '

on en déduit que r’ = r et, en identifiant partie réelle et partie imaginaire dans
Iégalité z = 2/, que

cost =cosf < 0 =6 oul =—6 mod2r (3.1)

et
sinf =sinf < 0" =60 oud = — 0 mod 2. (3.2)

Donc ¢’ = 0 mod 27 est solution de (3.1) et (3.2). Vérifions qu'’il n’y a pas d’autres
solutions. Si € est une solution (3.1) et (3.2) telle que @’ # 6 mod 27, alors avec
(3.1), on a # = —0 mod 2, ce qui donne avec (3.2) :

0 =0oufl =n—0<—-0=0ou —0=71—10
S20=0o0ul=1<0=0<60 =—-60=60=0 mod2r.

Il n’existe donc pas d’autres solutions que 6’ = § mod 27. []

Exemple 3.1. Placer les points du plan complexe M7, My, M3 et My, images
respectives des nombres complexes définis par :

a) z1 le nombre complexe de module 2 et d’argument %,
b) z2 de module 3 et d’argument —g,

¢) z3 de module 1 et d’argument —g,

25
d) z4 de module V2 et d’argument Tﬁ

3.3. Propriétés de ’argument d’un nombre complexe.

Ci-dessous, par commodité, on a aussi remis aussi les propriétés du module.
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3. ARGUMENT ET FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Propriété 3.2. Soit (z,2') € C* on a

z=2' & |z| = || et argz = argz’ mod 27 (a)

arg(zz') = arg z + arg 2’ mod 2w, |22'| = |z||Z/| ()
1 1 1

arg — = —arg z mod27r,‘—’:—:\z]_1 (c)

argz = —argz mod2m, |Z| = |z| (d)

)

argi/:argz—argz’ mod 27, ‘Z—’:u. (e
2

2]

Preuve de la Propriété 3.2. La relation (a) est une conséquence de la Propriété
3.1.

Montrons la relation (b). Posons z = r(cos @ +isin @), 2/ = r'(cos ¢’ +isin@’), avec
r,r’', 0,0 réels et r > 0, v’ > 0. On obtient avec les formules d’addition des cos et
des sin :

22" = r(cosf +isinf) x r'(cos @ + isinf’)
= r'r[cosf cos§’ — sinOsin @’ + i(cosfsin b’ + sinh cos )]
=rr'(cos(0 +6") +isin(6 + 6")).

On a donc avec la Propriété 3.1 («unicité» de la forme trigonométrique) :
22" =rr'(cos(0 4+ 0") +isin(0 +0") & |22'| =rr' arg(z2") = 6 + 0" mod 2.
On obtient (c¢) en écrivant que :

r(cosf + isinf) x r~!(cos(—6) + isin(—0))
= (cosf +isin®) x (cosf — isinf)
= cos?f — (isinf)? = cos?§ +sin?0 =1 = 27! = r~(cos(—0) + isin(—0)).

La relation (d) est une conséquence de

z=r(cosf +isinf) < z =r(cosf —isinf) < z = r(cos(—0) + isin(—0)).
La relation (e) est une conséquence de (b) et (c) et de z/2" = z x (1/2').
Exemple 3.2. Egalité de deux nombres complexes. Si deux nombres complexes

sont égaux entre eux, alors ils ont le méme module et, a 27 pres, le méme argument
(Propriété 3.2, relation (a)) :

- Comme cos 0+ isin0 = 1, alors si r(cosf +isinf) =1 avecr > 0,onar =1 et
0 =0 mod 27.

14



3. ARGUMENT ET FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

- Comme cos § +isin § = 4, alors si r(cos +isinf)) =i avecr >0,onar =1et

2
0 = % mod 2.

Exemple 3.3. Mutiplication de deux nombres complexes. Les modules se multi-
plient et les arguments s’ajoutent (Propriété 3.2, relation (b)) :

™

[2(cos 7 +isin )] x [3(cos 5 +isin 5)] = 2 x B(cos(§ + ) +isin(F + 3))
= 6(cos % + isin %)

Propriété 3.3. Formule de Moivre. Soit 6 € IR, alors pour tout n € 7, on a :

(cosf 4 isin )" = cos(nB) + isin(nh) = cosnb + isinnf.

Preuve de la Propriété 3.3. Posons
z = cosf + isinf.

Pour n € IN, on obtient cette propriété par récurrence. Elle est vraie pour n = 0.
Supposons la vraie au rang n > 0, alors

2" = 22" = (cos 0 + isin ) (cosnb + isinnf) = cos ((n+ 1)6) +isin ((n + 1)6),

ce qui démontre la propriété au rang n+ 1. La Propriété 3.4 est donc vérifiée pour
tout n € N. Pourn € ZZ, n <0,on aavec m = —n € IN :

1 1 1

= — = — = cosnf + isinnb
zm  cosmbf +isinmf  cosnf —isinnd ’

ce qui permet d’établir le résultat.

Exemple 3.4. Application de la formule de Moivre. On a, avec cette formule :
(cos@ +isinf)? = cos 26 + isin 26.
Si on développe le terme de gauche, on obtient :
cos? 0 + 2icos@sinf — sin? @ = cos 20 + i sin 26,

on retrouve les formules de duplication :

cos? 0 — sin? 0 = cos 260, 2cosfsinh = sin 26.
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4. FORME EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

4. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.

4.1. Définitions et Propriétés.
Définition 4.1. Pour 0 € IR, on définit I'’exponentielle de i6 par
i0

e = cos@ + isinf.

Tout nombre complexe z non nul s’écrit alors z = r(cosf + isinf) = re'® avec
r > 0 et 0 défini a 2w pres. L’écriture

z=re? avecr>0,0ecR

est appelée forme exponentielle de z.

La Propriété 3.2 donne avec cette notation la propriété suivante.

Propriété 4.1. Soit (z,2') € C* on a

ret® =1 e o pr =1 et =6 mod 27 (a)
ret® sy’ 0 — ppt o (0+07) (b)
1 —1_—if
reif e (©)
rei = e~ (d)
Teie oo 0—06'
LU T ©

On reprend les Exemples 3.2 et 3.3 avec cette notation.

. . in
Exemple 4.1. On a e® = 1, donc e =1 0 =0 mod2r. On a e 2 = i, donc

eie:i®9:§ mod 2.

Exemple 4.2. Mutiplication de deux nombres complexes :

Tim

207 x305 =2x3ciT5) —ge1s |
La formule de Moivre de la Propriété 3.3 s’écrit alors de la maniere suivante.
Propriété 4.2. Formule de Moivre. Soit § € IR, alors pour tout € IN, on a :
(cosf +isinf)" = cosnf + isinnb

ou, de maniere équivalente
(eie)n — (eniG).
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4. FORME EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Preuve de la Propriété 4.2. On reprend a titre d’exemple, la démonstration de
la formule de Moivre vue a la Propriété 3.3. Supposons la formule vraie au rang

n >0, alors :
(eie)n—‘,—l — ei@(eiQ)n — ei@ enie — e(n—l—l)i@

ce qui démontre la propriété au rang n+ 1. La Propriété 4.2 est donc vérifiée pour
toutn e N. Pourne 7, n<0,onaavecm=-néclN :
1 1

(ew)n o o o e—mi@ — eni0 ) |:|

(eie)m o emi@

En addidionnant et en en soustrayant membre a membre les égalités

cosf +isinh =e?, cosh —isinh =e .
on obtient les formules d’Euler suivantes.
Propriété 4.3. Formules d’Euler.
ol 4 omi0 il _ a—if
cosf = — sinf = — Vo eR.
i

Remarque 4.1. Les formules d’Euler sont aussi une conséquence de la Propriété
1.3 :
¢ teif = 2Re(e??) = 2cosh, ¥ —ei® = 2Tm(e™) = 2isiné.

Définition 4.2. Exponentielle d’'un nombre complexe. Soit z = a + ib, avec
(a,b) € R?, on définit I'exponentielle de z par

e® = e%e®® = e%(cosb + isinb).

Propriété 4.3. L’exponentielle d’'un nombre complexe vérifie les propriétés suiv-

antes.
et = e%e” V(2,2 € C?,
1
e =—,Vze(,
eZ
/ eZ
"7 = — VY(z,7) € C?,
eZ
(e*)"=e"*,VzeC,VneZ.
Preuve de la Propriété 4.3. La relation d’additivité "t = eZe est une

conséquence des propriétés de ’exponentielle d’'un nombre réel et de la Propriété
4.1. Les autres propriétés sont alors une conséquence de cette relation d’addivité.
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4. FORME EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL
4.2. Application de la formule de Moivre.

4.2.1. Expression de cosnz et sinnx en fonction des puissances de cosz
et de sinz, n € IN.

On donne ci-dessous deux exemples pour n = 2 et n = 3. On pourra procéder
de maniere similaire pour les autres valeurs de n € IN : les cas 4,5 sont traités a
I’Exercice 4.2.

Reprenons 'Exemple 3.4, en utilisant la forme exponentielle d’un nombre com-
plexe. On a, avec la formule de Moivre :

(ei:r:)2 — eQix

Donc en développant (e**)? :

2

(e””)2 = cos®x + 2icosxsinx +i2sin’z = cos®z + 2icosxsinx — sin’

= cos 2x + 1 sin 2z,

on retrouve donc les formules :

cos 2z = cos?

z — sin? x, sin2x = 2cosxsin .

Ensuite, on a, avec la formule de Moivre : (e/*)3 = 3 en développant (e®)3 on

obtient :

Sz = cos 3x + ¢ sin 3z,

(e”)?’ = cos® x + 3i cos® zsinx + 3i% cos x sin® z + 7° sin
donc

cos 3z = cos® z — 3coswsin® z = cos® z — 3cosz(1 — cos® ) = 4cos® x — 3cos 1,

sin3z = 3cos? rsinz — sin® x = 3(1 —sin ) sinz — sin® = —4sin® x + 3sin 2.

On obtient ainsi :

cos3x = 4cos®x — 3cosx, sindx = —4 sin® z + 3sin z.

4.2.2. Linéarisation de cos" x et sin" z, n € IN.

La linéarisation de cos™ x et sin” x consiste a exprimer cos” x et sin” x en fonction
.. . . 2

de combinaisons linéaires de cospx et de sinqz, avec (p,q) € IN“. Nous donnons

un exemple pour n = 2. Les cas n = 3,4, 5 sont traités a I’Exercice 4.3.
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4. FORME EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Avec la formule d’Euler et la formule de Moivre on a :

) (eim+e—im)2

COs™ xr = 5
:i<62ix +2 eim e—im + e—2iw)
1 2ix —2ix 1 2ix —2ix
:Z(e +2+e ):Z(e +e +2)

1 1
:Z(2c082x +2) = 5(005295 +1).

D’ou : L+ 5
cosx = % et cos2x = 2cos’xz — 1.
Ensuite :
sin?z = (_ei:v —e ) ’
N 2i
1 . . . .
:E(e%w _ e e e—QZw)
1 2ix —2ix 1 2ix —2ix
=——(e" =2+ ") =——(e"" Fe —2)
4 4
= 1(2 2 2) = 1(1 2x)
=7 Ccos 2x =3 cos 2x).
D’ou :
. 92 1 —cos2x
sin“zx = —

4.3. Racines de ’unité.

On cherche les solutions de

2"=1, e C,nelN.

Exemple 4.3. Résolution de

2=1 22=1, zt=1.

On pose z =re'? avecr > 0et § € IR. On a alors
P=lert =Yor=1et20=0+2km,kcZ or=1et=kn,ke 7.

On obtient deux solutions distinctes, a 2w pres, de 6 pour k =0 et k = 1 ce qui
donne deux solutions :



4. FORME EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Ensuite :

‘ : k
P=lerd? = o r=1e30=0+2kr,kecZ @rzl,@z%,keﬂ.

On obtient trois solutions distinctes, a 27 pres, de 6 pour k =0, k =1 et k = 2,
ce qui donne les trois solutions suivantes :

2ir 1 /3 gir 1 /3

zn=e"=1, 2zp0=¢3 :—5—1—@'7, zz3=¢€ 3 :—5—27.

On remarque que z3 = Z».
Ensuite :

. . k
Aolertet =Y o r=1et40 =0+ 2%k, ke @rzl,&zg,keﬂ.

On obtient quatre solutions distinctes, a 27 pres, de § pour k=0, k=1, k=2et
k = 3, ce qui donne les trois solutions suivantes :
i0 im ' 3im ,
z71=e" =1, 29=e2 =1, z23=€e"=—-1, z4=e 2 = —1i.
On remarque que z4 = Zs.

On a alors la proposition suivante.

Proposition 4.1. a) Les solutions de I’équation
2" =1

sont données par :
2kim
z=en , k=0,---,n—1.

b) Soit z € C*, alors I’équation
=7
a pour solution

2kim
z=zye n k=0,---,n—1

ol zg et une solution de z" = Z.

Preuve de la Proposition 4.1. Pour (a) on procéde comme dans ’'Exemple 4.3.

Preuve de (b). Soit zy une solution de 2" = Z avec Z = r(cosf + isinf), par
24
exemple zg = rw e n (donc zy existe), alors z vérifie

<z>”_z”_Z_1
2w/ 2 Z

~ est une racine n-ieme de 'unité, ce qui donne avec (a) :

Donc £
)

z 2kim
2= k=0, [
0

On remarque que les solutions de 2z = Z s’obtiennent a partir d’une solution
de cette équation et des racines n-ieme de 1'unité. L’Exercice 4.4 porte sur ce
Paragraphe.
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

5. Nombres complexes en géométrie.

5.1. Relation entre argument et quotient de deux nombres complexes.

On a la propriété suivante, qui donne notamment une relation entre I’argument et
le quotient de deux nombres complexes (relation (d)).

Propriété 5.1. On considere le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct
(0, ¢é1,€e). Soit z € C, z # 0 et soit M le point d’affixe z, alors :

2| = OB, arg(z) = (éi,OM). (a)

Soit z € C, z # 0 et u le vecteur d’affixe z, alors

2| = [|dl|, arg(zz) = (€1, ). (b)
Soient A et B deux points du plan alors
= L
lzqg| = |AB], arg(zgg) = arg(zp — z4) = (€1, AB). ()
Soient A, B, C et D quatre points du plan, alors
|ICD z Zp — 2 s
‘ ]_ D] g(@):arg(D—c):(AB,cp). (d)
IAB]|’ v: ZB = 24

Preuve de la Propriété 5.1. Les propriétés sur les modules sont un rappel donné
par commodité (cf. Propriété 2.1, Propriété 2.2). La relation (a) est la Définition

3.1.
Montrons la relation (b). Soit M tel que OM = 4, on a donc zz = 253; et avec la

relation (a) :

arg(z7) = arg(z557) = (€1, 0M) = (é1, 7).

En particulier en posant @ = AB', on obtient (c). La relation (d), s’obtient avec la
relation de Chasles et la relation (c) :

arg(%)z arg(z25g) — arg(zqg) = (€1, C'—D>) - (e},ﬁ)

= (AB,é) + (&1,CD) = (AB,CD).

Exemple 5.1. Deux vecteurs sont orthogonaux entre eux si et seulement si le
rapport de 'affixe du premier sur ’affixe du second est imaginaire pur :

NN z z 2l z

(AB,CD) = +T @arg(c—?>: +7 o “ep :reizg,r >0« “eB eixR™.
2 1B 2 v

5.2. Transformations du plan complexe.

On étudie trois type de transformations du plan : tranlations, homothétie et
rotations et on donne la fonction complexe de C dans C associée.

On considere le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct (O, €y, €s).
Dans ce paragraphe M désigne un point du plan d’affixe z et M’ un point du plan
d’affixe 2’.
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

5.2.1. Translations du plan.

Soit # un vecteur d’affixe a. On appelle translation de vecteur u, 'application qui
au point M associe le point M’ tel que

R
MM = 1.

On a donc
—
OM =OM + i 2 =2 +a.

On dit que la fonction complexe f de C dans C définie par
f(z) = z+a

est associée a la translation de vecteur « d’affixe a. Une représentation de f est
donnée a la Figure 5.1.

Figure 5.1. Translation T de vecteur 4. Le point M’ est I'image par T du point
M.Ona M =T(M) et 2/ = f(z), avec z affixe de M, 2’ affixe de M’ et f la

Ty —
fonction associée a T. On a donc OM’ = OM\ + i MM =1

5.2.1.1. Quelques propriétés des translations.

On considere la translation 7" de vecteur @ d’affixe a représentée par f(z) = z + a.
Soient A, B deux points du plan et A’ = T(A), B’ = T(B) leur image respective
par 1. On a donc
A'=T(A), B =T(B) & zar =24 +a, zp =z +a
< ZB! —ZA' = ZB — RA, RA' —ZA = Q
= 2yE T Fap Faa T @
— —
o AB =48, AA = a. (5.1)
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

5.2.1.1a. Image d’une droite par une translation.

Soit (D) une droite du plan, donnons I'image de (D) par la translation 7" de vecteur
@ d’affixe a. Soient A et B deux points de D et (D’) la droite passant A" = T'(A),
B' =T(B) (cf. Figure 5.2). La droite (D) a pour équation :

OM = OA +t4AB,t € R,

ce qui donne avec (5.1) :

MeD<delR telqueO—M:(ﬁ—Ftﬁ
<:>z:z,4+tzﬁ
& f(2) = fza+tegp) = 24 +tzgqp +a
@z’:f(zA)—l—tzm—%
& 2 = f(2a) +tzgg (avec (5.1))
= OM = 0A +{AB
s MeD'.

Donc I'image par une translation 7" d’une droite (D) passant par les point A et B
est la droite parallele (D) passant par A’ = T(A) et B’ = T(B).

On remarque qu’en prenant ¢ € [0, 1], les relations ci-dessus montrent que I'image
du segment [A, B] est le segment [T'(A), T(B)| = [A’, B'] de longueur AB.

Une représentation de I'image d’une droite par une translation de vecteur u est
donnée a la Figure 5.2.

Figure 5.2. L’image de la droite (D) passant par A et B par la translation 7" de
vecteur @ est la droite (D) passant par les points A’ = T'(A) et B’ = T(B).
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

5.2.1.1b. Conservation des distances.
Soient A, B deux points du plan et A’ = T(A), B’ = T(B) leur image respective
par T. On a donc avec (5.1) :
——
A =T(A), B =T(B)= AB = AB = AB=A'B.

On a donc conservation des distances. Cette relation montre en particulier que
I'image du cercle de centre A de rayon AB est le cercle de centre A" = T'(A) de
rayon A'B" = AB (cf. Figure 5.4).

5.2.1.1c. Conservation des angles orientés.

Soit A, B, C trois points du plan et A’ =T'(A), B’ =T(B), C' = T(C) leur image
respective par T (cf. Figure 5.3). On a donc avec (5.1) :

A'=T(A), B'=T(B), C"=T(C) = 255 = 233 ¢ 255 = 271¢-

On a donc

(AB, AC) = arg g)_arg(zﬁ) (A'B,C'D),

la translation T' conserve donc les angles orientés (cf. Figure 5.3).

Figure 5.3. Conservatlon des angles orientés par la translation 7" de vecteur 4, on

a (AB, AC) = (T(AT (B, T(A)T(C)) = (A'B', A",

Des propriétés ci-dessus, on en déduit que la translation T' conserve 'alignement,
les aires, le parallélisme et 'orthogonalité. On représente ci-dessous, a la Figure
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

5.4, un cercle et son image par une translation, I'image est aussi un cercle.

o

N

7

o
o)

Figure 5.4. L’image du cercle de centre A passant par B et de rayon AB par la
translation T de vecteur @ est le cercle de centre A’ = T'(A) et de rayon AB.

On représente ci-dessus, a la Figure 5.4, un cercle et son image par une translation,
I'image est aussi un cercle.

5.2.2. Homothéties du plan.

Soit k£ un réel et 2 un point d’affixe w. On appelle homothétie de centre €2 et de
rapport k, 'application qui au point M associe le point M’ tel que

ey

QM = KQM.

On a donc

@+0M'=k@+kmﬁ)z’:w+k(z—w).

On dit que la fonction complexe f de C dans C définie par
f(z2) =w+k(z —w)

est associée a I’homothétie de centre (2 et de rapport k.

Une représentation de f est donnée a la Figure 5.5, avec la valeur de k = 2.5. A titre
d’exemple, nous avons aussi reporté le point M"”, image de M par ’homothétie de
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

centre () et de rapport —k = —2.5.

B

D

Figure 5.5. Homothétie H de centre € et de rapport k. Le point M’ est I'image
par H du point M. On a M’ = H(M) et 2’ = f(z), avec z affixe de M, 2’ affixe
de M’ et f la fonction associée a H. La graduation de la droite (M) vaut QM.

e
On a donc QM = kQM noté aussi @ sur la figure. Sur cet exemple k£ = 2.5. Le
point M" est I'image de M par I’homothétie de centre 2 et de rapport —k.

5.2.2.1. Quelques propriétés des homothéties.

On considere ’homothétie H de centre ) d’affixe w et de rapport k représentée
par f(z) =w+ k(z —w).

Soient A, B deux points du plan et A’ = H(A), B’ = H(B) leur image respective
par H. On a donc

A'=H(A), B=H(B) & 24 =w+ k(24 —w), 2 =w+ k(zp —w)
Sz —za =k(zp — z4), zar —w =k(z4 —w)
S 2oy = kz@ et 25 = kzsﬁ
<2y = %rap ' Zaa = Ziad
— —
o A'B = kAB, QA = kQA. (5.2)

5.2.2.1a. Image d’une droite par une homothétie.

Soit (D) une droite du plan, donnons l'image de (D) par ’homothétie H de centre
) d’affixe w et de rapport k. Soient A et B deux points de D et (D’) la droite
passant A’ = H(A), B’ = H(B) (cf. Figure 5.6). La droite (D) a pour équation :

OM = OA +tAB,t € R,
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

ce qui donne avec (5.2) :

MED(:)EItGIRtelqueO—]\i:m—}—t@
®Z=ZA+752K§
& f(2) = flea +togp) =w + k(za +togpy —w)
&2 =wtk(za —w) + thegp
@z':zAthzm
& 2 =z + tzgg (avee (5.2))
& OM = OA' +{A'B
s MeD'

Donc I'image par une homothétie H d’une droite (D) passant par les point A et B
est la droite parallele (D') passant par A’ = H(A) et B’ = H(B) (cf. Figure 5.6).

On remarque qu’en prenant ¢ € [0, 1], les relations ci-dessus montrent que 'image
du segment [A, B] est le segment [H(A), H(B)] = [A’, B’] de longueur |k|AB.

Une représentation de I'image d’une droite par une homothétie est donnée a la
Figure 5.6.

o

-
of 7 \

Figure 5.6. L’image de la droite (D) passant par A et B par ’homothétie H de
centre ) et rapport k est la droite (D’) passant par les points A" = H(A) et

B'=H(B).Ona A'B' = kAB. Sur cet exemple k = 2.5.

5.2.2.1b. Multiplication des distances par |k|.

Soient A, B deux points du plan et A’ = H(A), B’ = H(B) leur image respective
par H. On a donc avec (5.2) :

A' = H(A), B' = H(B) = AB = kA'B' = AB = |k|A'B/.
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

On a donc multiplication des distances par |k|. Cette relation montre en particulier
que I'image du cercle de centre A de rayon AB est le cercle de centre A’ = H(A)
de rayon |k|AB = A’B’ (cf. Figure 5.8).

5.2.2.1c. Conservation des angles orientés.

Soient A, B, C trois points du plan et A’ = H(A), B’ = H(B), C' = H(C) leur
image respective par H (c¢f. Figure 5.7). On a donc avec (5.2) :

A'=H(A), B'=H(B), C' = H(C) = 25 = k233 et 257 = k23

A'B*

On a donc

I’homothétie H conserve donc les angles orientés (cf. Figure 5.7).

c' B
C B
I |
Q
A
<> A
92 .
9
K

Figure 5.7. Conservation des angles orientés par I'homothétie H de centre () et
de rapport k, on a (AB, AC) = (H(AVH(B), HA)H(C)) = (AB', A/C"). Sur cet
exemple k = 2.5.

Des propriétés ci-dessus, on en déduit que 'homothétie H conserve ’alignement, le
parallélisme et ’orthogonalité et que les aires son multipliées par k2. On représente
ci-dessous, a la Figure 5.8, un cercle et son image par une homothétie, 'image est
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

aussi un cercle.

%

€5

0 —>
€

Figure 5.8. L’image du cercle de centre A passant par B et de rayon AB par
I’homothétie H de centre €2 et de rapport k est le cercle de centre A’ = H(A)
passant par B’ = H(B) et de rayon A’B’ = kAB. Sur cet exemple k = 1.5.

5.2.3. Rotations du plan.

Soit € un réel et  un point d’affixe w. On appelle rotation de centre 2 et d’angle
6, application qui au point M associe le point M’ tel que

—
QM' = QM et (OM, QM) = 0,
ce qui est équivalent a
/

2 —w
=0
—w

|2/ —w| =]z —w]| et arg

/ /
7z —w i0 2 —w

=me avec m =

-

Zz— W Z— W

&2 —w=(z—-w)e?

s =w+(z-w)e?.

On dit que la fonction complexe f de C dans C définie par

est associée a la rotation de centre () et d’angle 6. Une représentation de f est
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

donnée a la Figure 5.9.

Figure 5.9. Rotation R de centre Q et d’angle 6. Le point M’ est I'image par R du
point M. On a M’ = R(M) et 2’ = f(z), avec z affixe de M, 2’ affixe de M’ et f

—
la fonction associée a R. On a donc QM’ = QM et (W, QM') =6.

5.2.3.1. Quelques propriétés des rotations.

On considere la rotation R de centre () d’affixe w et d’angle 6 représentée par
f(z)=w+ (z —w)e®,
Soient A, B deux points du plan et A’ = R(A), B’ = R(B) leur image respective
par R. On a donc
A'=R(A), B =R(B) 24 =w+ (24 —w)e, z2p =w+ (25 —w)e?
S zp —za = (2B — zA)eie et A" = R(A),
© 2o = 2 ¢’ et A= R(A),
o A'B'= AB et (AB,A'B) = § et A’ = R(A). (5.3)

5.2.3.1a. Image d’une droite par une rotation.
Soit (D) une droite du plan, donnons I'image de (D) par la rotation R de centre
Q) d’affixe w et d’angle 0. Soient A et B deux points de D et (D’) la droite passant
A" = R(A), B’ = R(B) (cf. Figure 5.10). La droite (D) a pour équation :

OM = OA +tAB,t € R,
ce qui donne avec (5.3) :

MeDoe3teR tel que OM = OA + tAB
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

S z2=2z4 +tzﬁ
& f(2) = fza +toggy) =w+ (24 + t2gp —w)e’
&2 =w+ (24 —w) e +tzz e

0

2 =wt (24 —w)e? +tzgg (avec (5.3) — ligne 3)

r_
&z —zA/+tzA,—B,>
s OM =04"+tAB', te R

s MeD.

Donc I'image par une rotation R d’une droite (D) passant par les point A et B
est la droite (D’) passant par A" = R(A) et B’ = R(B). Comme, avec (5.3), on a

—
(1@ ,A'B’") = 0, on en déduit que les droites font un angle 6 entre-elles (cf. Figure
5.10).

On remarque qu’en prenant ¢ € [0, 1], les relations ci-dessus montrent que I'image
du segment [A, B] est le segment [R(A), R(B)] = [A’, B’] de longueur AB.

Figure 5.10. L’image de la droite (D) passant par A et B par la rotation R de centre
2 et d’angle 6 est la droite (D’) passant par les points A’ = R(A) et B’ = R(B).
Ona A'B'=AB et (@,A’B’) =4.

5.2.3.1b. Conservation des distances.

Soit A, B deux points du plan et A’ = R(A), B = R(B) leur image respective par
R. On a donc avec (5.3) :

A =R(A), B=R(B)= A'B' = AB et (AB',AB) = 0.

On a donc conservation des distances. Cette relation montre en particulier que
Iimage du cercle de centre A de rayon AB est le cercle de centre A’ = R(A) de
rayon AB = A’B’ (c¢f. Figure 5.12).
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9. NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE

5.2.3.1b. Conservation des angles orientés.
Soit A, B, C trois points du plan et A’ = R(A), B = R(B), C' = R(C) leur image
respective par R (cf. Figure 5.11). On a donc avec (5.3) :
e’ 2 e — =
zﬁ @ —arg( ﬁ)—ag( 7 ﬁ)—arg( A'C ) (A'B",C'D").
*a3 e 2 cxm

On a donc conservation des angles orientés (cf. Figure 5.11).

Figure 5.11. Conservatlon des angles orientés la rotation R de centre (2 et d’angle
0, on a (AB, AC) = (R(A)R(B', RLAR(CY) = (B, ACh.
Des propriétés 01—dessus, on en déduit que la rotation R conserve les aires,

I’alignement, le parallélisme et l'orthogonalité. On représente ci-dessous, a la
Figure 5.12, un cercle et son image par une rotation, I'image est aussi un cercle.

Figure 5.12. I’image du cercle de centre A passant par B et de rayon AB par la
rotation R de centre €2 et d’angle 6 est le cercle de centre A’ = R(A) et de rayon
AB = R(A)R(B) = A'B’, avec B’ = R(B).
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6. Nombres complexes. Exercices.

1. Définition des nombres complexes, opérations.

Exercice 1.1. Donner la partie réelle et la partie imaginaire des nombres com-
plexes suivants :

a) 1+2i, b)1—2i, ¢) —14iV3, d)5i—1, €) 27, f) 3i, g) — 2m.

Exercice 1.2. Addition de nombres complexes.

a) Mettre sous forme algébrique les nombres suivants :

A=(3+i)—(5+2i)— (341i), B=—(2+1)+3+5i,
C = —(1045i) —i — (44 9i), D = 3+ 5i — (2 + i),
E=1+4i+B+i—B—9],F=(014i+5+i)—(3—1),
G=5-2—(3—i)—(4+2414) + (3 —4i) — (1 +20).

b) soit z =5 — 2i, calculer z 4 z et z — z. Que remarque-t-on.
Exercice 1.3. Produit de nombres complexes. Exemple :

(B3—i)(4+i)=12+3i —4i —i* =124+ 3i —4i + 1 = 13 — i.
Mettre sous forme algébrique les nombres suivants :

A=(14+2i)(3+4i), B=(—24+i)(1+1), C=(1+4)(1—1), D=3(2+1),
E=i2—-iV2),F=ix2i, G=(3-14)? H=(1+1)3 I=(a+bi)(a— bi),
J=(T—i)? K=(2-3i)(2+3i), L=(2-i

Exercice 1.4. Nombre conjugué.

a) Donner le conjugué de z = 3 + 2i.

1 3
b) Que peut-t-on dire des nombres complexes 5 + 27 et cos % + ¢ sin g

¢) Donner le conjugué des nombres complexes suivants
z1=1—1, zgz—i+\/§,z3:i, Z4 =3, 25 = —2—1, zg = —IiT.

d) Exprimer en fonction de z le conjugué de Zz.
e) Quels sont les nombres complexes égaux a leur conjugué.

f) Quel est le conjugué d’un imaginaire pur 7

33
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Exercice 1.5. Quotient de nombres complexes. Ecrire sous forme algébrique :

3—21 o+ 21 3 1
Z1 = Zo = Za = —., gy = ———
1 5_’_27 2 i y <3 7:7 4 1—|—3Z7
1+ (1+14)3 (1—4)*
5 = =y A6 — — A7 = No
%_,_\/752' 1—1 (14 1)2

Exercice 1.6. Résoudre les équations :
1

a) (441)z = 1414, b) (2—i)z = 3+, ¢) 32—5 = iz+3i, d) 2+2i+3iz+5 = —2z+1+3i.
i

Exercice 1.7. Résoudre les équations suivantes :

a) 2 4+3=0,0) 22 —5)*+4=0, ¢) 2> +22+2=0, d) 32> + 62 +2=0.

2. Représentation géométrique d’un nombre complexe.

Exercice 2.1. Placer sur le plan les points My, My, Mz, My, Ms, Mg d’affixes
respectives 21 =2+, 20 = =3+ 2, 23 = —1—21, 24 =34+ 44, z5 = 31, 26 = —4.

Exercice 2.2. Soient les points A, B et C' d’affixes z4 =3 —5i, zg = 1+ 1 et
zc = 2 — 2i. Montrer que C est le de milieu de [AB].

Exercice 2.3. 1) Placer les points My, My, Mz d’affixes respectifs z; = /3 — i,
V/3+i et z3 = 2i. Caleuler |21, |22], |23|. En déduire que My, Ms, Mz appartiennent
a un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

2) Montrer que le quadrilatere OM; My M3 est un losange.

Exercice 2.4. 1) Placer les points A, B et C' d’affixes respectives z4 = —% + 21,

zp=142iet zc = % + 24. Calculer Paffixe des vecteurs AB' et IW . Calculer leur
rapport. En déduire que A, B et C sont alignés.

2) Placer les points A, B, C' et D d’affixes respectives z4 = —2 — i, zg = 1 + 51,
Ze = —3 —Ti et zp = 2+ 3i. Calculer I'affixe des vecteurs /ﬁ) et CD'. En déduire
que les droites (AB) et (C'D) sont paralleles.

Exercice 2.5. 1) Placer les points A, B, C et D d’affixes respectives z4 = —2+1
zp = 1+4+4i, zc = —1+3i et zp = 1+ 4. Calculer 'affixe des vecteurs AB et C'D

puis leur quotient. En déduire que les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires.

2) Soient les points A, B, C' et D d’affixes respectives z4 = —1+1i, zp = —1 — 1,
zo = 21 et zp = 2 — 2i. Montrer que A, O et D sont alignés. Montrer que AC'D
est un triangle rectangle en A. Etudier la nature du triangle BC'D.
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3. Argument et forme trigonométrique d’un nombre complexe.

Exercice 3.1. 1) Calculer le module et l'argument des nombres complexes
sulvants :

21:1+i, z2:1—@'7 2;322', 24:—'i, ,2’5:3, 256:—8,
1 3
Z7:—§+Z\/7_, 28:\/§+Z\/§7 29:1_7’\/5

2) Exprimer en fonction de |z| et de arg z, le module et 'argument de —z et de Z.

)
3) Pourrait-on parler d’argument pour le nombre 0.
4) Soit z = r(cosf + isinf). Calculer z 4 Z et z — Z.
)

5) Ecrire sous forme cartésienne les nombres complexes suivants :

25 25
z1 = 2(cos% + isin %), 29 = 4(cos g + isin g), z3 = 12(cos Tﬂ + isin Tﬂ),
—157 . —15m

).

+ ¢sin

z4 = 15(cos (—g) + isin (—g)), z5 = 2(cos

Exercice 3.2. Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

z1 = (—% +Z§)(\/§+Z\/§), 2 = (1414)(1 —iV3), 23

1 1
=TT =y R4 = T,

1—iv3 ' 1+
1 -\/3

™ . T .
5 — 15" cos 7 +esin 1—2¢

Z5_ﬁ(l—i)7z6_2(cos%+isin%)727 1414

Exercice 3.3. 1) Montrer que I’équation du second degré 22 — 62 + 12 admet pour
solution z; = 3 —iv/3 et 2o = 3+1iv/3. Ecrire sous forme trigonométrique ces deux
solutions.

2) Calculer sous forme algébrique et sous forme trigonométrique le produit
(34 iV3)(cos T +isinZ).
51

3) Déduire de la question précédente les valeurs exactes de cos % et de sin 3.

4. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.

Exercice 4.1. a) Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :
21 =28, z9=—-3, 23=01, z4=—-31, 25 =24+ 21, zg = 1+i\/§, 27 = 1—i\/§.

b) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :

. .21
€2, 23 =13e7 "3,

vl

i
21:26 4, zZ9 =

DN o
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c¢) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :

i ) 2007

o= (=07 Z2:<1—|—z’

d) Ecrire sous forme exponentielle les nombres zi,---, 27 de 'Exercice 3.2 : on
refera les calculs en utilisant la forme exponentielle d’un nombre complexe.

Exercice 4.2. Exprimer cosnz et sinnx en fonction des puissances de cosx et de
sinx pour n =4 et n = 5.

Exercice 4.3. Linéariser cos™ x et sin” x pour n = 3,4, 5.

Exercice 4.4 a) Résoudre 2® = 1.

b) Résoudre
22=3, 23=8i, 2*=1+1.

¢) Résoudre 23 = —/2 + /2. Calculer cos % et sin %

d) Trouver z tel que z? = 5 — 12i.

5. Nombres complexes en géométrie.

Exercice 5.1. On considere les points A, B et C d’affixes respectives a = 1 + 31,
b—a

b=24+17et c=—1+2i. Calculer Z =

. En déduire que le triangle ABC est
c—a
rectangle isocele.

Exercice 5.2. A tout nombre complexe z, distinct de ¢, d'image M, on associe le
nombre complexe
z—2

z—1

7 —

a) Interpréter géométriquement |Z| et arg Z a l'aide des images A et B de 2 et de
1.

b) Déterminer ’ensemble F; des points M du plan, d’affixe Z, tels que |Z] = 1.
¢) Déterminer ’ensemble F5 des points M du plan tels que Z soit réel.

d) Déterminer I’ensemble F3 des points M du plan tels que Z soit imaginaire pur.
Exercice 5.3. Placer les points A(2,2), B(—1—v/3,—-1+v/3) et C(—=14++/3,-1—

\/§) Montrer, en utilisant le module et I'argument d’un nombre complexe bien
choisi, que le triangle ABC est équilatéral.

Exercice 5.4. On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a = —1+1,
b=—1—4i,c=2i d=2—2i.
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c—a
a) Calculer, sous forme algébrique, les nombres complexes et

c—b
d—a d—b

b) En déduire la nature des triangles ACD et BCD.

¢) Montrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon.

Exercice 5.5. Soit A le point d’affixe —2 4 3i et soit B le point d’affixe 1 — 3i. A

z on associe 2’ tel que
, 2—1+3

T +2-30
Déterminer et construire I’ensemble E des points M du plan tels que 2’ ait pour

s
argument .

Exercice 5.6. Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct
(O, €1, €). Soit L une transformation du plan et f la fonction complexe associée.
Soient A et B du point du plan d’affixes respectifs z4 et zp.

Calculer l'affixe z4r = f(za) et zpr = f(zp) des points A" et B’ et représenter
I'image (D') par L de la droite (D) passant par les points A et B pour les cas
suivants :

a) A(2,1), B(1,2), L =T translation de vecteur (2, 1).
b) A(2,3), B(3,1), L = H homothétie de rapport k = 3 et de centre Q(1, 2).
6

c) A(1+2cos 75,1+ 2sin{5), B(1 +4cos §,1 +4sin §), L = R rotation d’angle
7 et de centre Q(1,1).
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7. NOMBRES COMPLEXES. CORRECTION DES EXERCICES
7. Nombres complexes. Correction des exercices.

1. Définition des nombres complexes, opérations.

Exercice 1.1. Donner la partie réelle et la partie imaginaire des nombres com-
plexes suivants :

a) 142, b)1—2i, ¢) —1+iV3, d) 5i—1, e) 27, f) 3i, g) — 2.

Réponse. On a :

a) Re(1+2i) = 1, Tm(1 + 2i) = 2, b) Re(1 — 2i) = 1, Tm(1 — 2i) = —2,
¢) Re(—1+iV3) = —1, Im(—1+iv3) =3
d) Re(bi —1) = —1, Im(5i — 1) =5, e) Re(27) = 27, Zm(27) = 0,

)
f) Re(3i) =0, Im(3i) =3, g) Re(—2m) = —27, Zm(—2m) = 0.

Exercice 1.2. Addition de nombres complexes.

a) Mettre sous forme algébrique les nombres suivants :

A=B+1)—(5+2i)—(3+1), B=—(2+1)+ 3+ 5i,
C=—(10+5i)—i—(4+9i),D=3+5— (2+1),
E=1+4+i+[b+i—B—-9)],F=0+i+5+1)—(3—1),
G=5-2i—3—1)—(4+2+1i)+ (3 —4i) — (1 +29).

b) soit z =5 — 2i, calculer z 4 Z et z — Z. Que remarque-t-on.

Réponse. a) On a :

A=B+1i)—(5+2i)— B+i)=—(5+2i) = -5 — 24,
B=—(2+i)+3+5i=-2—i+3+5i =144,
C=—-(10+5i)—i—(44+9)=—-10—-5i —i —4 — 9i = —14 — 154,
D=3+5—2+1i)=3+5i—2—i=1+4 44,
E=1+i+pB+i—B—-9)]=14i+5+i—3+i=3+ 3i,
F=QQ4i+5+4)—(3-i)=6+2i—34+1i=3+3i,
G=5-2i—3—i)— (4+2+1i)+ (3 —4i) — (1 +24)
=5—-21—-34+1—-6—-1+3—-4—-1—-21=-2- 8.

b) On a :

2=5-2i z+2=5-2i+5+2 =10 = 2Re(z),
z—2=5-2—(5+2) = —4i = 2iTm(z),
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Les relations z + zZ = 2Re(z) et z — Z = 2iZm(z) sont vraies pour tout z € C.

Exercice 1.3. Produit de nombres complexes. Exemple :
(3—i)(4+i)=12+3i —4i —i* =124+ 3i —4i +1 = 13 — i.
Mettre sous forme algébrique les nombres suivants :

= (1+2i)(3+4i), B=(—2+14)(14+1), C=1+i)(1—14), D=23(2+1),
i(2—-iV2),F=ix2i, G=(3—-1)% H= (1413 I=(a+bi)(a—bi),
= (7—1i)? K=(2-3i)(24+3i), L=(2—1i)"

Réponse. Pour le calcul de J, K et de L ci-dessous, on a utilisé les identités
remarquables. On a alors :

A= (142i)(3+4i) =3+ 4i+6i+8>=3+10i — 8 = —5 + 104,
B=(-2+i)(1+i)=-2-2i+i+i*=-2—i—1=-3—14,
C=01+1-d)=1—i+i—*=14+1=2
ouC=(1+i)(1—4)=1%—i*=2,
D =3(2+1i) =6+ 3i,
E=i(2—iV2) =2 —i*>V/2 =2+ 2i,
F =ix2i=2i®=-2
G=0B-i)=0B-0)0B-i1)=9-3—3i+i*=9—-6i—1=8—6i
ouG=(3-19)?=3>-2x3i+i>=8—6i,
H=(1+i=0+)0+)1+)=0+i)(1+i+i+i?)

= (1+i)x(2%) =2 +2i*=-2+2
ou H=(1+14)=1+3i+3i*+4° = -2+ 2i,
I = (a+bi)(a—bi)=a®— abi + bai — b*i*> = a® + b?
ou I = (a+bi)(a—bi)=a®— (ib)? = a® + b,
J=(7T—i)*=7*— 14i +i* = 48 — 14i,
K=(2-3i)(2+3i) =22 - (3i)? =4+ 9 = 13,
L=2-i)"=(2-1)%)?%= (2% —4i+1%)? = (3 — 4i)*

=32 - 24i 4 (4i)*> =9 — 24i — 16 = —7 — 24i.

Exercice 1.4. Nombre conjugué.
a) Donner le conjugué de z = 3 + 2i.

1 3
b) Que peut-t-on dire des nombres complexes 3 + 27 et cos g + i sin g
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¢) Donner le conjugué des nombres complexes suivants
sr=1—i, zo=—i4+V3,23=14, 24 =3, 25 = -2 — i, 25 = —im.

d) Exprimer en fonction de z le conjugué de Z.
e) Quels sont les nombres complexes égaux a leur conjugué.
f) Quel est le conjugué d’un imaginaire pur ?
Réponse.
a)Onaz=3+2i, Z2=3—2i.
V3

b) Onazl:§+i7,22:cosg+ising:§+i7.

Donc z; = 2y, car z1 et zo on méme partie réelle et méme partie imaginaire (unicité
de la décomposition algébrique d’un nombre complexe).

¢) Donner le conjugué des nombres complexes suivants

nn=1—4,z1=1-+1,

2= —i+V3=V3—i, Z=V3+i,

Z3 =1, 23 = —1,

z4 =3, Z4 =3,

z5 = —2—1, Zs=—2+41,

Zg = —IT, Zg = iT.
d) Expression du conjugué de z en fonction de z. On a z = Re(z) + iZm(z),
zZ = Re(z) —iZm(z) et donc z = Re(z) +iZm(z) = z.
e) Nombre complexe égal a son conjugué. On a

z =2z Re(z)+iIm(z) = Re(z)—iIm(z) < iIm(z) =0 Im(z) =0 < z € R.

Donc
z—=z<zelR.

f) Nombre conjugué d’un nombre imaginaire pur. Si z est un nombre complexe
imaginaire pur alors z = ib avec b = Zm(z) € R et Z = —ib = —z. Donc z = —z.
Donc

z€i xR & 2=-2.

Exercice 1.5. Quotient de nombres complexes. Ecrire sous forme algébrique :

3—21 o5+ 21 3 1
zZ1 = Zo = Za = —. 24 =
1 5—|—Z’ 2 i )y <3 Z" 4 1_’_3@7
1+ 1+414)3 1—4)4
= +1 z:(+z),27:( i)

3 50 %6 — ——g
33 1—1 (1+4)
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Réponse. On a :

3—-2 (3-2)(5—i) 15—3i—10i+2% 13—13i 1 i
Z1 = = = fd = - — —
" h5+i 5+0)(B—1) 52 — 2 26 2 2
0; of) 5 (i
L bk N Ch kR ) N PSS
i i x (—1)
3 3x(—i) 1
Zs_g_ix(—z)_ 3, (=19,
1 1—3i 1-3i 1 3,
4 = - = : < = = — — 1,
1+3i (1+3)(1—-3i) 149 10 10
S CT (1+0)(3— %) 5t di— P
S+ (4L - ) (3)2+ ()7
3+V3+(B3—-v3)i 3+vV3+(B-2V3)i 3+vV3 3-V3
= 9 | 3 = - + b
(1+4)2 A+ +4i) (Q+9)*Q+49)2 (Q1+2i+0)2 (20)? 5
Za = = = = = = —
R (1—i)(1+1) 12 + 12 2 2 ’
(1—-9* (Q-*1-492 (-0  (1-2i+i?)>?

TE w41 —i2  ((+)a—a)?  (Zf12)p
_ (—2i)3 _ (—1)32343 _ o
22 22 '

On remarque que i~' = 1 = —j car i x (—i) = —i%2 = 1.
K3
Exercice 1.6. Résoudre les équations :

1
a) (4+i)z = 144, b) (2—i)z = 3+1, ¢) 32—5 = i2+3i, d) z+2i+3iz+5 = —z+1+3i.
i

Réponse. On résout les équations du premier degré suivantes.

(i ltio 1+i  (14+i)(4—4) 4—i+4i—i> 5+3,
a 1)Z2 = 7 z = = = —_ —1
441  (441)(4—19) 4241 17 177
: . 341 (344924149  (B+i)(2+19)
J@-iz=3+ier=0m =G5 er) 22 4 1
6 . . .2 .
_ + 31+ 21 +1 :5+5Z:1+i,
2241 4

- | - ' 5430 (543i)(3+4)
c)3z—5=iz+3ie23—-1)=5+3i 2= 4+i  (3—-i)(3+1)

15450+ 9i+3> 124140 6 T,

= — —7,7

32+ 1 10 55
1

d) 242 +3iz+5=-24+1+3i<2(1+3i)+5+2 =—iz+1+3i
1
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Sz(1+4i)=i—4
i—4i  (1—4)(1 - 4)
T+4i (14 44)(1 — 44)
i— 47 —4+16i 17,
B T R T A
Exercice 1.7. Résoudre les équations suivantes :

a) 2 4+3=0,0) 22 -5 +4=0, ¢c) 2> +22+2=0, d) 32> + 62 +2=0.

=z =

Réponse. On résout les équations du second degré suivantes.
a) 1 4+3=0s2>=-3 o x=—V3iouz =3,
b) (22 —-5)2+4=0< (22 -5 =422 -5=—2iou2r—5=2i

R4 = — —9 = — ]
T 5 10ux 2+z,

)’ +220+2=0& (z+1)2+1=0& (z+1)* =1,
—24£22 —4x2  -2xy—4 242
2 N 2 2

cbis) x> +2r +2=0x =

Sr=—-1—itouxr=—-1+41,
—6+V62—4x3x2 —6+12 1i\/§
2% 3 N 6 N 3

d)32° +6z+2=0&12=

2. Représentation géométrique d’un nombre complexe.

Exercice 2.1. Placer sur le plan les points My, My, Ms, My, Ms, Mg d’affixes
respectives 21 =2+, 20 = =3+ 2, 23 = —1—21, 24 =3+ 44, z5 = 31, 26 = —4.

Réponse. On place sur la Figure 2.1, les points My, Mo, Mg, My, M5, Mg d’affixes
respectives 21 =2+, 20 = =3+ 2, 23 = —1—21, 24 =34+ 44, z5 = 31, 26 = —4.

. .
™
4 +—-2
e Vs
M
2 2
N . L M
%
M €,
0 6
_)
0 e
-1 ;
M !
2 - e
: I

4 3 2 A1 0 1 2 3 4

Figure 2.1. Représentation géométrique des nombres complexes z1, 22, 23, 24, 25,
26
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Exercice 2.2. Soient les points A, B et C' d’affixes z4 = 3 —5¢, zg = 1+ 1 et
zc = 2 — 2i. Montrer que C est le de milieu de [AB].

Réponse. Soient A, B et C' les points d’affixes respectifs z4 =3 —5i, zg =1+1
et zc = 2 — 2i, alors

za+zp  3—bi+1l+i 4—4i
2 N 2 2

= ZC-

Donc, d’apres la Propriété 2.3 (affixe d’un barycentre) C est le milieu de [A, B].
On peut encore le vérifier directement en écrivant que :

zA—i—zB:2zc<:>z52+25§:2z58<:>z52+5322253<:>(ﬁ1+0?:208.

Exercice 2.3. 1) Placer les points M7, Ms, Ms d’affixes respectifs z; = V3 —1,
V/3+i et z3 = 2i. Caleuler | 21|, |22], |23|. En déduire que My, Ms, Ms appartiennent
a un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

2) Montrer que le quadrilatere OM; My M3 est un losange.

Réponse. 1) On place, a la Figure 2.2, les points My, Ms, M3 d’affixes respectifs
21 =3 —1, 290 =V3+iet z3 = 2i.

2 Y5
1 ) &
> I
0
O| N,
-1
M1
-1 0 1 2 3 4
Figure 2.2. Représentation géométrique des nombres complexes z; = /3 — i,
29 = V3 +i et zg5 = 2.
On a
21] = |22] =\ (V3)2 + 12 =2, |z3] = 2.

On a donc |z1| = |22] = |z3] = 2 < OM; = OMy = OMs3. On en déduit que My,
Ms, M3 sont sur le cercle de centre O et de rayon 2.
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2) Le quadrilatere O M; My M3 est un losange si O My My M3 est un parallélogramme
ayant deux cotés consécutifs de méme longueur. On a

zO—Ml>:zM1—zO:\/§—z, zm:zM2—2M3:\/§+z—2z:\/§—z.

Done 2550 = 2351 © OMi = M3M5 et OM;M,Ms3 est un parallélogramme.

Ensuite

OM1 = |ZO—I\41>| = |ZM1| = 2,
MM = |25z | = |2, — 200, | = [V3 41— (V3 =) = [2i] = 2.

Donc OM; = M;M,, le parallélogramme OM;MsMs a deux cotés consécutifs
égaux, c’est donc un losange.

Exercice 2.4. 1) Placer les points A, B et C' d’affixes respectives z4 = —% + 21,
zp=1+2iet zc = % + 2i. Calculer I’affixe des vecteurs AR et m . Calculer leur
rapport. En déduire que A, B et C' sont alignés.

2) Placer les points A, B, C' et D d’affixes respectives z4 = —2 — i, zg = 1 + 51,
ze = —3 —Ti et zp = 2+ 3i. Calculer I'affixe des vecteurs IB_> et C’—D) . En déduire
que les droites (AB) et (C'D) sont paralleles.

Réponse. 1) On place a la Figure 2.3a les points A, B et C' d’affixes respectives
zA:—%—i—%, zB:1+2ietzC:§—|—2i.

25 : :
A B C
2 . . .
1.5
1 s IS
-
05 e,
0 —
O
e1 :
i 1
0?1 13 0 1 2 713 3
Figure 2.3a. Représentation géométrique des nombre complexes z4 = —% + 21,

zp =142 et zo0 = % + 2i. On remarque que A, B et C' ont mémes ordonnées
y = 2 et sont donc alignés.

Les vecteurs AB et AC ont pour affixes respectifs :

1 4 1
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z 1
et le rapport ZAB =3 est un nombre réel. Les vecteurs AB et BC' sont donc
z

B
colinéaires, avec un point commun, donc A, B et C sont alignés.

2) On place a la Figure 2.3b les points A, B, C' et D d’affixes respectives z4 = —2—1,
zgp =1+ 51, zo=-3—"Tiet zp =2+ 3.

B
5
D
3
%
0 %
A/ oz
1 1
A o/ L
32 012
Figure 2.3b. Représentation géométrique des nombres complexes z4 = —2 — i,

zp=14+5i, zc =—-3—"Tiet zp =2+ 31.

Les vecteurs zﬁ et C'—D> ont pour affixes respectifs
Zap = 2B — 24 = 1+ 50 — (=2 — i) = 3 + 64,
Zep =2p — 20 =2+3i— (=3 -Ti) =5+ 10i

et le rapport
zxp  3+6i _3X1+2z'_3
zﬁ_5+10i_5 142 5

est un nombre réel. Les vecteurs AB et @ sont donc colinéaires et les droites
(AB) et (C'D) sont paralleles. On remarque que A, B et D ne sont pas alignés et
donc que les droites (AB) et (C'D) sont disjointes. En effet, avec 255 = 2p —2p =
2+ 3i— (14 5i) =1 — 2i, le rapport

zap 3461 (346i)(1+2) 3+6i+6i—12 —9+12
zﬁ_l—%_ 1+ 22 - 5 N 5

n’est pas un nombre réel pur. Les vecteurs AB et BD ne sont donc pas colinéaires,
et les points A, B et D ne sont pas alignés.

Exercice 2.5. 1) Placer les points A, B, C et D d’affixes respectives z4 = —2+1
zp = 1+4+4i, zc = —1+3i et zp = 1+ 4. Calculer 'affixe des vecteurs AB et C'D

puis leur quotient. En déduire que les droites (AB) et (C'D) sont perpendiculaires.
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2) Soient les points A, B, C' et D d’affixes respectives z4 = —1+14, z5 = —1 — i,
zo = 2i et zp = 2 — 2i. Montrer que A, O et D sont alignés. Montrer que AC'D
est un triangle rectangle en A. Etudier la nature du triangle BC'D.

Réponse. 1) On place les points A, B, C et D d’affixes respectives z4 = —2 + i,
zp=1+4i, 20 =—-1+3iet zp =1+1i (cf Figure 2.4a). Les vecteurs AB et
D ont pour affixes respectifs :

zﬁ:zB—zA=1+4i—(—2+i):3—}—3i,
Zep =2p —2c = 1+1i—(=1+3i) =2 - 2i,

le rapport

cap _ 3430 (34302+2)  60+0(+i) _30+2+P) 3,

z§3_2—2i_ 22 4 22 8 4 2

est un nombre imaginaire pur, les vecteurs AB et OD sont donc orthogonaux et
les droites (AB) et (C'D) perpendiculaires.

4
B
C
3
A D
1
_)
&,
0
%
O e,
-2 -1 0 1
Figure 2.4a. Représentation géométrique des nombres complexes z4 = —2 + 4,

ZB:1—|—4i,ZC:—1+3ietZD:1+i.

2) On place les points A, B, C et D d’affixes respectives z4 = —1+1i, zg = —1 —1,
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zo =2i et zp =2 —2i (cf. Figure 2.4b).

1 A\
_)
0 -
%
(0] g
-1
B
D
2 N
2 -1 0 2
Figure 2.4b. Représentation géométrique des nombres complexes z4 = —1 + i,
zp=—-1—1,2z0=21et zp =2 — 2i.

Les vecteurs (ﬁ et (ﬁ ont pour affixes respectifs
2z =24 — 20 = —1+1,
zO—D>:zD—zO:2—2i,

le rapport
“oa _ —l+i -1 11— 1

= = X
255 2—2 2 1—1 2

est un nombre réel pur, les vecteurs OA et OD sont donc colinéaires, avec un point
commun, donc O, A et D sont alignés.

Les vecteurs AC et AD ont pour affixes respectifs :

Zap =20 —2a=2i— (=1+1i) =141,

sxp = 2p —2a=2—2i—(~1+1i)=3-3i,
donc

e _ 1+ _(4+9B+3) o (1497

(124
ey 3-3i 32432 18 18 3

les vecteurs AC et AD sont donc orthogonaux et le triangle AC'D est rectangle en
A.

Nature du triangle BC'D. Les vecteurs BC et BD ont pour affixes respectifs :
zpe =20 — 2z =2i— (=1 —1i) =1+ 34,
zgp =#p —2p=2-2i—(=1-1i)=3—1,
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donc zgg = izgp, le rapport
“BC
*BD
est un nombre imaginaire pur, les vecteurs BC' et BD sont donc orthogonaux. On
a aussi

=1

BC:‘Z§8|:\/12—|—32:\/1073D:|zﬁ‘:1/32+12:\/E,

Donc BC = BD. Le triangle BCD est rectangle en B et isocele en B. On vérifie
que

CD? = |z33|*> = |2p — 2c|> = |2 — 2i — 2i|* = |2 — 4i|* = 20 = BC* + BD”.

3. Argument, forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul.

Exercice 3.1. 1) Calculer le module et I'argument des nombres complexes
suivants :

lel—l—’i, Zgzl—i, 23:z',z4:—z', 25:3, 26:_87
1 3
Z7=—§+z‘§, 28 = V2 4+iV2, 29 =1—iV3.

2) Exprimer en fonction de |z| et de arg z, le module et 'argument de —z et de Z.

)
3) Pourrait-on parler d’argument pour le nombre 0.
4) Soit z = r(cos @ + isinf). Calculer z 4 Z et z — Z.
)

5) Ecrire sous forme cartésienne les nombres complexes suivants :

25 25
21 = 2(COS% —H'sin%), 29 = 4(cos g + ising), z3 = 12(cos Tﬂ + isin Tﬁ),
—15 —15
24 = 15(C08(—%) + isin (—g)), 25 = 2(cos " 4 isin 7T).

Réponse. 1) On calcule le module et argument des nombres complexes suivants.

21:1_}_2" Z2:1—i, 2;3:7;, Z4:—i, 25:3, 2’6:—8,
1 3

Pour faire apparaitre la forme trigonométrique de z;, on met le module de z; en
facteur :

= \/§(COSE +z’sinf) = \/iei%,

21:1+i:\/§( 4 4

2+ﬁ)

Sl
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donc . . .
z1 = \/§(COSZ +z’sinZ) & |z = V2, argz = 1
Ensuite :
=1 —i = Va2 — i) = Va(cos(— T + isin(— 1)) = V3o,
V2 V2 4 4
donc . . .
29 = \/5(005(—1) —I—isin(—z)) & |2 = V2, argzy = -
Ona:
' cosw+'s'ﬂ<:>| |=1, a i
zZ3 =1 = — 7 S111 — Z3| = 0 20 — —
3 2 9 3 ’ gz3 9’
24 = —i = cos(—g) + isin(—g) S|z =1, argzy = —g,
z5 =3 =3(cos0+isin0) < |z5| =1, argzs =0,
26 = —8 =8(cosm +isinm) < |z6| = 1, argzg = T,
1 3 2 2 2
=3 —H\/T_ = cos% —|—z’sin?7T & |z7| =1, argzy = ?ﬂ,

75 =V24iV2 = 2(003% +isin%) & |z5| = 2, argzg = %
Exercice 3.1 (suite). 2) Expression de —z et de Z en fonction de |z| et de arg z
(cf. aussi la Propriété 3.2). Posons z = r(cosf + isin ) avec r = |z| et § = arg z.

On a
—z = —r(cosf + isinf) = r(cos(f + 7) + isin(m + 0)).

On a donc
| — z| = |z], arg(—2) = argz — 7 = argz + © mod 2.
En particulier si 'on choisit 'argument de z et de —z dans | — 7, 7| :
arg(—z) = argz + 7 si argz €| — m, 0], arg(—z) = argz — 7 si argz €]0, 7.
Ensuite
zZ =r(cosf —isinf) = r(cos(—0) +isin(f)) < |z| = |z|, argZ = —arg(z) mod 2.
En particulier si I'on choisit 'argument de z et de z dans | — 7, 7] :

arg(z) = —argz si argz €] — m,m|,

arg(z) =m = —argz + 2w si argz =7 (donc z € IR 7).
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Exercice 3.1 (suite). 3) Pourrait-on parler d’argument pour le nombre O.
L’argument de ce nombre n’a pas été défini. En particulier, on n’a pas défini
I’angle (Oﬁ,eﬁ).

Exercice 3.1 (suite). 4) Soit z = r(cosf +isinf). Calcul de z+Z et z— 2. On a
z+ZzZ=r(cosf +isinf) + r(cosf — isinf) = 2rcos @ = 2Re(z)

et
z—2z=r(cosf +isinf) — r(cosf — isinf) = 2risinf = 2iZm(z).

Exercice 3.1 (suite). 5) Mise sous forme cartésienne des nombres complexes
suivants :

25 25
z1 = 2(COS% + isin %), 29 = 4(cos % + isin g), z3 = 12(cos Tﬁ + ¢sin Tﬁ),
—-15 —-15
z4 = 15(cos (—g) + isin(—g)), z5 = 2(cos( 7T) + i sin( 7T))
Ona:
21:2(Cosz—i—isinz) (\/_ \/_) V2 +iV2,
4 4 2
1 3
29 = 4((:03% —|—ising) = 4(5 —1—2\/7_) =2+ 2iV/3,
25 25m 24+1 2441
23 = 12(cos—7r + zsin—) = 12(co u j sin u)
4 4 4
= 12(003% + isin Z) = 12(\/—_ +i £) = 6v2 + 6iV2,
2= 15(cos(—g) —I—isin(—g)) = —15i,
—15 —15 —-16+1 —-16+1
z5 = 2(cos( 7T) + i sin( 5 7T)) = (Cos# + isin #)
= 2(cosg + isin g) = 2i.

Exercice 3.2. Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

1 1
:—’ Z g Ty
ST i3 T 1+

z1 = (—% +Z§)(\/§+Z\/§), 2= (141)(1 —iV3), 2

1 _ V3 T i T :
5 — 1% B cos 7 +esin 7 _l—z

—“———=2 2= , 27 = -
V2(1 — i) 0 2(cos {5 +isin {5) [

25 =

Réponse. Pour mettre une des expressions ci-dessus sous forme trigonométrique,
on pourra, au préalable, la simplifier puis, pour chacun des termes du produit ou
du quotient définissant cette expression, mettre en facteur le module du terme
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afin de déterminer sa forme trigonométrique. Par exemple pour z;, on calcule les
modules suivants :

1 V3 1 3
— = ) —— | = — —_ = ) = 2 2:
=g+l =g =1 VB ivE = (VR + (VB =2,
Ensuite :
1 3
a=(—3 +i§)(\/§+ iv2)
1 V3 V2 V2
=g g i)
2 2
= 2((:05;?7r +isin§) X (cos% +isin%)
2 2
- 2(cos(?7T + g) + isin(?w + %»
1 11
:2(0081—27T+isin1—27r).
De méme :
2 = (1+1i)(1—iV3)
1 i 1 V3
=V2X(—4=+—F4=)X2X(z —t—
(\/5 \/5) (5—i%5)

T .. 0w T . T
= 2V/2 x (COSZ + i sin Z) X (cos(—g) +zsm(—§))

T T
= 2\/§(COS(—E) + ZS]H(_E))’
1 1 1 1 1( 7r+, . 7r)
Z3 = R = = — p — p = —(cos — 7sin —),
1—4V3 2(% — 273) 2 (cos(—%) +isin(—%) 2 3 3
1 1+iV3 1 1,1 V3
ou z3 = = = Z(14iV3) = = (= +i-=
T3 - i3+ iv3) 1 ) =3G+i5)
( 7T+. . 7T)
= —(cos = +isin —
2 3 37
1 1 L 1 L os(= ) 4 ssin(= )
R4 = - = P =S % — ——=(C0s(—— 1si(——)),
141 \/5(\%+—2) V2 cosi +ising (/2 4 4
1_ ;3
_ 2 2
5 =
2(1— i)
1 /3
_ 2" %3
1 i
2%~
1 cos(—%) +isin(—%)
B cos(—%) +isin(—7)
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1
= 5(005(—%) —I—isin(—g)) X (cos % +isin%)
1 T mw, .., T T
= 5(005(—5 + Z) + zsm(—§ + Z))
1 s us
—5(008( 13) Tisin(=2)),
CoSs 7 +zsm 1
zZ6 —
2(cos {5 +isin {5)
1
=5 x (c s%%—zsm 4) X (COS(—%) -|-Zsm(_17r_2))
T o . T
= COS(Z — E) + 111(1 — ﬁ)
1< 7 L 7r)
= —(cos — +isin —
2 6 67’
1—i  (1—i)(1—d) 12—2i+i*
=T (401 —1) 5 = —i=cos(—=) +isin(—=)
1—14 \/5(\% - \%) cos(— %) +isin(—7F)
ou z7 = - = - 2 = _
141 \/5(7§+7§> cos § +isin g
= (cos(—7) -l-isin(—%)) X (cos(——) -l-z'sm(—%))
= (COS(_Z - Z) —I—zsm(—% - %)) = COS(—%) —i—ism(—z) = —i

Exercice 3.3. 1) Montrer que I’équation du second degré 22 — 6z + 12 admet pour
solution z; = 3 —iv/3 et 25 = 3+ iv/3. Ecrire sous forme trigonométrique ces deux
solutions.

2) Calculer sous forme algébrique et sous forme trigonométrique le produit
(34 iV3)(cos T +isinT).

3) Déduire de la question précédente les valeurs exactes de COS 5 et de sin 35 s

12
Réponse. 1) On a A =62 —4 x 12 =36 — 48 = 12, on a donc deuX solutions

6 — iv/I12 6+ iv/12
21:+\/—:3—i 3etz2:+ZT\/_:3+i\/§.

On peut le vérifier directement

22— 62 +12=3%—6ivV3+ (1V3)2 —6(3—iV3)+12=9-3 - 18+ 12 =0,
22 — 620 +12=3246iV3+ (1V3)2 —6(3+iV3) +12=9-3 18+ 12 =0.

Forme trigonométrique de z; et de z3. On a avec |z1| = |2 = /324 (V3)2 =

V12 =23 :

21 =3—1iV3 = 2V3( —ﬁ) 2\/5(\?—

—\/_ W ) = 2\/§(COS<_E)+iSin(_E))'

N | .
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et

29 =3+iV3=7 :\/g(cos%—l—isin%).

2) On a, en utilisant la forme trigonométrique de 2z calculée au 1) :

(3 +iV/3)(cos % + isin %)

= 2\/§(COS% + isin %)(cos% +isin o

1)
= 2\/§COS( ) + zsm(7T + z))

4 6 4

57‘(’ om
= 2v/3(cos 15 + ¢sin E)

Ensuite

_ L V3
)= Y h

77

3
JR— + JR—
f \/' 2
— V3, 3+V3,
\/5 V2
3) En identifiant partie réelle et partie imaginaire de la forme algébrique et
trigonométrique du produit effectué, on obtient :

57r> 3—v3 3+V3,
NN
50 3—+/3 5% 3+\/_
<:>2\/§cosﬁ \/_ 2\/§ n \/5

57 3—-v3 _ V3-1 .5_7r_3+\/§_\/§+1

2233 22 12 2a3 22

om
2\/§(COSE + i sin D

< COS

4. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.

Exercice 4.1. a) Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants :
21 =8, z9=—3, 23=05i, 24=—3i, 25 =2+42i, 26 =14+1iV3, 27 =1 —iV3.

b) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :

27

LT .
€2, 23 =+3e "3,

N Lo

i
1 =2e4, z9 =

¢) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :

i > 2007

=(1—94)8 :(
( 7’)722 1+Z

o4



7. NOMBRES COMPLEXES. CORRECTION DES EXERCICES

d) Ecrire sous forme exponentielle les nombres zi,---, 27 de 'Exercice 3.2 : on
refera les calculs en utilisant la forme exponentielle d’un nombre complexe.

Réponse. a) On a

z1 =8 = 8(cos0 +isin0) = 8e™,
29 =—3=3(cosm+isinm) = 3e'™,
z3 = bi = 5(cosg —I—ising) = 5eig,

24 =—3i = 3(COS(—%) -I-z'sin(—g)) —3c72

. 5 iz —z'E
ouz4:—32:3223e2:3e ,

2 s
25 =242 = \/22+22(7+ f i) —2\/_((:08;: —|—isin%):2\/§el4,

26 =1+ivV3=1/12+ (V3)2(= + L20) = 2(cos ~ +isin~) = 2¢'3

5

2 2 3 3
zr=1—iV/3=1/12 + (\/5)2(% — ?z‘) = 2(003(—%) + isin(_g)) e

ouzr=1—ivV3=14iV/3=2¢"3 =2¢7'3

Exercice 4.1 (suite). b) Mise sous forme algébrique de nombres complexes.

z1:2ei%:2(cosg+isin%): (\/7_4— £)—\/§+i\/§,
3 iz _ 3( T n 7r) 3.
= - — — in =
=g 5(cos 5 is 5 5
21 2 2 1 3 3 3
z3=V3e '3 = \/g(cos(——;) +isin(——37r)) = \/5(—5 — z—\é_) = ——\é_ — 5@'

Exercice 4.1 (suite). ¢) Mise sous forme algébrique de nombres complexes. On
utilise la formule de Moivre ou on développe.

Calcul de z; = (1 —4)%. On a :

1—i= \/m(% —z’%) = V271,
donc
a= (1) = (V2e 1) = (VDR = (VR e 2T = 16,
On a aussi

z1=(1-9)®=[1-49)?**=(1-2i+i*)*=(-2i)* = 16.
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i\ 2007
Calcul de 2 = <1+'> . Ona
1

\)

i dl-d) 14d V201 1 V2 r 1
14+4i  (Q+9)(1—4) 2 =5

Donc, avec 2007 = 2000 +7 =8 x 2504+ 7 :

1 .m 2007 1 2007 2007w 1\ 2006 1 .8x250+7x
2:2 = <— e’L4 > = <—> t 4 = (—) X —e,L 4
V2 V2 2 V2
1 1 w1 11 1 1 ,
= g100s X 5¢ :WXE(_Q_Z_Q):W“_Z)-

On a aussi

(1 + Z-)QOO? — (1 + Z)[(l +Z~)2]1003 — (1 —I—i)(l + 92 +i2)1003 — (1 +i)(2i)1003,

d’ou
- Z’2007 _ 2'2007(1 o ’L) _ 2'1004(1 o l)
(1 + i)2007 (1 + ’I,)(2Z)1003(1 _ Z) 92 % 21003

(7:4)251(1 _ Z) 1 .
= Sos = gioes (L~ )

Exercice 4.1 (suite). d) Ecriture sous forme exponentielle des nombres zq, - - -

de I'’Exercice 3.2.

2 = (—l +z’£)(¢§+z‘\/§)

1 3 2 2
21 T (2T T 117w
RS L I o DS
2 2 2
2= (1+19)(1—1iV3)
1 i 1 V3
=V2X (—=+ —=) X 2X (= —i—
= 2\/561% ¢T3 — Qﬂei(% —35) = 2\/§e_117r_2,
1 1 1 1 2%
23: - = = T = — e N
1—iv3 (L -y 2e7in 2
1 1 1 1 ;=
24: 1 e 1 ; = T = — e 47
ti V25t 5) VRl V2
1 V3 1 /3 —iZ
5 — 1% 5 — 1% 1 e '3 1 = ;=
25: — = 7 = — X o = — e 3 e 4
V2(1-i) 20z-7) 2 i1 2

) 27
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= lei(_g—i_%) :1 _i%

cos 7 +usin 1 TS S R TE e S s
z6 = - ————~ = - XedXxe 12=-e'4 12/ =—-¢6,
2(cos {5 +isin{s) 2 2 2
. 1 i i

1—2_\/5(\/—5—75)_(3 ‘4 m
z7 = =e "2,

- P 1 ‘ %

L+ \/5(75 + \/L§> e
Exercice 4.2. Exprimer cosnx et sin nx en fonction des puissances de cos x et de
sinx pour n =4 et n = 5.

Réponse. On a (e?)* = ¢*? donc en développant (e?)* = (cosf + sinf)*, on
obtient :

cos* 04 4i cos® 0 sin 0+ 62 cos? 6 sin? 0+ 44> cos 0 sin® 0+ i sin § = cos 40+ sin 46,

donc, en identifiant partie réelle et partie imaginaire :

cos 40 = cos* 0 — 6 cos? Osin? 0 + sin* 0, sin = 4 cos® Hsin @ — 4 cos @ sin® 6.

On a (e?)> = e donc en développant (e?)? :
cos® 0 + 5i cos? 0sin 0 + 10i? cos® O sin® 0 + 1073 cos? O sin® 0
+5i* cos @ sin? 6 + 3% sin® @ = cos 56 + i sin 50,

donc :

cos 50 = cos® 0 — 10 cos® 0 sin? 0 + 5 cos @ sin 0,

sin 50 = sin® @ — 10 cos® @ sin® 6 + 5 cos* Hsin 6.

On peut exprimer cos 56 en fonction de cos @, en utilisant la relation cos? +sin® § =
1 dans la premiere des 2 relations ci-dessus :

cos 50 = cos® 0 — 10 cos® 0 sin? 0 + 5 cos @ sin* 0
& cos 50 = cos® § — 10 cos® (1 — cos® §) + 5cos (1 — cos? 0)?
& cos 50 = cos® § — 10 cos® @ 4+ 10 cos®  + 5cos§ — 10 cos®  + 5 cos® §
& cos 58 = 16 cos® 6 — 20 cos® § + 5 cos 6.

Exercice 4.3. Linéariser cos™ x et sin” x pour n = 3,4, 5.

Réponse. Avec la formule d’Euler et la formule de Moivre on a :

cos’ z _(Mf
B 2
:l(e?n'm +3 eQia: efi;r +3 eia: efQi:c + ef?n'm)
8
:g(e&x +3em +3 e @ _{_ef&x)
:g(e&m +e—31a¢ +3(ezm + e—zz))

1
—=—(2cos3xz +6cosx
8

o7
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don 3z +3
cos®x = cos T 1 cos T et cos3x = 4cos®x — 3cosx.
Ensuite :
sin®z = (eiw _ e—iw>3
N 2i
:$(63iw _3eZim e—iw +3 eim e—Qim o e—3iw)
7
— %(eSim -3 eiac +3 e—im o e—Siaz)
7
— _ é(eiﬁim o efSi:c _3(eim . efia:))
7
1 (2isin3 6i sin )
=— —(27sin3x — 6isinx
81
1 . .
:Z(_ sin 3x + 3sinx),
don in3z + 3
sin® ¢ = St x4 S et sin3z = —4sin® x + 3sinz.

Avec la formule d’Euler et la formule de Moivre on a :

A eim+e—im 4
COS " &r =\ ———
2

:2%(641‘.@ 146317 oTIT |G o2T ¢~ 2T 4 gim g=3iz | o —div)
:%6(641'3: 1402 46 4 4o 2T 4 omdiT)
:%6(64190 e g (e2iT 4 om2T) 4 6)
:%(2 cos 4z + 8 cos 2z + 6),
d’ou
cost x = cosdr + 48COS 2+ 3 et cosdx = 8cos* x — 4cos2x — 3.
Ensuite :

4 eix _ efix 4
anta=(5)
:24i4 (e4uL‘ —4 e3zm e 46 e2zm 6721:5 —4 e eszm + 67411‘)
:%(641'1: _'_ef4ix 16— 4(62im +ef2ix)

1
:E(Q cos4x — 8cos 2z + 6),

1
=—(cosdx — 4 cos2x + 3),
8

o8
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d’ou
.4 cosdxr —4cos2x + 3
sin® x = S .

Avec la formule d’Euler et la formule de Moivre on a :

5 eim+e—ix 5
CoOs" r =\——""——""
2

:%(emx 54T omiT 11 3T o2 4 1() o2 o= 3iT | 5 6iT g—diz | o=bin)
:3—12(e5m +5e¥ 110e™ +10e™ 4573 4 o 70)
:3%(652'30 o5 (31T | o=3i) 4 1((e® 4 o))
:3%(2 cos bx + 10 cos 3x + 20 cos ),
d’ou
cos’ x = CoSSL + 5 cols63x - 10cos et cosbr = 16cos’ 2 — 5cos 3z — 10 cos .
Ensuite :
sin® x = (M> ’
2
:#(em’x _petiz gmiz 4 1()e3im o= () o2iT =T 4 5 giz g—div _ o—biz)
:ﬁ(em‘x _5e31% 1106 —10 ™% 45e 3T _ o)
:é(efm —e7BiT _5(e3iT _ o=} | 1((eiT — 7))
25 (2i sin bz — 10i sin 3z + 20i sin x)
:%(sin 5z — 5sin3z + 10sinz),
d’ou
sin® x = sinde = Ssindx + 10sinz et sin5x = 16sin® z + 5sin 3z — 10sin .

16

Exercice 4.4. a) Résoudre 26 = 1.
b) Résoudre

23 =3, 23 =8, 2 =141
T

¢) Résoudre 2% = —v/2 4 /2. Calculer cos % et sin o

29
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d) Trouver z tel que 22 = 5 — 12i.

Réponse. a) D’aprés la Proposition 4.1, les solution de ’équation z® = 1 sont
données par :

ce qui nous donne :

21—1,
1 /3
—e'3 = 2 -7
29 =€ 2+2z,
21 1 V3
—e''3 = = -7
23 e 2—1—2@,
3T
242613 :—1,
i 1 V3,
25 = € = —— — —
5 2 27
iz 1 V3.
26 = € = — — —1.
6 2 2

Exercice 4.4 (suite). b) Résolution de z? = 8. On peut chercher une solution z
de la forme z = re'?, ou appliquer la Proposition 4.1, ce qui consiste & multiplier
par les racines de 'unité une solution particuliere z.

Une solution est donnée par zy = 2 alors, avec la Proposition 4.1, les solutions
sont obtenues en multipliant zy par les racines troisiemes de I'unité :

21 = 2,
2T 1 3

79 =26'3 :2><(—§+\/7_)i:—1+\/§i,
4m 1 3

73 = 26" 3 :2><(—§—\/7_i):—1—\/§i.

Exercice 4.4 (suite). b) Résolution de 23 = 8. On cherche z de la forme z = r e®.
On a donc

3

7‘3 6310 — 8615,
ce qui donne

2k
7’:2et39:g+2k77, avec k =€ 74 & r =2, 9:%—#% avec k =€ 77,

Y

On obtient alors toutes les solutions avec k = 0,1,2 (on peut aussi prendre
k= —1,0,1, ete.), ce qui donne :

, 2k
z=re? avecr =2, 92%—1—%, k=0,1,2 mod 2.
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On obtient :

5 1

22—2616 :2(—7+51):—\/§+Z,
91 31

23 =2e"6 =2e'"2 = —2i.

LT
On peut aussi poser zg = 2¢e'6, une solution. Les solutions s’obtiennent alors en
.21 4T .21
multipliant zo par les racines troisiemes de I'unité 1, e 3 ,e'3 =¢ '3 :

21 =2e'6 =3 +1,
LT 2T 5T

2 =26e6e3 =26 = —1+ /3,
T .21 T

z3=2e'6e "8 =22 = —1 —/3i.

Exercice 4.4 (suite). b). Résolution de 2z* = 1 +i. On met 1 + 4 sous forme
exponentielle. On a

1 1 T
14+i=V2(—+-)=+2¢'% .
On cherche une solution zy de la forme zy = €. On a donc r = 2% et etif — eiz,

. . . 1o
dont une solution est donnée par 6 = {5. On donc la solution zyp = 25 €"16 .

Les solutions s’obtiennent alors en multipliant zy par les racines quatriemes de
I'unité :

s T PELs s )
1,e'2 =4 ¢e" =-1,¢e"2 =e "2 = —1,
ce qui donne
1 ;T
Zl — 28 e 167
s s .91 s
L i iy 1 == 1 s
Z9g =28el6e2 =28¢ 16 =28j¢ 16,
1o, 1 17w 1 ;T
Z3:28 ezl6 e?'ﬂ-:28 ell :—28 62167
1 il _iE 1 _27_71' L1 il
Zzg =28e16e 2 =28¢ 16 = —2¢8 ¢ 16,
et, en choissant ’argument de la solution dans | — m, 7] :
.91 .15 T

1 1 Im
, 23 =28¢ '16 | 24 =285¢ '16 .

Exercice 4.4 (suite). c) Résolution de 23 = —/2 +iy/2. On peut utiliser une
racine zg ou résoudre directement. On a

V242 = (\ (V22 + (V2)2) x (—g + %) —2e'7
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On cherche z de la forme z = re*?. On a donc

. .37
7”36310:2€Z4,

ce qui donne :

3 2k
r=2% et 39:Z7T+2lm aveckz—l,O,l@Qz%—}—Tﬁ, k=-1,0,1
On obtient alors :
1 T 1 1 1 1
21 =23¢"4 =23 (—=+ —=1) =275(1 +1),
T 2_7f) 1 _;om
29 =23 e''4 3/ =923 ¢ "12
(T 2 117w
2= 25T T ) — 03 i in
Valeurs de cos — et sin —. On a d’ ¢
aleurs de cos — et sin —. On a d’une part :
12 12 P
efb’111_27T oS Hm + isin Lm cos( " ) + i sin( " ) COS - + i sin —
= _ _ = m— — m——) = — —_— —_—
12 12 12 12 12 12
et d’autre part
eilll_; = ez(% + 2?71.) = ei% eiQ?ﬂ-
1 V3

1 , .
= 2(1+z)(—1+2\/§)

1 .
= ﬁ(—1—\/§+z(\/§—1))

= i(—f— V6 +i(V6 — V2)).
On en déduit que

T V6+V2 | W:\/_—\/?

cos — = sin —
12 4 ’ 12 4
Exercice 4.4 (suite). d) On résout 22 = 5 — 12i en cherchant a de la forme
2z = a +ib. On a nécessairment a non nul, sinon 22 serait imaginaire pur ou nul et
z vérifie donc 22 = a? 4 2aib — b?, ce qui donne avec a # 0 :

2 36
_9b _ 5 4 _ap _r.2
a2 -2 =5 a2 _bh2 =5 a o2 a 36 = ba
= = = 6
2ab = —12 ab= —6 p— 6 b= —2.
a a
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On a alors

2 _ 5j:\/25—|—144: 513

5 5 = a?=94<a=4+3.

at*—5a2—-36=0<a

On obtient avec b = —% :

(a,b) = (3,—2) ou (a,b) = (—3,2)

On a donc deux solutions

21:3—2i 22:—3+2Z

5. Nombres complexes en géométrie.

Exercice 5.1. On considere les points A, B et C' d’affixes respectives a = 1 + 31,
b—a

c—a

b=2+17et c= -1+ 2i. Calculer Z =

. En déduire que le triangle ABC' est
rectangle isocele.

Réponse. On a

g bma_ 24i-1-3i 12 i(-i-2)
= = = = = 1.
c—a —14+21—-1-3 —-2-—1 —2—1

On en déduit que

FAB _ et (7] = 1.

“A
Donc AB et AC sont deux vecteurs orthogonaux et AB = AC. On en déduit que
ABC est un triangle rectangle en A, isocele en A.
Ci-dessus on a utilisé la Propriété 2.4 : deux vecteurs u et u' non nuls d’affixes
respectives z et z’ sont orthogonaux si et seulement si Z;l € i x IR*. On peut aussi
utiliser la Propriété 5.1 :

a8 :iéarg(@>: (ﬁ,ﬁ): g

2ac A
A

2 R 72
1 , R % B

[ f—

eZ
0 ——

o)

e1

2 1 0 1 2

Figure 5.1. Représentation du triangle ABC isocele et rectangle en A.
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Exercice 5.2. A tout nombre complexe z, distinct de ¢, d’'image M, on associe le
nombre complexe

z—2
z—1

7 =
a) Interpréter géométriquement |Z| et arg Z a l'aide des images A et B de 2 et de
1.
b) Déterminer I’ensemble F; des points M du plan, d’affixe Z, tels que |Z] = 1.
¢) Déterminer ’ensemble F5 des points M du plan tels que Z soit réel.

d) Déterminer I’ensemble F3 des points M du plan tels que Z soit imaginaire pur.

Réponse. a) On a

W AM Zm \ \
\Z!_| ]—| A | = , arg Z = arg = (BM,AM) = (MB,MA).
g BM Bt

b) |Z| = 1< AM = BM < E; médiatrice de [AB].

¢) On a
z
ZeR & Zant EIR@argﬂ:Oouﬂ mod 27
“BM “BM
@(m,m):()ouw mod 27 < Fy droite (AB) privée de B.
d) On a
z
ZeixR & A iy R
“BM
z
& arg ANt — 4+ mod 27
25 2

ﬁ ‘_Z i mod 27

& E5 cercle de dlametre [AB] privée de B.

Le cercle E3 a donc pour centre le point I d’affixe z; = % =1+ %, donc I a
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zapl _ 12— _ V5

pour coordonnées (1, %), et de rayon 5 5 5

/2

N

-1/2

0 2

Figure 5.2. Représentation de Fy, F5 et E3. On remarque que (M§,M2) = 3,

pour la partie supérieure du cercle et (M g, M Z) = —3 sinon. L’ensemble E; est

la médiatrice de [AB], Ey est la droite (AB) privée de B et E3 est le cercle de
diametre [AB] et de centre I = (1, 1), privé de B.

Exercice 5.3. Placer les points A(2,2), B(—1—+v/3,—-1+v/3) et C(-14++/3,-1—
\/5) Montrer, en utilisant le module et I'argument d’un nombre complexe bien
choisi, que le triangle ABC est équilatéral.

Réponse. On a

;B EA _ —1—-V3—i+iV/3-2—-2i
zc =24  —1+V3—i—iV3—-2-2i
_ 3-V3+i(V3-3)
3 4+VB—i(3+V3)
(=3 - V3 +i(v3-3))(=3+V3+i(3++3)))
(=3 4+ v/3)2 4 (3 +V/3)2
—B+V3)(-3+V3) —iB+V3)B+V3) +i(vV3—3)2+i%(vV/3—-3)(3+V3)
32 -6V3+3+32+6V3+3
—(3-9)—i(9+6V3+3)+i(3—-6V3+9)—(3-9)

24
121203
B 24
1 3 _im
=5 zg =e 3 = cos(—g) + isin(—g).
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On en déduit que

z T

“AB =e 3 et|Z|=1

ZAC
donc (@,@) =-3, (@,ﬁ) = %, AB = AC = 1. On en déduit que ABC est
un triangle équilatéral de cotés de longueur 1.

5 A
B / /3
| >
X é
\ 2
0 \ >
\\ %
\ ° ¢
| I g
-2 0 2

Figure 5.3. Représentation du triangle équalitéral ABC'

Exercice 5.4. On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a = —141,
b=—-1—1,¢c=2i,d=2—2i.

c—a
d—a ©

b
a) Calculer, sous forme algébrique, les nombres complexes t a

e
d—
b) En déduire la nature des triangles ACD et BC'D.

¢) Montrer que les points A, B, C' et D appartiennent a un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon.

Réponse. a) On a

c—a 2i+1—i 141 (14d)? 1424

Z: = — — — = —.
"“d—a 2-2i+1—-i 3-3i 3(1—i)(1+i) 3(12+12) 3

On en déduit que
z ; 1
FAC _ Y Z,] = -
Z? 3

A 3
donc AC et AD sont deux vecteurs orthogonaux et AC' = %AD. On en déduit que
ABD est un triangle rectangle en A (cf. Figure 5.4). Ensuite
c—b 2t +1+1 1+3¢  3—1
Zo = = . - = - =1 .
d—b 2—-2i+1+41 3—1 3—1
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On en déduit que
z
EBC _ et 7] = 1,
B
donc BC' et BD sont deux vecteurs orthogonaux et BC'= BD = 1. On en déduit
que CBD est un triangle rectangle en B, isocele en B.

¢) Comme AC et AD sont deux vecteurs orthogonaux A est sur le cercle de
diametre C'D.

De méme BC et BD sont deux vecteurs orthogonaux B est sur le cercle de diametre
CD.

Donc A, B, C et D appartiennent au méme cercle de centre I d’affixe

c+d  2i+2-2
2 2

Z] — =1

et de rayon

CD |d—c [|2-2i—2i] 22+42
2 2 2 T2 = V5.

Le point I a donc pour coordonnées (1,0).

L

o —
W TP
ol

-2 -1 0 1 2

Figure 5.4. Représentation des points A, B, C et D et du cercle contenant ces
points.

Exercice 5.5. Soit A le point d’affixe —2 + 3i et B le point d’affixe 1 — 3i. Au
nombre z on associe z’ tel que

. 2—1+3i

24+2—3i

Déterminer et construire I’ensemble E des points M du plan tels que 2’ ait pour
argument 3.
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Réponse. On a donc, avec z4 affixe de A et zp affixe de B :
,  z—(1-3i0) Z2—2B  *m
o = _ _

z—(=2+3i) z-za g

On a donc :
arg(z') = T & arg CBM _ T odon
& (AM,BM) = (MA,MB) = g mod 27

Donc E est le demi-cercle d’extrémités A, B, privé de B et tel que (m , BM ) >
0,VM € E.
L’ensemble E est donc inclus dans le cercle C (c¢f. Figure 5.5). de centre I d’affixe
ATt 2zZB 1
a=Ty =y
donc I a pour coordonnées (—%, 0), et de rayon

Zapl _ [1-3i42-3i _[3-6i _ V45 _3\5

2 2 2 2 2
Déteminons quel est le demi-cercle partagé par le diametre [AB], privé de B,
solution (cf. Figure 5.5).

Pour cela, soit K = (R —0.5,0) et K’ = (—R — 0.5,0), les deux points du cercle
qui intersectent I'axe des x (avec ce choix on a bien K et K’ sur 'axe des = et
IK = ’.’BK —iL‘[’ = R, IK' = |xK/ —.I'[| = R)

La Figure 5.5 montre que

(KA, KB) =2, (K'4, K'B)=-2

E est donc le demi-cercle d’extrémités A et B qui contient K et privé de B.

- o
/ N
A(.Di/

_2 N\

2 A1 0 1 2

Figure 5.5. Représentation du demi-cercle solution d’extrémités A et B passant
par K, auquel on enléve B. Le point K’ n’appartient pas a ce demi-cercle.
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On peut vérifier par le calcul que K € E, de la maniere suivante. On a

“Bal T Byt

arg —- = — mod 27 &

2ot 2 2ot

cixRT cargz e¢ixR™

Posons Zap = 2Re. On a

Zap=1-31+2-31=3— 6@—3\/_(7—7)“:)00&25:%, sinqﬁz—%.

On en déduit que —F < ¢ < 0 mod 27. Ensuite, les points de C sont de la forme
2=z + Re”, on a alors :

22—z 21+ Re? —zp —ZA;ZB + Re? —zp

Z—ZA 21 + Re —zy N —ZA;ZB + Ret? —ZA

#4222 + Re' 244+ 2Re" —zp

- 224 4 Reif T 2B +2Rei? —z,

_2Rei® 4R eif et _ gid

2Rei® +2Rei il 4 19

1—ei6=0) (1 —¢il6=0))(1 — e—i(¢—0))
14 e (1 +eile=0)(1 — e—i(é—0))

1 — e Ue=0) _ci0=0) 41 2 _2cos(¢p — 0)
1— o i(0—0) L oi(6—0) _1 2 sin(¢ — )
cos(¢p—0)—1 . 1—cos(f —9)

sin(¢ — 0) ! sin(f — ¢)

On a donc -
argz:5@3in(0—¢)>0@¢§9§¢+7ﬁ

Cette relation est vérifiée par K, car pour § = 0, sin(f — ¢) = sin(—¢) > —sin¢ >
0. On en déduit que E passe par K.

Exercice 5.6. Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct
(O, €1, €5). Soit L une transformation du plan et f la fonction complexe associée.
Soient A et B du point du plan d’affixes respectifs z4 et zp.

Calculer l'affixe z4» = f(za) et zp = f(zp) des points A’ et B’ et représenter
I'image (D') par L de la droite (D) passant par les points A et B pour les cas
suivants :

a) A(2,1), B(1,2), L =T translation de vecteur @(2,1).
b) A(2,3), B(3,1), L = H homothétie de rapport k = 3 et de centre (1, 2).
c) A(1+2cos 75,1+ 2sin{5), B(1 +4cos §,1 +4sin §), L = R rotation d’angle

Z et de centre Q(1,1).
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Réponse. a) On a, avec a =2+ 1, f(z) =z+a et :

ZA/Zf(ZA)ZZA+2+i=2+i+2+i:4+2i,
ZB,:f(zB):ZB+2+i:1+2i+2+i:3+3i.

La droite (D) et son image (D’) sont représentées a la Figure 5.6 ci-dessous.

5
(D)
9
4 E u
3 \B
(D)

2 B A
1 A

%

€5
0 -

ol 7

"1 0 1 2 3 4 5 6

Figure 5.6. L’image de la droite (D) passant par A et B par la translation T' de
vecteur 4 est la droite (D) passant par les points A" = T'(A) et B’ = T(B).

¢)Ona,avecw =1+ 3iet k=25, f(z) =w+k(z —w) et :

3.5 , 3. 7 21
3. 5 . 3. 1.
zB,:f(zB):w+k(z3—w):1+§z+§(3+z—1—5@):6+Zz.
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La droite (D) et son image sont représentées a la Figure 5.7 ci-dessous.

L

(D) (D)

(I SN
Y

-1 0 1 2 3 4 5 6

Figure 5.7. L’image de la droite (D) passant par A et B par 'homothétie H de
centre et rapport k est la droite (D’) passant par les points A’ = H(A) et

B' = H(B). On a A'B' = kAB, avec k = 5.

¢) On a, avecwzl—H'etH:g, f(z):w%—eig(z—w) et :

T LT LT .57
za = f(za) =w+e'3(za —w) =w+2e'3e'12 =w+2e'12,
. TC
3

B’ :f(ZB):W‘Fei%(zB_W):W-I—Zlei%eZ :w+4ei%.

La droite (D) et son image sont représentées a la Figure 5.8 ci-dessous. Sur cette

figure, la graduation du cercle de rayon 5 et de centre ) est de {5.

Figure 5.8. L’image de la droite (D) passant par A et B par la rotation R de centre
) et d’angle 6 est la droite (D’) passant par les points A’ = R(A) et B’ = R(B).
Ona A'B' = AB et (AB,A'B') = Z.
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