Pascal Lainé

NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1 :
Effectuer les calculs suivants :
1. 3+2))(1—3i)
2. Produit du nombre complexe de module 2 et d’argument g par le nombre complexe de module 3 et
d’argument — 5?”.
3. Quotient du nombre complexe de modulo 2 et d’argumentg par le nombre complexe de module 3 et
d’argument — 5{.

Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
Soit
u=14+i et v=-1+iV3
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.
4. Déterminer le module et un argument de %
5. En déduire les valeurs de

( Sn) . . ( 571')
COS 12 e Sin 12

Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
Calculer le module et un argument de
V6 —iV2 ,
u= — et v=1-1
En déduire le module et un argument de %

Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Calculer les racines carrées des nombres suivants.
zZ1=—1z,=0;z3=1+4+10;z,=-1—1i;z5 =1+ iV3;
Ze =3+ 4i;z;, =7+ 24i;z4 =3 — 4i;z9g = 24 — 101
Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :

. , 1+i , . .
1. Calculer les racines carrées de ﬁl En déduire les valeurs de cos (g) et sin (g)

V3+i

2

2. Calculer les racines carrées de
Allez a : Correction exercice 5 :

. En déduire les valeurs de cos (%) et sin (1”—2)

Exercice 6 :

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. z2+z+1=0.
2. z2—(5i+14)z+2(5i+12) = 0.
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3. z2—-+3z—i=0.

4. 22— (1+2)z+i—1=0.

5. z2—(3+4+4iz—-1+5i=0.

6. 4z°—-2z+1=0.

7. z*+10z2+ 169 = 0.

8. z*+2z°+4=0.

9. x*—30x%2+289 =0.

10. x* + 4x3 + 6x?> + 4x — 15 = 0.

11.z23+3z-2i=0.

12.22-(1+a)(1+i)z+ (1 +a?®)i=0.

13.iz?+ (1 —-5i)z+6i—2 = 0.

14. 1+ i)z - B +i)z—6+4i = 0.

15. (1 4+ 2)z2 — (9 + 3i)z—5i + 10 = 0.

16. (1 + 3i)z%? — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0.
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
Résoudre 1’équation :
Z*+(3-6i)Z2-8-6i=0
Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
1-DX3-—G+DX*+(@+6)X—4i=0
1. Montrer que cette équation admet une racine réelle.
2. Résoudre cette équation.
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
1. Montrer que
X3+(1-20X?>-314+D)X-2+2i=0 (E)
Admet une ou plusieurs racines réelles.
2. Résoudre (E)
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Résoudre dans C 1’équation
726 —iz3—-1—-i=0
Indication : Poser Z = z3 et résoudre d’abord Z2 —iZ —1—i = 0.
Allez a : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :
Soit (E) I’équation
X*—3X34+Q2-DX?2+3X-3+i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
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1. Résoudre X3 = —2 + 2i
2. Résoudre Z3 = —8i
3. Résoudre

1
EZE’+(1+3i)Z3+8+8i=0

On rappelle que V676 = 26.
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13 :
Soit I’équation z3 —iz+1—i =0 (E)
1. Montrer que (E) admet une racine réelle.
2. Déterminer les solutions de (E).
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
Soit (E) I’équation
X*—(3+V3)X3+(2+3V3—i)X2+(-2vV3+3i)X—2i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).
Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
Soitz=v2+V3+iv2—+3
1. Calculer z2, puis déterminer le module et un argument de z2, puis écrire z? sous forme trigonométrique.
2. En déduire le module et un argument de z.

3. En déduire cos (f—z) et sin (l)

12

Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
1. Donner les solutions de :
ut=-4
Sous forme algébrique et trigonométrique.
2. Donner les solutions de :
z+D*+4(z-1D*=0
Sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
1. Résoudre

X3 =-2V2
On donnera les solutions sous forme algebrique.

Trouver les solutions de
(z+i)3+2V2(z-1)3=0
On donnera les solutions (et sous forme algébrique en bonus).
Allez a : Correction exercice 17 :



Exercice 18 :

1. Donner les solutions complexes de X* = 1.

2. Résoudre X* = —%— i‘/z—§

3. Résoudre X8 + (—1+ L‘E)X4 -1 iﬁ =0

2 2 2 2
Allez a : Correction exercice 18 :
Exercice 19 :
Résoudre dans C 1’équation
(Zz + 1)4 1
z—1 N

Allez a : Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
Résoudre dans C 1’équation

Allez a : Correction exercice 20 :

Exercice 21 :

1. Déterminer les deux solutions complexes de u? = —2 + 2i+/3.
2. Résoudre

Z 4 i\?
( ) =—2+2iV3

zZ—1
On explicitera les solutions sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 21 :

Exercice 22 :

Résoudre dans C
3

z—1
=) =
Z—1
On donnera les solutions sous forme algebrique.
Allez a : Correction exercice 22 :
Exercice 23 :
Résoudre dans C 1’équation
1
S=—(-1+i
z7 = ( i)

Et montrer qu’une seule de ces solutions a une puissance quatrieme réelle.
Allez a : Correction exercice 23 :

Exercice 24 :
1. Donner les solutions complexes de X* = 1.
2. Résoudre X* = —%— i‘/2—§
3. Résoudre X8 + (—1+ iﬁ)x4 _1_ iﬁ —0
2 2 2 2

Allez a : Correction exercice 24 :
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Exercice 25 :
Trouver les racines quatrieme de 81 et de —81.
Allez a : Correction exercice 25 :

Exercice 26 :
Résoudre les équations suivantes :
oo LB 1ol e 27— 27— D4 2+ D=0
1—iv3 1+iV3

Allez a : Correction exercice 26 :
Exercice 27 :

Résoudre dans C :

1. z°=1

2. z°=1-1i

3. z3=2-2i

4, z°=7

Allez a : Correction exercice 27 :

Exercice 28 :
1. Montrer que (1 +i)® = —8i
2. En déduire une solution de I’équation (E) z? = —8i.
3. Ecrire les deux solutions de (E) sous forme algébrique, et sous forme exponentielle.
4. Déduire de la premiére question une solution de 1’équation (E,) z3 = —8i.

Allez a : Correction exercice 28 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :
1. (3+2i)(1—3i)=3—9i+2i—6i2 =3-71+6=9-7i

2.
2e'3 x 361.(_5%) = 6&(%‘5?”) =6 e"(‘g) — —6i
3.
.TT
2e'3 2 ;m 5in Z(Es_ﬂ) 2 7in
——~=5€e3e6 =-e\3 6/=—-¢6
391(_6) 3

Allez a : Exercice 1 ;

Correction exercice 2 :

L ful =VIZF 12 = VZet o] = J(~1)? + V3 =2

2.
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Donc un argument de u est %.

2
Donc un argument de v est ?”

3. On cherche les solutions complexes de z3 = u

1
123 =2 1z|? = 22
=ue T e T
arg(z)=Z+2kn, keZ 3arg(z)=Z+2kn, keZ
1
|z| = 26
= m  2km
arg(z) = 1 + = k € {0,1,2}
u admet trois racines cubiques
_iE L l-(£+2_”) L om 1 3im L L-(£+4_") 1 17im
Zo = 26e'12; z; = 26e'\12° 3) = 26e¢'12 = 26e 4 et z, = 26e \12° 3/ = 26e 12

— = —0 \4 —e 12 = —
2im
205 2 2 2

LIS R I )

u
v

Et
u_ 1+i A+ D(-1-iV3) -1+V3+i(-1-+3)

v —1+iV3 4 4
Par conséquent

(V2 sty —1+v3 [ ( 5m\_—1+V3 —V2++6
j7cos<—ﬁ>: n @jcos( 12)— N 2
| V2 Smy —-1-+3 | 5my —1-v3 —2-+6
T2 == ()55 =
Allez a : Exercice 2 :
Correction exercice 3 :
V6 —iv2| V6+2 8 +Vax2 22
===y =—p =75 =V2
V6 —iV2 V2 X3 —iV2 V2 X3 - iv2 V3—i T
I W~ b e~y R e R

Donc |u| = V2 et un argument de u est — —.

6
vl =12+ (-D? = V2

Donc |v| = /2 et un argument de v est —%.

u_ VI () o

.TT
v \/Ee—lz
Donc |E| = 1 et un argument de = est —.
v v 12
Allez a : Exercice 3 :
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Correction exercice 4 :

On cherche les nombres complexes tels que z2 = —1
Zl = _l et Zz = l

i

On cherche les nombres complexes tels que z2 =i = e2

24 (L i VZ) A
On cherche les nombres complexes telsque z* =1+ i = \/7( +1 —) = 22e4

1im 1im
Z, =—24e8 et Z,=24e8
C’est un peu insuffisant parce que I’on ne connait pas les valeurs de cos (g) et de sin (g)

Autre méthode, on cherche a, b € R tels que
(a+ib)2=1+i & a?—b?+ 2iab = 1+i<=L1{a2_b2 =1
Ly U 2ab =1
On rajoute 1’équation L3

l(a+ib)%| = |1+i| © |a+ib|2= 12+12=> \/a2+b2) —VZoa?+b2=+2

En faisant la somme de L, et de Ls

/1+ 242 2+ 22
202 =1+V2 © a? —+—<:>a— \/_ \/_ 2\/_

En faisant la différence de L5 et de L,

1 2 142 —24+ 22 v—2+2V2
2b2=—1+ﬁ@b2=—z+§@b=i\/7\/—=i\/ 4\/_=i > V2

D’apreés L, a et b sont de méme signe donc les deux solutions de z2 = 1 + i sont

V2+2v2  -2+2v2 V2+2v2  -2+2V2

1= 2 +1 2 et 2 = — 2 —1 2
1 5im

On cherche les nombres complexes tels que z% = —1 — i =+/2 (—g - l?) = 22e 4

1 5im 1 5im
Z,=—24e 8 et Z,=24e 8

C’est un peu insuffisant parce que I’on ne connait pas les valeurs de cos ( ) et de sin (5 )
Autre méthode, on cherche a, b € R tels que
. . . . Li(a?2—-bp%2=-1
+ib)2=-1-iea —bh?+2iab=-1-ie ¢
(a +ib) ioa ia i Lz{ 2ab = —1
On rajoute 1’équation L3
2
l(a+ib)?|=|-1—-il e la+ib]?=J(-D*+ (-1)? & (\/a2 + b2) =V2ea?+bh2 =2

En faisant la somme de L, et de Ls

1 2 —-1++v2 —2+2v2 -2+ 2V2
2a2=—1+ﬁ@a2=—§+§@a=i\/7\/—=i\/ 4\/_i > V2

En faisant la différence de L et de L,

1 V2 1++2 2+2V2 V2+2V2
22 =1+\V2ob?=-+—ob==¢ =+ +
2 2 2 4 2
D’aprés L, a et b sont de signes opposés donc les deux solutions de z? = —1 — i sont
V=2+2v2 N2+2v2 V=2+2v2 J2+2V2
Zy = > -1 > et Z, =— > +1i >

On cherche les nombres complexes tels que z2 = 1 + iv/3 = 2 G + l?) =23
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= —— | —

\/51)\/5_& \/§1,> V6 2
2 2

i : e ,
= 6 = —_ — = —  — = — 6 = E— —
Z V2e \/§<2+21 2+12 et Z, V2e \/§<2+21

On cherche les nombres complexes tels que Z% = 3 + 4i

. 2 . .1\2 . 2 2 , Ll az_b2=3
OnposeZ=a+ib,Z* ©3+4i=(a+ib)* ©3+4i=a"—b*+2iab & {
L, 2ab =4
On rajoute 1’équation |Z?| & |3+ 4i| = a? +b?> @ a? +b?> =V32 + 42 @ a? + b2 =25 =5 L,

a’? —b%?=3
a’?+b?=5
a? = 4, d’ou ’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1,
d’apres 1I’équation 2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=2alorsb=1etZ; =2+ietsia=—-2alorsb=—-1etZ,=-2—1i

Deuxiéme methode

3+4i=4+4i—1=(2+i)?eton retrouve le méme résultat.

Troisieme méthode

On reprend le systeme

Avec le systéeme { en faisant la somme des deux équations L, et Ls, on trouve 2a? = 8 ©

2 4
2_p2 -3 a2—<—) =3 a®—— =3 a* — 4 = 3a? a*—3a2-4=0
{a Y T Ve a oS a 1= 2 = 2
b=- b=- a a
a a
A2 —-34—-4=0

= 2

h=2

a

Les solutions de A2 —34—4=0sontA; = —1 < 0etA4, = 4, donc a? = 4,
Sia=—-2alors b =§= —letalorsZ, = —-2—i,sia=2alorsh =§= letalorsZ; =2 +1i.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = —7 — 24i

On pose Z=a+ib, 7’ —-7-24i=(a+ib)?> & -7 — 24i = a®> — b? + 2iab &
Lq {az —b%=-7
LU 2ab = —24

On rajoute 1I’équation
12| & |3 + 4i| = a® + b? © a? + b? = /(=7)? + (=24)2 & a?® + b? = V49 + 576 = V625

= 25 L3
2 _p2 — _ ) . .
Avec le systeme {‘;2 +IZ)2 _ 257, en faisant la somme des deux équations L, et L, on trouve 2a? =

18 © a2 =9, d’ou I’on tire b? = 16. Les valeurs possibles de a sont +3 et les valeurs possibles de b
sont +4, d’aprés 1’équation 2ab = —24 < ab = —12, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont
de signe oppose.
Sia=3alorsb=—4etZ;, =3—4ietsia=—-3alorsb=4etZ, =—-3+4i

Deuxieme méthode
—7 — 24i =9 — 24i — 16 = (3 — 4i)? et on retrouve le méme résultat.

Troisieme méthode
On reprend le systeme

—12 144
2 _p2 = (az_(_) =-7 a® ——=-7 a* — 144 = —7a?
o= { a & a N 12
2ab = —24 12 12 [
L e p=—2 a
a a
a*+7a*> - 144 =0 A2+ 7A—144 =0
A 12 =N b = 12
= - ==

Les solutions de A + 74 — 144 = 0sont A, = —16 < 0 et A, = 9, donc a? = 9,
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Sia=3 alorsbz—%z —4 etalorsZ, =3 —4i,sia=3alors b = —%z —4 etalors Z; = -3+
41.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = 3 — 4i = zg, on peut refaire comme précédemment
mais on va prendre la méthode la plus simple
72=3—-4i=4—-4i—1=(2—-1i)>?
Il'y a deux solutions
Zy=2—1i et Z,=-2+4i
On cherche les complexes Z tels que Z? = zy = 24 — 10i
La encore, on va aller au plus simple
24—10i =25—-10i —1=(5—1)?
Donc il y a deux solutions
Ziy=5—-1 et Z,=-5+1i
Allez a : Exercice 4 :

Correction exercice 5 :
1. On cherche les complexes Z tels que

, _1+i V2 2
% = =—+i—
vz 2 2
On pose Z = a + ib,
(
VI VI NI \Z VI V2 Lljaz—b2=g
2:_ L V= = P . 2 e P 2 12 .
VA > ti5 =3 2+12 (a+ib)* & 2+12 a“—>b +21ab<:>L2 7
lZab:7

On rajoute I’équation

2 2
V2. 2 V2 V2 1 1
I’ o |l—+i—|=a?+bh* o a? +b?>= ||— — | ®@a?+b?= |=+=-=11
|Z4| 2+12 ac + a® + 2+2 a® + 2+2 3
a2 _ b2 — E
Avec le systeme { ~ 2, en faisant la somme des deux équations L, et L5, on trouve
a’ +b%2=1
V2 2+2
20’ =1+—©a’=
2 4
En faisant la différence de L5 et de L,
V2 2-+2
20> =1-—eb*=
2 4
Les valeurs possibles de a sont + ‘2;”5 et les valeurs possibles de b sont i—“z;ﬁ, d’aprés 1’équation
2ab = g & ab = g, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia= '2;”/5 alors b = 2;‘/Eet Z; = 2;”E+i Z;E
Etsia = ——‘z;rﬁalorsb =- “Z;ﬁetzz = - z;rﬁ—i 2;‘5
D’autre part
V2. V2 om
Z? = 7 + 17 =e'2
. & 3 . (T _ = Ny _ .. (T
Admet deux solutions Z; = e"s = cos (8) + isin (8) etz, = —e's = —cos (8) isin (8)

Comme cos (g) > 0 et que sin (g) > 0,
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( (TI.') 2+\/§
1 m N2+vZ N2-vz  |eos(g)=—5—
cos (—) + isin (—) = +i = ! 8 2
8 8 2 2 | o V22
ksm(g)— >
2. On cherche les complexes Z tels que
3+ 3 1
Zz:\/_ =£+—i
2 2
On pose Z = a + ib,
( V3
7?2 @+1' \/§+1 (a + ib)? \/§+1 b? + 2iab =7
=—+4-i— = & — =a’— <:>
> 2l > Zl a l > 2L a a 1
2ab =~
2
On rajoute I’équation
2
V3 1 V3 1) 3 1
7’|l o |—+zi|=a?+bh?* o a?+b? = || — <—><:)2b2:——:1L
|Z2| S toif=a"+ a® + <2>+2 a® + 2t 3
\ a?—p2 =L . A
Avec le systeme 2, en faisant la somme des deux équations L, et L3, on trouve
a’+b*=1
3 2++3
2a2=1+£<:>a2= V3
2 4
En faisant la différence de L5 et de L,
V3 2—43
22 =1-—ob?=——r0
2 4
Les valeurs possibles de a sont +—— Z‘F - ‘/—,
2abz£<:>ab=£, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia—'zz alors b = ZT_‘/getzlz‘2;”/§+i“2;/§
Etsia=—“z;r*/_alorsb——“2;/§etzz=—“2;”/§—i‘2;/§
D’autre part
\/§ 1 T
2=""41+i=¢%
Z > +21 e
Admet deux solutions Z; = ez = cos( )+ lSln(n) etz, = —e'1z = — cos (nz) — isin (12)

(
|

cos () + isin () = Y23 | Y22 | R
Lsin(ﬁ)= >

Allez a : Exercice 5:

Correction exercice 6 :
1. z°4+z+1=0
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Allez a : Exercice 6 :
2. z2—(5i+14)z+2(5i+12)=0
A= (—(51’ + 14))2 —4x2(5i+12) = (—25+ 140i + 196) — 40i — 96 = 75 + 100i = 25(3 + 4i)
= 52(3 + 4i)

On cherche a, b € R tels que

Ly a? —b?=3

(a+ib)’=5-4ieL, 2ab = 4

L3 (a? +b? =32 +42=5
En faisant L; + Ly ontrouve que 2a? =8 © a’? =4 o a = 42
En faisant L; — L, ontrouve que 2b2 =2 © b? =1 b = +1
D’aprés L, a et b sont de méme signedonca +ib=2+ioua+ib=-2—1
Autre méthode 3 + 4i = 4+ 4i — 1 = (2 + i)?
et alors

A =52%(2+1i)? = (10 + 5i)?

Les solutions de 1’équation sont

_5i+14—-(10+5i)) 4
= 2 "2
50+ 14+ (10 +5i) 24+ 10i ,
2 2
Allez a : Exercice 6 :
3. z2—-\3z—-i=0
A=3+4i=2+i)?
_;E+2+i_¢§+1+1__1 _ 1+AE 1
zZy = > = 21— [ > 12 = lj
=TT 2t~ NT27'2) 7 Y

Allez a : Exercice 6 :
4, z2—(1+2)z+i—-1=0
A=(1+2i)2—4(i—1)=1+4i—4—4i+4=1

1+2i—-1
21=T=l
1+2i+1 _
z;=————=1+1

Allez a : Exercice 6 :
5. z2—(3+4+4i)z—1+5i=0
Le discriminant vaut
A= (=GB +4)) —4(=1+5i) =9 +24i — 16 + 4 — 20i = =3 — 4i = (1 — 2i)?
Il'y a deux solutions

C3+44i—(1-20)

2 > =2 +3i
34 4i+1—2i ,
Zy = 2 =2+l

Allez a : Exercice 6 :
6. 4z°—-2z+1=0
Soit on résout « normalement », soit on ruse, rusons
472 - 2741=02°4+7Z+1=0

11
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Avec Z = —2z. Les solutions de Z2 + Z + 1 = 0 sont connues (et puis on vient de les revoir dans 1°))
21 =] et Zz =j2
Par conséquent

Allez a : Exercice 6 :
7. z*+10z2+169 =0
On pose Z = z%, Z? + 10Z + 169 = 0 a pour discriminant
A=10%—-4x169 =102 — (2x13)2 = (10 — 26)(10 + 26) = —16 X 36 = —4? x 62 = (24i)?
—10 + 24i

Zy=————=-5+12i

—10 — 24i _
Z=————=-5-12i

On cherche z = a + ib tel que
z2=7, (a+ib)?> = -5+ 12i © a® — b? + 2iab = =5+ 12i
L, a’? —b?=-5
=7 2ab =12
L3 (@? + b% = \/(=5)% + 122 = V25 + 144 = V169 = 13
En faisant la somme de L, et de L, ontrouve que 2a®? =8 © a? =4 & a = 12,
En faisant la différence de L et de L,, on trouve que 2b?> = 18 © b? =9 © b = £3,
D’aprés L,, a et b sont de méme signe donc z? = Z; a deux solutions
z,=2+3i et z,=-2-3i
On peut résoudre de la méme fagcon Z, = z? ou dire que z* + 10z% + 169 = 0 est une équation a
coefficients réels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution, par
conséquent z; = 2 — 3i et z, = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une équation de
degré 4, il n’y en a pas plus, on les a toutes.
Allez a : Exercice 6 :
8. z*+2z24+4=0
On peut faire comme dans le 7°), mais rusons :

Z4+222+4:0@§+§+1:0®<ZZ:>2+<§>+1:0®K?)_juc_z)_jzl =0
[ -6 -0 ) ) G -o
o (z=V2j?)(z +V2j*)(z = V2j)(z +V2j) = 0

Les solutions sont

V2%, —V2j* V2j, —V2j}
Allez a : Exercice 6 :
9. x*—30x2+289=0
On pose X = x?
X?—-30X+289=0
A =30%—-4x289 =900 — 1156 = —256 = —16% = (16i)?
30 — 16i ,
| =———=15-8i
X, = 15 + 8i
On cherche x tel que x> = 15— 8i =16 —8i — 1 = (4 — i)?
Il'y adonc deux solutions x; =4 —ietx, = —(4—i) =—4+1i.
De méme on cherche x tel que x2 =15+ 8i =16 + 8i — 1 = (4 + i)?
Il'y adonc deux solutions x; = 4 +ietx, = —(4+1i) = —4—1i.
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Les solutions sont
{4—i,—4+i,4+1i,—4—1i}
Allez a : Exercice 6 :
10. x* + 4x3 + 6x%> +4x —15=0
Il faudrait trouver des solutions (réelles ou complexes).
x = 1 est solution évidente, mais ensuite cela ne vient pas, mais en regardant mieux on s’apercoit que 4
premiers termes ressemblent fort au développement de (x + 1)* = x* + 4x3 + 6x2 + 4x + 1 donc
x*+4x3+6x2+4x—-15=0(x+1D*-1-15=0 (x+ D* =16

{ |(x + 1) = 16 @{ |x +1]* = 2*
arg((x + 1)*) = arg(16) + 2kn, k€ Z 4arg(x+1) =0+ 2km, k€ Z
[x+1] =2 ik
= 2km Sx,+1=2e2,
arg(x +1) = 7=, k€{01,23} Tk ¢

ke{0123} o x = —1+2e7, ke{0123)
Xo=—1+2=1; x; = -1+ 27 = —1 + 2i;
X, =—1+2e"=-1-2=-3; x3=—1+2e3¥=—1—2i
Sont les solutions.
Allez a : Exercice 6 :
11.234+3z-2i=0
On voit que i est une solution évidente (car i + 3i — 2i = 0) donc on peut mettre z — i en facteur.
22+3z-2i=(z-(az’?+bz+c) oz +3z—-2i=az®+ (—ia+ b)z> + (—=ib+ )z —ic
a=1 a=1
—ia+b=0 b=ia=i
—ib+c=3")c=3+ib=2
—ic = —2i c=2
z23+3z-2i=(z—-)(Z*+iz+2)
Le discriminantde z2 + iz + 2 est A = i?2 — 4 x 2 = —9 = (3i)?
Il'y a deux solutions
—i — 3i , —i+3i
==2i e z= > =i

7 =

I~

Il'y a donc deux solutions, z; =i et z, = —2i.
Allez a : Exercice 6 :
12.
A=1+a)?*A+)?-41+a®)i=0+2a+a®>)(A+2i—1)—4i — 4ia?

= 2i + 4ia + 2ia® — 4i — 4ia® = =2i + 4ia — 2ia? = —2i(1 — 2a + a?)

=(1-021-a?=(1-D1-a)
_(1+a)1+))-(1-)1—-a) 1+it+atia—(1—a—i+ia)

Z1 2 > =a+i
1+a)@+id)+(@-i)1—-a) 1+i+a+ia+l—a—i+ia ]
Z1= 2 == 2 =1+la

Allez a : Exercice 6 :
13.A=(1-50)?—-4i(6i—2)=1—-25-10i + 24+ 8i = —2i

Il faut trouver & tel que A = §2

Premiére méthode :

—2i =1—2i—1=(1-1i)? c’est une identité remarquable. Donc §; =1 —ioud, = -1+
Deuxiéme méthode

a?—-b*>=0
Onpose § = a + ib, A = 52 (:)—Ziz(a+ib)2<:>—2i=a2—b2+2iab(:>{ o

13
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On rajoute I’équation |A| = |62 © |-2i| = a® + b? & 2 = a® + b?

a’?-b*>=0

a’?+b? =2
d’ou ’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés
I’équation 2ab = —2 & ab = —1, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe oppose.
Sia=1lalorsb=—-1etd=1—ietsia=—1alorsbh=1eté§=—1+i. Cesontbien les mémes
solutions qu’avec la premiere méthode.

Troisieme méthode

; 3in . . 3in 3 .. 3
A = —2i =2ez, donc les racines deuxiémes de A sont § =+/2e+ = ﬁ(cos (T) + isin (T)) =

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a® = 2 © a? = 1,

VI(-Z24+5) = 1 tiets=—VZes =1-i
Pour résoudre iz2 + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0, on n’a besoin que d’une racine deuxiéme, on prend, par
exemple § =1 —i.
Les deux solutions sont :
_—(-=5)-(1-9) -2+6i —1+3i (—=14+3)(-)
a= 2i T
_—(A=50+1 -0 4i

|
72 2i 2i

3+

Allez a : Exercice 6 :
14.
A=(-(3+ i))2 —4(1+)(—6+4) =B +i)?—4(—6+4i—6i—4)
=9—-14+6i—4(—10—2i) =8+ 6i +40+8i =48 + 14i
On pose § =a+ib, A=06% <48+ 14i = (a + ib)? © 48 + 14i = a®? — b? + 2iab &
{az — b% =48
2ab = 14
On rajoute 1’équation
Al = |6%] © |48 + 14i| = a® + b? © 2|24 + 7i| = a® + b? © a® + b? = 2,/242 + 72 & a? + b?
=2V576 + 49 & a? + b? = 2v625 = 2 x 25 = 50
a? — b% =48
a? + b? =50’
49, d’ou l’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +7 et les valeurs possibles de b sont +1,
d’apres 1’équation 2ab = 14 & ab = 7, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme
signe.
Sia=7alorsb=1etd=7+ietsia=—-7alorsb=—-1etd§=-7—1i
Deuxieme méthode
A=48+14i=49+2x7i—1=(7+i)?doncéd=7+ioud =-7—i.
Troisieme méthode

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 98 © a? =

49

2 7\? 2 _ 2 4 2
2 _p2 _ a’?— (=) =48 a =48 a* —49 = 48a
On reprend le systéme {a b™=48 (a)7 & a? @{ &
b -
a

2ab = 14 p=21 b=£
a

a*—48a%2-49=0 A2 —484—-49 =0 L
o . le discriminant de A2 — 484 — 49 = 0 est A’ = 482 +

a a

4 x 49 = 2500 = 502 donc ses solutions sont 4, = 48;50 =—1etAd, =222=149 4, <0 donc il

n’y a pas de solution de a? = —1, par contre a®> = 49 admet deux solutionsa = —7 eta = 7.

Sia=—-7alorsb = g =—letsia=7alorsb = 5 = 1, on retrouve les mémes solutions.
Les solutions de (1 + i)z? — (3+i)z— 6+ 4i = 0 sont :
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GB+i)—(7+D) 4 2 2(1—1) )
Z1 = : == N~ = - = — =—-1+i
2(1+41) 2(14+1) 1+ 12 + 12
_(3+i)+(7+i)_10+2i_5+i_(5+i)(1—i)_5—5i+i+1_6—4i_3 .
2570+ 20+0) 1+i . 12412 12412 2 !
Allez a : Exercice 6 :
15.

A=(=(9+30)" — 41 + 20)(=5i + 10) = (33 + i)2) — 4(=5i + 10 + 10 + 20i)
=9(9 — 1+ 6i) — 4(—25) = 9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i

= —8—6i
Onpose § =a+ib, A =62 —8—6i = (a+ib)* © —8—6i =a*—b*+ 2iab &
{az—b2=—8

2ab = —6

On rajoute D’équation |A| = |62 & |-8 — 6i| = a? + b? & a? +b% =/(—8)2 + (—6)2 © a? +

b2 = V64 + 36 © a? + b? = Y100 = 10

a’ — b?=-8

a?+b? =10
1, d’ou I’on tire b2 = 9. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3,
d’apres 1’équation 2ab = —6 < ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe
Opposeé.
Sia=1lalorsb=-3etd=1—3ietsia=—1alorsb=3etd =—-1+3i

Deuxieme méthode

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 & a? =

. az—b2:—8 az_(__3)2=_8 az_%:_8
On reprend le systeme { S a = © ., e
a a
a* -9 = —8a? a*+8a2-9=0 A2+84-9=0 L
p—3 e p =3 e p=23 , le discriminant de 4% + 84 — 9 = 0 est
a a a
A =82+4x9=100=10% donc ses solutions sont 4; = _8;10 =—9etd,="20=-1,4,<0

donc il n’y a pas de solution de a? = —9, par contre a? = 1 admet deux solutions a = —1 eta = 1.
Sia=—-1alorsb = _73 =3etsia=1alorsbh = _;3 = —1, on retrouve les mémes solutions.

Troisieme méthode
A=-8-6i=1—-6i—9=(1-3i)?doncd=1—3ietd=—-1+3i
Les solutions de (1 + 2i)z% — (9 + 3i)z — 5i + 10 = 0 sont :

(9430 -(1-3)  8+6i 4+3i (4+3D(1—20) 4-8i+3i+6

— = — — =2
A1 2(1 + 20) 2(0+20) 1+2i 12 + 22 10 !
(9 + 3i) + (1 — 30) 10 5 _sa-2)
= = = = = — l
%2 2(1 + 21) 200+20) 1+2i 12+22

Allez a : Exercice 6 :
16. A = (—(6i +2)?) —4(1 + 3i)(11i — 23) = (6i + 2)? — 4(11i — 23 — 33 — 69i) = —36 + 24i +
4 — 4(—56 — 58i) = —32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256i = 64(3 + 4i)
Si j’ai mis 64 en facteur, ¢’est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxiéme de 3 + 4i, ce qui est
beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxiéme de 192 + 256i.
2 _ K2 —
Onpose § = a + ib, A = §2 =>3+4i=(a+ib)2=>3+4i=a2—b2+2iab=>{a2 bb 23
ap =
On rajoute I’équation |A| = [6%| © |3+ 4i| =a? +b? @ a? +b?> =V32+42 o a? +b?> =+25=5
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a’? —b%?=3
a’ +b%2 =5
d’ou I’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés
I’équation 2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=2alorsb=1etd§ =2+ietsia=—2alorsb=—-1et§ =-2—1i

Donc (2 + )% = 3 + 4i entraine que A = 64(3 + 4i) = 82(2 + i)? = (8(2 + 1)) = (16 + 8)?

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 8 & a? = 4,

Deuxiéme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+i)?eton retrouve le méme résultat.

Troisieme méthode

On reprend le systeme

(2 2\’ . A 4 2 4 2
2_p2-3 a—(—) =3 a——=3 a*—4=3a a*—3a—4=0
{a - (:){ a PN a PN 2 PEN 2
L o= h=g : a
a a
A>—3A—-—4=0
S 2
b=-—
a

Les solutionsde A2 —34—4=0sontA; = —1 < 0etA, = 4, donc a? = 4,
Sia=—2al0rsb=5=—1etalor35=—2—i,sia:2a|orsb=§=1etalors6=2+i.

a
Les solutions de (1 + 3i)z% — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0 sont
_6i+2—(16+8) —14-2i —7-i (=7-)(1-3]) -7+21i—i-3

_ _ _ _ = —1+42i
“1 2(1 + 30) 2(1+30) 1+3i 12 + 32 10 '

_6i+2+(16+8i)_ 18 + 14i _9+7i_(9+7i)(1—3i)_9—27i+7i+21_3 y
2570 +3)  2(0+30) 1430 12432 10 - !

Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :

On pose X = Z?,
Z*+(3-6i)Z?-8-6i=0<X?>+(3—-6)X—8—-6i=0
Le discriminant est
A=(B3-6i)2—-4(-8—-6i)=9—36i —36+32+24i=5-—12i
Les racines carrés de 5 — 12i :
N2 - 2 _ p2 . - a?—b?>=5_ Lifa?—-b?>=5
(a+ib)*=5—-12i < a“—>b +21ab—5—121<:>{ 2qh = 12 (:)Lz{ ab =6
On rajoute 1’égalité des modules

a? + b? = /52 + 122 = V25 + 144 = V169 = 13 I,
En additionnant L, et L, on trouve 2a? = 18 donc a? = 9, ¢’est-a-dire a = +3.
En soustrayant L, a Lg, on trouve 2b? = 8 donc b? = 4, c’est-a-dire b = +2.
D’aprés L, a et b ont le méme signe donc les deux racines carrés de 5 — 12i sont : 3 + 2i et —3 — 2i.
Les solutions de X? + (3 — 6i)X —8 — 6i = 0 sont :
_—(B-6D)-(3+2) _

X, = - = —3+4i
Et
—(3—-6i)+(3+2i
X, = ( )2 ( )=21
OrX,=-3+4+4i=4+4i—1=(2+1i)?donc Z? = —3 + 4i a deux solutions :
Et
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Z,=—2—1i
De plus X, = 2i = (1 + i)? donc Z2 = 2i a deux solutions :

Zy=1+i
Et

Z,=-1-1i

Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :
1. Onpose X =a€R
1-Da>-—G+Da*>+@A+6i)a—4i=0a®>—-5a’°+4a+i(-a®—a*+6a—-4)=0
o IR AR S
a®—-5a°+4a=0a(a>—-5a>+4) =0

Donc cette équation admet 0, 1 et 4 comme racine. Seul 1 est solution de —a3® — a? + 6a — 4 = 0 donc

il existe une unique solution réelle a = 1.
2. On factorise (1 —i)X3 — (5 +i)X? + (4 + 6i)X — 4i par X — 1. ll existe alors a, 8 et y telle que :
A-DX3-G+DX*+@+6)D)X—4i=X—-1)(aX?+BX+7V)
Or(X—1D(aX?+pX+y)=aX3+(B-a)X*+ (G —-B)X—v
a=1-—1i a=1—-1
B—a=—-(5+1i) B=—G+D)+1—-i=—-4-2i

On en déduit que : y—B=4+6i Y= 4+ 6i—4—2i=4i

—y = —4i y =4i
D’ou
A-DX3-G+DX?+(@+6D)X—4i=0 X -D((1-DX2-(4+2DX +4i) =0
@{ X=1
1-DX?—(4+2DX+4i=0

Le discriminant de I’équation du second degré est :
A=(4+4+2)2-4(1—-i)x4i=16+16i — 4 —16i — 16 = —4 = (2i)?
Les deux racines sont alors
_A4+20-20 20 20040
%= 20—i)  1—-i 12412
4+2i+2i 2+2i 2(1+10)? ,
L=Sa-n 1= 1z A
L’ensemble des solutions est § = {1,1 + i, 2i}.
Allez a : Exercice 8 :

Correction exercice 9 :
1. Soita € R tel que:
aA+(1-2Da*-31+da—-2+2i=0oa®+a*—-3a—-2+i(-2a>—-3a+2)=0
ﬁ{a3+a2—3a—2=0
—-2a*—-3a+2=0
1

Les solutions de I’équation —2a? —3a+ 2 =0sonta, = —2 eta, = E

(2% +(-2)2-3(-2)—2=-84+4+6-2=0

(1)3+(1)2 3(1) ,o1, 1.3 . _1+2-12-16_ 25
2) T2 2) "“T8T3T 2747 8 -8 7
Donc seul —2 est solution de (E)

2. Onpeutdiviser X3+ (1 —2)X?—-31+i)X—-2+2iparX +2
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X3+ (1 —-20)X?2-3(1+)X—-2+2i X+2
X3+ 2X? X2+ (-1-2DX—-1+i
(—1-2DX2-3(1+DX—-2+2i
(-1 —-2DX?+2(-1-2)X
(—14+ )X —2+2i
(-1+i)X—2+42i
0

Par conséquent
X3+(1-2DX?-31+DX—-2+2i=X+2)X?+(-1-2DX—-1+1)
=X+2)X?-(1+2DX—-1+1)
Les solutions de (E) sont donc

X2—(1+20X+i—-1=0
A=(142)2—-4(-1D=1+4i—4—4i+4=1

_1+2i-1
1= ) =1
1+2i+1 )
X2=T=1+l

Allez a : Exercice 9 :

Correction exercice 10 :
A=(=)?+41+i))=4+4i—1=2+i)?
Les solutionsde Z?2 —iZ —1 —i = 0 sont

_i+2+i_1+,
1= ) = l
i—2+i
oG,

Les solutions de z® — iz3 — 1 — i = 0 vérifient
1
23| =2 |z|3 = 22

.TT
22=1+i=V2e'7 s N T
arg(z®) = Z+ 2km, k €Z 3arg(z) = Z+ 2knt, k€T

|z|=2é 1. 1 3im 1 17in
o T 2km o zE {26elﬁ; 2604 ; 266T}
arg(z) = IR + 5 k € {0,1,2}
Ou
f:_lﬁ{ 2%l =1 @{ |z|® =1
arg(z®) =m+ 2kn, k€EZ 3arg(z) =m+ 2kn, k€L

lz| =1
S 2k
{ag@=5+—f,kew¢n

3 3
Il'y a donc trois solutions
i 3im . 5im i
Zzy=e3; zy=e3 =e"™=-1; z,=e3 =¢e 3
Finalement il y a six solutions
1 .m 1 3im 1 17ir  im i
{ZEe‘ﬁ 1 26e 4 ; 26e 12 ;e3;—1; e_?}

Allez a : Exercice 10 ;

18



Pascal Lainé

Correction exercice 11 :
1. Soit a € R une solution de (E)
a*-3a*+(2-)a*>-3+i=0a*—-3a>+2a*°+3a-3+i(-a’?+1)=0
(:){a4—3a3+2a2+3a—3=0
—a’+1=0
a,; = —1 est solution de a* — 3a® + 2a? — 3 = 0 et a, = 1 est solution de a* — 3a® + 2a? + 3a —
3 = 0, donc (E) admet deux solutions réelles, on peut mettre (X — 1)(X + 1) = X2 — 1 en facteur.
2. llexiste a, b, c € C tels que
X*—=3X3+Q2-DX?+3X-3+i=(X?>—-1)(aX?>+bX +0)
On développe
X?2-1(aX?+bX+c)=aX*+bX3+(c—a)X?>—-bX —c
Par conséquent

( a=1

| p=-3 a=1
4c—a=2—i<:>{ =-3
[ —b= c=3-—1i
—c=-3+1i

X*=3X3+Q2-DX?+3X-3+i=X?-1DX?-3X+3-i)=0
Il reste a trouver les solutionsde X2 —3X+3—i=0
A=9—-4B-)=-3+4i=1+4i—4=(_1+ 2i)?
Les racines carrées du discriminant sont 6 = +(1 — 2i)
Il'y a deux solutions
3— (14 20)
=—F = 1

3+1+2i _
ZZTZZ-I_l

X1

L’ensemble des solutions de (E) est
S={-11,1—1i,2+i}
Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :

3 _ 2 N2\ 2 im
1. X —2\/2( \/§+l2)_2264
Donc
3
2 N2\ 3 3im 1X3| =22
X3=bE<"—+P—>=me4c> 3
V2. 2 arg(X3)=T+2k7T, keZ
3 1
|X|® =22 |X| = 22
= = =9.¢

3n n  2km
3arg(X) :T-I_an' keZ arg(X) =Z+—, k € {0,1,2}

3
=2e'a73),  keke{012}
in V2 2
_%=V%T=v§(7+r?>=1+i
i 2 110
X, = V26! @3 = e 1z
19im

: 4
X, = \/Eel(%-i_?n) = \/iev
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3im X3 =23 X3 =23
X3=-8i=2%2 & 4y 3T & 3
arg(X)=7+2k7T, kel 3arg(X)=7+2k7T, kel

x| =2

o m  2km o X, =2"2"3),  keke{01,2}
arg(X) = E + T’ k € {0,1,2}

in
Xo=2e2 =2i
. T 2T 7im \/§ 1
X, =2'@"3) =2¢6 =2(-——=i|=—V3—i
)
. T AT 11lim \/§ 1
X, =2e'2"3) =2¢76 =2<7—§i>=\/§—i

3. Onpose X =73
1 1
5Z6+(1+3i)Z3+8+8i=O=)EX2+(1+3i)X+8+8i=O

Le discriminant de cette équation est :
1
A= (1+3i)2—4><§(8+8i) =1+6i—9—16—16i = —24—10i
Les racines carrés de —24 — 10i :
. . . . 2 _p%2=— Ly (a? — b? = -24
+ib)? = —24 — 10i & a? — b? + 2iab = —24 — 10i & {& ~b"=—24 S tifa
(a +ib) iea ia i { 2ab = —10 Lz{
On rajoute 1’égalité des modules
a® + b? = /242 + 102 = V576 + 100 = V676 = 26 L,
En additionnant L, et Ls, on trouve 2a? = 2 donc a? = 1, ¢’est-a-dire a = +1.
En soustrayant L, a L, on trouve 2b? = 50 donc b? = 25, c’est-a-dire b = +5.
D’apres L,, a et b sont de signes différents donc les deux racines carrés de —24 — 10i sont : 1 — 5i et
-1+ 5i.
L’équation du second degré a pour racine :
—(1+3i) — (1 - 50)
1 = 1 =

2)(7

—2-2i

Et

—(1 430 + (1 - 50)
2: 1 =
2><§

—2i

Les six racines de
1
EZG+(1+3i)Z3+8+8i=O

Sont les six complexes trouvés en 1°) et 2°).
Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :

3 —
ac+1=0 PN
a+1=0

1. PosonSZ:aeR,(E)@a3+1—i(a+1)=0(:>{ a=-1

2. Onpeutdiviserz3 —iz+1—i=0parz+1

z3—iz+1—i z+1
z3 + 72 z2—z+1-1i
—z2—iz+1—1i
—z2—z
1-Dz+1-i
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(1-iz+1—i \
0

z2—z+1—iapourdiscriminantA=1—4(1—i)=-3+4i=1+4i—4=(1+ 2i)?
Les racines de ce polynéme sont :
7, = 1—(12+2i) — —j et 7, = 1+(12+2i) =1+
Les solutions de (E) sont —1, 1 + i et —i.
Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
1. Soit x € R une racine de (E)
x* = (3+V3)x3+(2+43V3—i)x? +(-2V3+3i)x—2i =0
ox*—(3+V3)x®+(2+3V3)x2 —2V3x +i(—x2+3x—2) =0
- {x4 —(3+V3)x®+(243V3)x2—2V3x =0 (»)
—x%+4+3x-2=0
Les racines de —x? + 3x — 2 = 0 sont aprés un petit calcul x; = 1 etx, = 2
1*—(3+v3)13+(2+3V3)12-2V3x1=1-3-V3+2+3V3-2V3=0
Donc 1 est racine de (%)
24— (3++3)23 +(2+3V3)22 - 2V3x2=16-3x8—-8V3+8+12V3-4V/3 =0

Donc 2 est racine de (*)
2. On peut diviser le polynéme par (X — 1)(X —2) = X? —3X + 2

X*—(3+V3)X3+(2+43V3—i)X?+ (-2V3+3i)X —2i |X*—3X+2
X4 —3x3 + 2X? X2 —\3X—i
—V3x3  +(3V3—1)X? + (—2V3 + 3i)X — 2i
—/3X3 + 3v3X? — 243X
—iX? + 3iX — 2i
—iX? + 3iX — 2i
0

Il reste & déterminer les racinesde X2 —v3X —i =0
A=3+4i=(2+1i)?

_V3+2+4i V3 1 (1 VB) VB i
AT, T A U R N ) 2
V3-2—-i 3 1 {1 3\ 3 i
Zgy=———— =1l ——i=—14i|——i—|=——1—=
2 2 2 2 2 2 2

\/§ i V3 i

S—{1,2,7+1 5,7—1—5

Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :
1.

2

22=<\/2+\/§+i\/2—\/§> =2+\/§—(2—\/§)+2i\/2+\/§\/2—\/§
=2\/§+2i\/(2+\/§)(2—\/§)=2\/§+2i\/22—3=2\/§+2i
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22 = ((2v3) +22 =VAX3+d=I6 =4

2«/_\/_

Si on pose O = arg(z?), cos(8) = — etsin(f) === > L donc 9 = g+ 2km

Autre méthode :
2 . \/§ 1. iE T
=23 +2i= 4(7+51) = 2%, donc 6 = = + 2.

On déduit de la premiére question que |z?| = 4 donc |z|?> = 4 et que |z| = 2. Et que les arguments

possible de z sont %(g+2kn) = 1—”2+k7r, k €{0,1}, donc z = 2e1z ou z = —2e1z. Mais z =

\/2 ++3+ i\/Z — /3 entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs, donc z = 2e1z,

3. D’apres la question précédente

28%2\/24-\/_-}-1\/2 \/_<:>2<COS(1T[2)+lSIH(1nz)>=\/2+\/§+i\/2—\/§

2+4/3
T T \/2 + \/_ \/2 COS -
@cos( )+lsm( ) <:>
12 12 2 | Ty V2- V3
ksm( ) ==
Allez a : Exercice 15 :
Correction exercice 16 :
1.
uh = a4 @{ lu*| = |—4| { lul* = 4
arg(u*) = arg(—4) + 2kn, k€ Z 4arg(u) =n+2kn, kEZ

1 1 1
lu| = 42 = (22)2 =22 =2

m km
arg(u) = 7 + X k € {0,1,2,3}

=14

Il'y a quatre solutions

uo=ﬁe%=ﬁ<g+¥>=l+i
\/‘632"_\/‘<_§ %):—1+i
uz_fesi”_f(—§—¥>=—1_i=u—l
\/_87‘111-[—\/_(?—%):1—1':11_0
2.
4
Z+D*+4z-D* =0+ D*=-4z-1*e (jti) = —4

+1 . . , . .
On pose u = le, il y a donc 4 solutions que I’on trouve en exprimant z en fonction de u.

z+1
csuz-1)=z+1lozu—u=z+1lozu—z=u+lezu-1)=ut+lez

u =
_u+1
Tu-—-1

upg+1 1+i+1 2+

- - —1-2i
-1 1+i-1_ i '

ZO=
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Cwg+1l 140+l 0 i(=2-0) 1 2
AT -1 A+i-1 —2+i (-2)2+12 5 5
_u2+1_u—1+1___1+2,
2T —1 ;-1 AT575!
BTU 1 -1 A
Allez a : Exercice 16 :
Correction exercice 17 :
1.
3: 3 _ 2
X3=—2\/§(:>{ ; X% = 2v2 @{ X3 = (vV2)
arg(X®) = arg(—2v2) + 2kn, k €Z 3arg(X) =m+ 2kn, k€L
X =2
n  2km
arg(X) = § +T, k € {0,1,2}
Les trois solutions sont
(T 2KTT .(2k+1)7
Xk:ﬁel(§+T):ﬁel 3, ke{0,1,2}
Soit
in 1 V3 V2 6
= 3 = — | — | = — | ——
Xo V2e \/§<2+L2> 2+12
3im
X1=\/EQT=_\/§
5in 1 3\ V2 46
= 3 = —_—— ) =— -] —
X, V2e \/§<2 12> > 12
2.
z+1)3 z+i\3
(z+i)3+2\/§(z—i)3=0(:)(z+i)3=—2\/§(z—i)3<=gz_i;3=—2\/§<:><Z_i> =22
On pose
_Z+i
z—i

Il faut trouver z en fonction de X
z+i
X J—

Z_i<:>X(z—i)=z+i@XZ—inz-I—i(:)XZ—ZziX+i<:>Z(X—1)=i(X+1)<:>z
X +1
—'x 1

Il 'y a donc trois solutions

Xo+1 .g+l§+1 ‘g+1+l@ 2
ZO:LXO_lzl =1 = >

@H@ﬂ g—1+iﬁ (@-1> +<§)
v2\© ([, e\ 1 6, .

<<2> <”2>) (t-0-5+0) 1

=1 > s =1 =i
g_1> N @ T-VZH+142 3-v2

_._Vv6 . 1

BRETEN RN
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Xi+1 —\/—+1 ,\/7—1 ; V2 -1)"

2
zy =1 =i(vV2-1) =i(2-2v2+1
! X;—1 _\/—_1 \/—+1 (\/7+1)(\/§ ) ( ) ( )
=i(3 - 2v2)
X, +1 X0+1 (X0+1> <X0+1) _ V6 1
Z; =1 =i—= - —Zy=-— -1
27X, -1 X, -1 X -1 Xo—1 0 3-v2 3-42
Allez a : Exercice 17 :
Correction exercice 18 :
1. Les racines quatriéme de 1’unité sont {1, i, —1, —i}.
4im
2. —1—i£=eronc
2 2
x4 =[5 x]*
; X*l =|e 3 X|* =1
1 3 4im
X4:———i£(:>X4—eT<:>

4 S Vaarg) = 4 okn, ke
arg(Xx?) :?+2kn, kel arg(X) = 3 +ikm K€
|X| =1

(T kT
o km o X, = el(§+7),k € {0,1,2,3}
arg(X) == + PR k € {0,1,2,3}

Il'y a quatre solutions :

T 1 \/§

X = l§:— | ——

0 e 2+l >
(T T 5im \/§ 1
X, = l(3+7): 6 = —— =
1= € e > +L2
14 4im 1 \/g
X = l(§+T[): T:——__
2 e e ) 5

3 11 i
X, =!G 7) = e 6‘”28—%:§_-%
Autre solution
—l—i = jZ. DoncX4_—l—i‘/—gzjz@x‘*_ﬂ:o_of
2 2 2

X*=—j2=X*-NX*+) =X —jHX> - i) =X - jHA+jHX - 5 (X + ij2)
D’ou les solutions :

X=j2=—2-2 =1 +£X— (—1—£)=£——etx_—£+i
2 2 2 2
3. OnposeY = X*, l’équatlon est alors du second degré.
1 V3 1 V3
Y2+<—§+i7>y A

—_—_—— =

2 2

Le discriminant est
2

1. V3 1 V3 1 3 3 = 3 3iV3 1. 3
A—(—E+l7> —4<—E—l7>—Z—Z—l7+2+21\/§—§+ > =3 §+l7

in
= 3e3
Donc les solutions de 6% = A sont
in V3 1\ 3 3 in 3 3
= 6 = _— [ — = — | —— = — 6 = —(— | ——
§ =3e \/§<2+12> 2+12 et § V3e (2+12)
L’équation du second degre a alors deux solutions :
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(21, B) (3,3
27172 27172 V3
Y1= 2 = ———]—
Et
1 V3 3 .3
<—§+17>+7+17
Y, = =1
2 2

L’équation du huitieme degré a pour solution :

11+AE, VE+4 1 V3 V3 1
> lz,l, > 12, , i i i

Autre solution

2
YZ+<—%+i?>}’—%—i§=0@ﬂ+jY+j2=0<:>(JZ_> +]Z,+1=0
Lessolutionsde T> + T+ 1=0sontT; =jetT, = j?
Donc%:j@Yl=j2et%:j2<:>Y2=j3=
Et on termine de la méme facon.
Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
2z+1 : . . : . e
On pose Z = %, les solutions de Z* = 1 sont 1,i, —1 et —i (ce sont les racines quatriéme de I’unité)

2z+1
= _4-@(z—DZ=22+1®ZZ—Z=22+1@zZ—Zz=Z+1¢:AZ—2)=Z+1
o, Z+1
=72
Il'y a 4 solutions
S 1+1
HET T
i+l (+1D(=i-2) 1-2i-i-2 1 3
AT 2T T 124 (<22 5 -5 5!
_-1+1
2T 57
-+l (i DE-2) 142i+i-2 1+3,
BT 2T 2+ (-2 5 - 55
Allez a : Exercice 19 :
Correction exercice 20 :
Il faut d’abord écrire 1:% sous forme trigonométrique
V2 oo
1-—1 V2 <7 —iv2 e_iz

_ - © = V2el(-53) = V2ot
— 2(1_£> Vit =2 VZe

2772
Premiere méthode
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.TT
1—1i \* LTN4 T |Z4|: 4e'3
z4=< - ) (:)z“‘=(\/§elﬁ) =4e'3 & - | |
1-iV3 arg(z*) = 3 +2kn,k€Z
|z|* = 4 |z| =2
= T (= T km
4arg(z) = 3 + 2km, k € Z arg(z) = IR + 7,]{ € {0,1,2,3}

Il'y a quatre solutions
. (T T 71 (T 13i (T 31 19i
2 = VZe'T%; 2, = V2el(i22) = VZe17; 2, = V2elG2™) = Ve 125 2, = V2elizt2) = VZe 12
Deuxieme méthode
1-i (1-0)(1+iV3) _ 1+iV/3-i+V3 _ 1+V3 | .v3-1
- = 5= = = +1
1-iV3 12+(-v3) 4 4 4

Onpose a =

1—-i\* Z\*4 z
z4=( ) @z4=a4=>(—) =1@Ee{l,i,—l,—i}@ze{a,ia,—a,—ia}

1-iV3 a
o [(1++43 A3-1 V3—-1 1++/3
la=l< 1 +1 1 >=— 1 +1 1
1+vV3 V3-1
AT Ty
 V3-1 1+43
—la = 4 —1 4

Remarque :

En réunissant ces deux méthodes on pourrait en déduire les valeurs de ei(ﬁ“‘E), k € {0,1,2,3}.
Allez a : Exercice 20 :

Correction exercice 21 :
1.

1 V3 2in in 1 V3
u2=4<—§+i7>=4e3 S u=+2e3 =i2<§+i7>=i(1+i\/§)

zZ+i
2. Onposeu = o

=1
A

u= csuz-i)=z+ivuz—iu=z+icuz—z=ut+ieczu-1)=i(lu+l)ez

u+1
=i

u—1
Il y a deux solutions
14+iV/3+1 2+iV3 2
N SR N Y A
o -1-i3+1 . -3 V3 V3(2-i3) 2v3 3
Zz_l—l—i\/§—1_l—2—i\/§__2+i\/§__22+(\/§)2 A

Allez a : Correction exercice 21 :

Correction exercice 22 :
_1 -
On pose u = zj et on cherche les solutions de u3 = —8

u3=_8®{ [u®l = |-8| (:){ lul®* =8
arg(u®) = arg(—8) + 2km, k€ Z 3arg(u) =+ 2km, k €Z
lul =2
S T 2km
{arg(u) =3 - = k € {0,1,2}
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Il'y a 3 solutions

T 1 \/§
uy = 2e'3s = 2<—+i—

. 51 1 V3
=1+iV3; uy=2e"=-2 et uy=2"3 =2(=—i—|=1-iV3
2 2 2 2
z—1
u= _l_@u(z—i)=z—1(:)uz—iu=z—1<:)uz—z=—1+iu(:>z(u—1)=—1+iu<:>z
_—1+iu
T ou—-1
—1+iuy, -1+i(1+i/3) —-1-+3+i 1+,1+\/§
Zy = = = e — i
7wy -1 1+iV3—1 iv3 V3 43
_—1+iu1_—1—2i_1+2_
AT -1 -3 373
14+iu, —-1+i(1-iv3) —-1+3+i 1+,—1+x/§
Z, = = = [ | —
?Tu -1 1-i/3-1 —iv3 V3 3
Allez a : Exercice 22 :

Correction exercice 23 :

[ ——
1 V2 ([ V2 N2 1 _n Z= 3¢ 4
Z2==(-1+i)ez3= ——ti—|o=—er e (\/E)
4 4 \" 272 2 3
karg(z3) = + 2km, k € Z
1
|z]° = —= ( |z| = 1
3 m  2km
L3 arg(z) = T + 2km, k € Z karg(z) =2 + R k € {0,1,2}
(T 2kT
Il'y a trois solutions z;, = %el(1+7), k € {0,1,2}
1 . 1 (.2 1 11 1 .4 1 19
Zg = —=e l%; Z1 = —el(%-'-%) = —el—;n; Zy = —el(%-l'?n) =—c¢ 1;11
V2 V2 V2 2 V2
o 2kmy\ 4 8k (8k+3)
(Zk)4 = (iel(%+Tn)) = 1el(TE+Tﬂ) = lelTn
V2 4 4
. 1 1 117 1 @ 1 197 1 .=
4 _ _plm — . 4:_13 S —L§ . 4 _ lT:— l§:
(zo) 7€ ) ER; (z7) 7€ 2¢ ¢ R; (z,) 2 2 R

Il n’y a que z, dont la puissance quatrieme est dans R.
Allez a : Exercice 23 :

Correction exercice 24 :

1. Les racines quatrieme de I’unité sont {1, i, —1, —i}.

1 .3 din
2. —E—z§=es donc

aim

4| —
o 1 V3 si x4 =es

1X|* =1

41
4 _
arg(X*) = —+2kn, k€T 4 arg(X) 7+ 2kn, kE€Z

3
x| =1 (k)
m  km X, =e"\372) k € {0,1,2,3}
arg(X) = §+—

(—4
—, ke{0123)
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T 1 43
X, = 3 =_ [ —
0 e 2+l >
(ZsZ) _ Sim V3 o1
= 3 2/ = 6 = —— —
X1 =e e > +12
4im 1 \/§
X, = l(§+ﬂ:)= B3 =] —
2 e e > l2
(T 3T 11in in /3 1
X, = 1(57)2 6 —e 6 =——|—
3=e e e > l2
Autre solution
—%—“/_ j2. Donc X* = 2—i§=j2<=x4—12:0-0r

X*—j2=X*-DX*+j) =X -
D’ou les solutions :

jHx? —i?

1 V3 i3

JN =& -jH&X +jH& -

V3

V3 _

X=j?=-2-2 x=2422 x= (1—@)=“—§—ietx=——+i
2 2 2 2 2 2 2 2
On pose Y = X*, I’équation est alors du second degré.
1 V3 1 3
2 i \y Y2
Y+< 2+12>Y > 12
Le discriminant est
2
1 43 1 V3 1 3 43 3 3i\/§ 1
A—<—E+l7> —4(—5—17>—Z—Z—17+2+21\/_ E > =3 §+
. 2 n V3, .1 V3
Donc les solutions de 62 = A sont § = v3e's =\/§(7+15)—5+17 =
L’équation du second degré a alors deux solutions :
1, .v3\ (3,.V3
69
h= 2 =377
Et
1, .v3),3,.V3
—<—§+l7>+§+17
Y, = =1
2 2
L’équation du huitiéme degré a pour solution :
11+,\/§_ \/§+,1 1 V3 V3 1
SRR R R M R B B
Autre solution
1 3 1 V3 Y\ Y
Y24 (—c4i—|VY—-—i—=0Y2+jY ‘2=0=><—) —+1=0
+< 2+12> 5Tl +jY +) F +j+

Les solutionsde T2+ T+ 1=0sontT, =jetT, = j?
Donc%=j@Y1=j2et%=j2@Y2=j3=
Et on termine de la méme facon.

Allez a : Exercice 24 :

Correction exercice 25 :
On cherche les complexes z tels que z* = 81
z*=81©2z*-92=0(22-9)(z? +9) = 0 & (22
©(z-3)z+3)z-3i)(=z+3i)=0
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Il'y a 4 racines quatrieme de 81 : 3, —3,3i et — 3i
La méme méthode ne marche pas pour les racines quatrieme de —81.

— (:){ |z*| = |-81] { |z|* = 81 = 3*
B arg(z*) = arg(—81) + 2km,k € Z 4arg(z) =mn+ 2km,k €T
|z| =3
S m  km
{arg(z) = 7 + - k €{0,1,2,3}
(T kT
Il'y a 4 racines quatrieme de —81: z, = 3el(2+7), k € {0,1,2,3}
T 2 2
Zo = 3e's = 3<§+ l%) =3v2(1 +1i)
.31 \/E \/E
z;=3e"2 =3 <—7+ 17) = 3\/2(—1 +1i)
5T 2 2
Z, =3e"4 =3 <_§_ l%) = —3v2(1+1)
7T 2 2
z3 =3e'% = 3(%— i7> =3v2(1-1)

Allez a : Exercice 25 :

Correction exercice 26 :

Il faut mettre %ﬁ: sous sa forme trigonométrique.
1, .43
1+iV3 2<7+17> eT 2
= = =e 3
1-iv3 2<l—i£> e_i%
2 2
Autre méthode
2
1+iv3 (1+iv3) 1+2i/3-3 1 3 2
- = 2 = =——4[—=¢ 3
1-iv3 124 (_\/§) 4 2 2
1+iV3 2in 12°1 =1 l2I° =1
6 = oz=e3 © 21 o 21
1-iVv3 arg(z®) = 3 + 2k, k € Z 6arg(z) = 3 + 2km, k € Z
lz| =1
S m  2km
arg(z) = 3 + = k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}
Les solutions sont
z, =e\9" 3/ ke{0,1,2,3,4,5,6,7,8}
1—1i ﬁ<g_1g> \/ie_i% 1 (T W 1 7in
Z4' = —_— T = Z_Eel(_2_§) = Z_EQ_H

= - = 2 K
1+l\/§ 2<%+l§> el3
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1 1
1 _7in |z*| =272 |z|* = 272
74 =2T2e 12 & 71 S 71
arg(z*) = _E+ 2km, k €Z 4arg(z) = 1 + 2km,k € Z
1
| _1\2 _1
|Z| = (2 2) =28
o1 J
7 T
larg(z) =~ + T'k €{0,1,2,3}
Il'y a 4 solutions
_1 l(_7_7T+k_T[)
7z, =28e\"48" 2/ k €{0,1,2,3}
°l = [-27| |z|6 = 27 = 33
6427=0c 6=—27<:>{ 12 @{
Z z arg(z®) = arg(—27) + 2kn,k € Z 6arg(z) =+ 2km, k €Z

1 1
lz| = (33)6 =32 =+/3

k
arg(z) = % + ?” k € {0,1,2,3,4,5)

(=14

Il'y a 6 solutions

(T KT
Zp = V3el5+3) ke {0,1,2,3,4,5}
in V3 1 3 A3
B =\/§<7+§i> _

i
z, =V3eZ = iV3

_2+ 2

5im V3 1 3 V3
Z =V3e ¢ =V3<‘7+zi>=‘z+"7
7im v3 1 3 V3
Z3 = V3e s =V3<‘7‘zi>=‘§“’7

2 2 2 2
z+1)° z+ 1\°
27(z—1)6+(z+1)6=0<:>(z+1)6=—27(z—1)6@u:—27@( ):_27
(z—-1)° z—1
On pose Z = 22
z—1
6] — | 6 _ — 23
262_27@{ ) 1Z°] = |-27] { 1Z|¢ =27 =3
arg(Z°®) = arg(—27) + 2kn,k € Z 6arg(Z) =m+ 2kn,k €Z
1
1Z| = 3%)s =3
(=4

n km
arg(Z) = a + EX k € {0,1,2,3,4,5}

Il'y a 6 solutions

(TT kT
Zy = \/§el(3+T),k € {0,1,2,3,4,5}

Il faut alors trouver z en fonction de Z,

z+1
Z=Z_1(:>Z(z—1)=Z+1<:>ZZ—Z=2+1<:>ZZ—Z=Z+1<:)Z(Z—1)=Z+1<:>Z
Z+1
S Z-1

Il'y a 6 solutions
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CZe+1l G+ D(Z—1)  LZi—Zi+ Z— 1 NZl2 = (Z — Zx) — 1
L= (2 —D(Zg—1) ZiZe—Zi—Ze+ 1 1Zl?2 = (Zi + Z) + 1
1Z,2 = 2im(Z) =1 3-2i0m(Z) -1 2-=2iIm(Z) 1—iIm(Zy)
T 1Zi2—2Re(Z) +1  3-2Re(Zp) +1  4-2Re(Zy) 2-Re(Zp)

Z

Zo=V3e6 =-+i—=>2z,= =2-iV3
22 ,_3
2
in 1-iv3 1 V3
Z;=vV3ez =iV3 >z = =s—i—
2 2 2
3
5im 3 \/§ 1- 17 2 \/§
Zzz\/§36 =——+i—>2z, = =——]|—
2 2 243 7 7
2
3
7im 3 \/§ 1+ 17 2 \/§
Zgz\/§36____l_$z3= =—4i—
2 2 43 77
2
3in 1+iV3 1 3
Z4_=\/§ez =_i\/§:24= =§ l_
3
11ir 3 4/3 1+i5-
Ze=V3e 6 =——i— =z, = 2 _2+iV3
2 2 ,_3
2
Allez a : Exercice 26 :
Correction exercice 27 :
2ikm
1. Ce sont les racines cinquiemes de I’unité, il vaut mieux connaitre la formule z, =e s , k €
{0,1,2,3,4}
Sinon il faut absolument retrouver la formule tres rapidement
25:1(:,{ |2°] = 11 { 2|5 =1
arg(z®) = arg(1) + 2km,k € Z Sarg(z) =0+ 2km, k €L
lz] =1
S 2km
{arg(z) = T'k € {0,1,2,3,4}
2ikm
D’ouz, =e s , k €{0,1,2,3,4}, c’est-a-dire
2im 4ir 6ir _dm 8ir _zim
ZO=1;21=35;22=35;Z3=35 =e 5 =Z3 Zy=e5 =e 5 =2
2.
1
\/7 \/7 1 . |ZS| = 22
25=1—i<:)25=\/§<—+i—>@25=22el4<:) T
2 2 arg(z®) = " + 2km k €Z
1 ( 1 % 1
|Z|5 — 25 % |Z| = (22) = 210
r = 2k
5ar =—+2kn,k€Z T T
8(2) 4 T karg(z) =—+—,k €{0,1,2,3,4}
20 5
& 7z, = 210 \20" 5 /, k € {0,1,2,3,4}

Il'y a cing solutions
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1 om 1 17n 1 25m 1 5w
Zy = 210e 56, 12, = 210e 20; z, = 210e 20; z3 = 210e'20 = 270e'4 = —210 xV2(1+ 1)
1 .32m 1 8w
= —210 2(1 +i) = —25(1 +1i); z, = 210220 = 210e"5
3.
3
3| _
2 3 .7 Z |— \/E
z22=2-2i23 —2\/_<£—i£>(:)z3=(\/§) et e n( )
2 2 arg(z?) = ~2 +2km,k €Z
3
Iz|* = (V2) |z| = V2
T A m  2km
3arg(z)=—z+2kn,kEZ arg(z)——E+ 3 ,k € {0,1,2}
. T | 2km
Il'y a trois solutions z;, = x/_el(_ﬁ+_) k € {0,1,2}
. TC 7im 15im 5im .TT
Zoz\/ie_lﬁ;zlz\/ze( 12 3) V2e1z; z, —\/_e( 12 3) V2e 12 =2 % = —\/2e'2
4,

f=7@{ |2°] = |z @{ 2|5 = |z]
arg(z®) = arg(z) + 2km, k € Z S5arg(z) = —arg(z) + 2kmn, k € Z

|z|*—=1=0oulz|=0

@{ (IzI* = Dlzl =0 e
6arg(z) = 2km,k €Z ~ |arg(z) = — +k €{0,1,23,4,5}

lz| =1
S {z=0o0u km
¢ {arg(z) =3 k € {0,1,2,3,4,5}
km
Il'yaé6solutions:z=0cetz, =e"3,k €{0,1,2,3,4,5}
0; 1; i 1+\/§ —eiF = 1+'\/§-
zZ = Zy = Z1 = e —2 12 Zy = € = > 12,
. 4T 1 3 st 1 V3
=T = —1- —e'3 = —: —e'3 = —j—
Zz=¢€ 1, z,=¢ 212,25 e 212

Allez a : Exercice 27 :

Correction exercice 28 :
1. 14+)2=142i—-1=2i=21+D°=((1+D»3=i)3=8xi3=-8i
2. z2=-8ieoz2Z2=(01+)ez2?2=(1+))?z=0+1% ouz=—-(1+1i)3
©z=01+D*A+)ouz=—-0+D*A+i)ez=2i(1+1i) ouz=-2i(1+1i)

Sz=—-2+4+2iouz=2-2i
3.
\/_ \/_ 3ir
z=—2+2i=2\/§<—7+17 =2V2e %
V22 7im
Z_2—21_2\/_<——L7>_2\/_e4 —2\/_e T
4,
Z\3 z z z
3= Biel=(1+D)ez?=Q)>¥ e (=) =lo=—=1ou=—=j ou — = j?
8i o2’ =1+ & 2° = 2)° & (3) = Touz:=j ouz-=]
1 3 1 V3
© z=2iouz = 2ij ouz=2ij2@zzZiouzzZi(—§+i7> ouz:2i<—§—i7>

o z=2iouz=—3—iouz=+V3—i
Allez a : Exercice 28 :

32



