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Exercice 4. Soit f la fonction définie sur [0, 4] par

f(x) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

�1 si x = 0

1 si 0 < x < 1

3 si x = 1

�2 si 1 < x 6 2

4 si 2 < x 6 4.

1. Calculer
R 4
0 f(t) dt.

2. Soit x 2 [0, 4], calculer F (x) =
R
x

0 f(t) dt.

3. Montrer que F est une fonction continue sur [0, 4]. La fonction F

est-elle dérivable sur [0, 4] ?

Exercice 5. Soient les fonctions définies sur R,

f(x) = sin(x) et g(x) = (2x� 1)2,

Justifier qu’elles sont intégrables sur tout intervalle fermé borné de R. En uti-
lisant les sommes de Riemann, calculer les intégrales

R 1
0 f(x)dx et

R 2
1 g(x)dx.

Exercice 6. Soit f : [a, b] ! R une fonction continue sur [a, b] (a < b).

1. On suppose que f(x) > 0 pour tout x 2 [a, b], et que f(x0) > 0 en
un point x0 2 [a, b]. Montrer que

R
b

a

f(x)dx > 0. En déduire que : «si
f est une fonction continue positive sur [a, b] telle que

R
b

a

f(x)dx = 0
alors f est identiquement nulle».

2. On suppose que
R
b

a

f(x)dx = 0. Montrer qu’il existe c 2 [a, b] tel que
f(c) = 0.

3. Application : on suppose que f est une fonction continue sur [0, 1] telle
que

R 1
0 f(x)dx = 1

2 . Montrer qu’il existe d 2 [0, 1] tel que f(d) = d.

Exercice 7. Soit f : R ! R une fonction continue sur R et F (x) =R
x

0 f(t)dt. En justifiant votre réponse, répondre par vrai ou faux aux affir-
mations suivantes :

1. F est continue sur R.

2. F est dérivable sur R de dérivée f .

3. Si f est croissante sur R alors F est croissante sur R.
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4. Si f est positive sur R alors F est positive sur R.

5. Si f est positive sur R alors F est croissante sur R.

6. Si f est T -périodique sur R alors F est T -périodique sur R.

7. Si f est paire alors F est impaire.

Exercice 8 (Densité des fonctions en escalier). Soit f : [a, b] ! R continue
telle que pour toute fonction g : [a, b] ! R en escalier,

R
b

a

f(t)g(t) dt = 0.
Démontrer que f = 0.

Exercice 9. Calculer les limites suivantes :

1. lim
n!1

1 +
p
2 +

p
3 + · · ·+

p
n

n

p
n

.

2. lim
n!1

nX

p=1

n

n

2 + p

2
.

3. lim
n!1

1

n

nX

p=1

ln
(3n+ 6p� 4)(n+ 2p)2

3n3
.

Exercice 10. Calculer la limite des suites suivantes :

1. u

n

= n

n�1X

k=0

1

k

2 + n

2

2. v

n

=
nY

k=1

✓
1 +

k

2

n

2

◆ 1
n
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