
Cours:

Définition du polynôme caractéristique et propriété de
ce dernier dans le cas des matricies symétriques.

Exercice 1:

Soit E un espace vectoriel normé et F un sous-espace
vectoriel ouvert. Montrer que F = E.

Exercice 2:

Soient E un espace euclidien et p un projecteur de E.

1. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et
seulement si, pour tout x ∈ E, ||p(x)|| ≤ ||x||.

2. Si p et q sont deux projecteurs orthogonaux, mon-
trr qu’ils commutenet si et seulement si p ◦ q est
un projecteur.
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Cours:

Définition d’une fonction continue entre espaces vecto-
riels normés et caractérisation séquentielle de la conti-
nuité.

Exercice 1:

Calculer le cardinal de l’ensemble des matrices orthog-
onales de Mn(R) dont les coefficients sont des entiers
relatifs.

Exercice 2:

Soit C := C 0([0, 1],R) et F := {f ∈ C | f(0) = 0}.

1. Montrer que F est fermé dans (C, || · ||∞).

2. Montrer que F est dense dans (C, || · ||1).

3. Déterminer son adhérence dans chaque cas.
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Cours:

Définition de l’adjoint d’un endormophisme dans un
espace préhilbertien. Donner une propriété (de votre
choix) faisant intervenir des adjoints.

Exercice 1:

Donner un exemple d’une partie X d’un espace vectoriel
normé (de votre choix) tel que :

X,
◦
X, X̄,

◦̄
X et

◦
X̄

soit des ensembles tous distincts.

Exercice 2:

Soit f un endomorphism anitsymétrique d’un espace eu-
clidien E de dimention n.

1. Montrer que pour tout x ∈ E, ⟨f(x), x⟩ = 0.

2. Montrer que g := Id + f et g′ := Id − f sont des
automorphismes de E.

3. Montrer que h := g′ ◦ g−1 est une rotation.
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Cours : Caractérisation de la continuité d’une fonc-
tion entre espaces vectoriels normés par son image réciproque.

Exercice 1: Soit E un espace vectoriel de dimension

finie, et X ⊆ E tel que
◦
X = X̄.

1. Montrer que X est un ouvert.
2. Montrer que X est un fermé.
3. Montrer que X a comme frontière ∅.
Soit la fonction suivante:

1X :

E → R

x 7→
{
1 si x ∈ X
0 si x /∈ X

4. Montrer que 1X est une fonction continue.
Soit x ∈ X, et y ∈ (E\X) (dont on suppose l’existence):

f :

R → R

λ 7→
{
1 si λx+ (1− λ)y ∈ X
0 si λx+ (1− λ)y /∈ X

5. Montrer que f est continue et en déduire la valeur
exacte de l’ensemble X.

Exercice 2: Soit E un préhilbertien. Caractériser la
dimension de E en fonction de la compacité de la boule
unité (fermée) de E.
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Cours:

Théorème de Bolzano-Weierstrass (dans les espaces
vectoriels normés).

Exercice 1:

Soit x1, ..., xn des réels dont la somme des carrés vaut
1. On note A = (aij) ∈ Mn(R) avec aij := xixj .
1) Montrer que A est la matrice d’une projection
orthogonale (que l’on précisera).
2) Montrer que 2A− In est une matrice orthogonale.

Exercice 2:

Soit n ∈ N∗ et A ∈ Mn(C). On suppose que la suite
(Ap)p∈N∗ est bornée pour une certaine norme. On définit:

Bp :=
1

p

p−1∑
k=0

Ak

1. Montrer que (Bp) admet au moins une valeur d’adhérence
que l’on notera B∞.
2. Montrer que B∞(In −A) = 0.
3. En déduire que B2

∞ = B∞.
4. Montrer que B∞ est le projecteur sur Ker(A − In)
parallèlement à Im(A− In).
5. Montrer que la suite (Bp) converge vers B.
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Cours:

Définition du polynôme caractéristique et propriété de
ce dernier dans le cas des matricies symétriques.

Exercice 1:

On note l∞(R) l’espace des suites bornées et R(N) l’espace
des suites presque nulles.
Après avoir vérifier que R(N) ⊊ l∞(R), trouver si:
- R(N) est un ouvert de l∞(R);
- R(N) est un fermé de l∞(R).

Exercice 2:

Soit a < b des réels et N : [a, b] → R+ une application
continue telle que #{x ∈ [a, b] | N(x) = 0} < ∞.

1. Montrer que ⟨P,Q⟩ :=
∫ b

a
N(t)P̄ (t)Q(t)dt définit un

produit scalaire sur C[X].
2. Soit n ∈ N∗ et f : [a, b] → C. Démontrer que

αn := min
(x0, ..., xn−1)∈Cn

∫ b

a

N(t)

∣∣∣∣∣f(t)−
n−1∑
k=0

xkt
k

∣∣∣∣∣
2

dt

est bien défini.
On note (ai) ∈ Cn le point où ce minimum est atteint.
3. Démontrer que αn −→

n→∞
0.
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Cours : Caractérisation de la continuité d’une fonc-
tion entre espaces vectoriels normés par son image réciproque.

Exercice 1: Soit E un espace vectoriel de dimension

finie, et X ⊆ E tel que
◦
X = X̄.

1. Montrer que X est un ouvert.
2. Montrer que X est un fermé.
3. Montrer que X a comme frontière ∅.
Soit la fonction suivante:

1X :

E → R

x 7→
{
1 si x ∈ X
0 si x /∈ X

4. Montrer que 1X est une fonction continue.
Soit x ∈ X, et y ∈ (E\X) (dont on suppose l’existence):

f :

R → R

λ 7→
{
1 si λx+ (1− λ)y ∈ X
0 si λx+ (1− λ)y /∈ X

5. Montrer que f est continue et en déduire la valeur
exacte de l’ensemble X.

Exercice 2: Soit E un préhilbertien. Caractériser la
dimension de E en fonction de la compacité de la boule
unité (fermée) de E.
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Cours:

Définition d’une fonction continue entre espaces vecto-
riels normés et caractérisation séquentielle de la conti-
nuité.

Exercice 1:

Soit x1, ..., xn des réels dont la somme des carrés vaut
1. On note A = (aij) ∈ Mn(R) avec aij := xixj .
1) Montrer que A est la matrice d’une projection
orthogonale (que l’on précisera).
2) Montrer que 2A− In est une matrice orthogonale.

Exercice 2:

Soit n ∈ N∗ et A ∈ Mn(C). On suppose que la suite
(Ap)p∈N∗ est bornée pour une certaine norme. On définit:

Bp :=
1

p

p−1∑
k=0

Ak

1. Montrer que (Bp) admet au moins une valeur d’adhérence
que l’on notera B∞.
2. Montrer que B∞(In −A) = 0.
3. En déduire que B2

∞ = B∞.
4. Montrer que B∞ est le projecteur sur Ker(A − In)
parallèlement à Im(A− In).
5. Montrer que la suite (Bp) converge vers B.
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Cours:

Distance à un sous-espace vectoriel dans un préhilbertien.

Exercice 1:

On note l∞(R) l’espace des suites bornées et R(N) l’espace
des suites presque nulles.
Après avoir vérifier que R(N) ⊊ l∞(R), trouver si:
- R(N) est un ouvert de l∞(R);
- R(N) est un fermé de l∞(R).

Exercice 2:

Soit a < b des réels et N : [a, b] → R+ une application
continue telle que #{x ∈ [a, b] | N(x) = 0} < ∞.

1. Montrer que ⟨P,Q⟩ :=
∫ b

a
N(t)P̄ (t)Q(t)dt définit un

produit scalaire sur C[X].
2. Soit n ∈ N∗ et f : [a, b] → C. Démontrer que

αn := min
(x0, ..., xn−1)∈Cn

∫ b

a

N(t)

∣∣∣∣∣f(t)−
n−1∑
k=0

xkt
k

∣∣∣∣∣
2

dt

est bien défini.
On note (ai) ∈ Cn le point où ce minimum est atteint.
3. Démontrer que αn −→

n→∞
0.

9 amiel@math.univ-lyon1.fr


