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Chapitre I

Diff érentielle d’une fonction

1 Introduction

On consid̀ere deuxR-espaces vectoriels normésE etF , que l’on supposecomplets: on dit
aussi que ce sont des espaces deBanach. On notera en ǵeńeral‖ · ‖E et ‖ · ‖F leurs normes
respectives (et simplement‖ · ‖ lorsqueE = F et qu’il n’y a pas d’ambigüıté possible.)

Bien souvent, ces espaces seront en fait de dimension finie. Ce seront même simplement des
espacesRn, munis d’une quelconque norme‖ · ‖k pourk ∈ [1, . . .∞], définie par

‖x‖k =
( n∑

j=1

|xj|k
)1/k

si k < ∞ et ‖x‖∞ = sup
1≤j≤n

|xj| ,

où x1, . . . , xn désignent les composantes dex ∈ Rn. Ils pourrontéventuellement̂etre des ver-
sions d́eguiśees deRn, comme l’espace des matricesMp,q(R) àp lignes etq colonnes, que l’on
peut munir de diverses normes. Par exemple, on peut prendre la norme subordonnéeà la norme
‖ · ‖k dansRq etRp, définie par

9M9k = sup
x∈Rq ,x 6= 0

‖Mx‖k

‖x‖k

.

Exercice.Exprimer cette normèa l’aide des coefficients deM lorsquep = q et k = 1, 2, ∞.
On rappelle que de toutes façons, toutes les normes sontéquivalentes en dimension finie.

On noteraL(E;F ) l’espace des applicationslin éaires continuesdeE dansF , muni de la
norme

9`9 = sup
x∈E\{0}

‖`(x)‖F

‖x‖E

.

C’est un espace de Banach (exercice).
On suppose queU est un ouvert (non vide !) deE, et on consid̀ere une fonction

f : U → F .

Définition I.1 On dit que la fonctionf estdiff érentiableen un pointx ∈ U si elle estcontinue
au pointx et s’il existè ∈ L(E;F ) tel que

(1.1) lim
h
6=→0E

‖f(x+ h) − f(x) − `(h)‖F

‖h‖E

= 0 .
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4 CHAPITRE I. DIFFÉRENTIELLE D’UNE FONCTION

Cette d́efinition est (volontairement) redondante : en fait, l’existence d’une application linéaire
continuè telle qu’on ait (1.1) imposèaf d’être continue enx. Car, en notant

ε(h) = ‖f(x+ h) − f(x) − `(h)‖F/‖h‖E si h 6= 0E et ε(0) = 0 ,

on a par l’ińegalit́e triangulaire

‖f(x+ h) − f(x)‖F ≤ ε(h) ‖h‖E + ‖`(h)‖F ,

où le membre de droite tend vers0 lorsqueh tend vers0E grâceà (1.1) età la continuit́e de`
en0E. Inversement, si on supposef continue enx et s’il existe` linéaire telle qu’on ait (1.1),
alors par l’ińegalit́e triangulaire

‖`(h)‖F ≤ ε(h) ‖h‖E + ‖f(x+ h) − f(x)‖

tend vers0 lorsqueh tend vers0E. (Et on rappelle que la continuité d’une applicationlin éaire
équivautà sa continuit́e en0.)

Notation. Bien ŝur, l’application` dans la d́efinition I.1 d́epend du pointx. On la notera
désormais̀ = dfx, de sorte que (1.1) se réécrit

lim
h
6=→0E

‖f(x+ h) − f(x) − dfx(h)‖F

‖h‖E

= 0 .

L’applicationdfx est appeĺeediff érentielledef au pointx.

Définition I.2 On dit que la fonctionf estdiff érentiablesurU si elle est diff́erentiable en tout
pointx ∈ U . Dans ce cas, on appellediff érentielledef la fonction

df : U → L(E;F )
x 7→ dfx

.

Si de plusdf est continue, on dit quef estcontinûment diff érentiable, ou de façońequivalente
quef est declasseC 1.

2 Premiers exemples

• Toute applicationconstanteest contin̂ument diff́erentiable, dediff érentielle nulle.
• Toute applicationlin éaire continue` est contin̂ument diff́erentiable, et sadiff érentielle

estconstante, égaleà ` en tout point :

d`x(h) = `(h) quels que soientx eth ∈ E .

• Plus ǵeńeralement, toute applicationmulti-lin éaire continueest contin̂ument diff́erentiable.
Ce dernier point demande quelques explications. SiE1, . . . ,En sont des espaces de Banach, le
produit cart́esienE = E1 × · · · × En, muni de

‖(x1, . . . , xn)‖E = ‖x1‖E1 + · · · + ‖xn‖En ,

est aussi un espace de Banach. On dit qu’une applicationφ : E → F est n-lin éaire (et
lorsqu’on ne veut pas précisern on dit multi-lin éaire) si pour toutj ∈ {1, . . . , n} et pour tout
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(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) ∈ E1 × · · ·Ej−1 ×Ej+1 · · · ×En (avec les conventions naturelles
lorsquej = 1 ou j = n), l’application partielle

x ∈ Ej 7→ φ(x1, . . . , xj−1, x, xj+1, . . . , xn)

estlin éaire. Lorsqueφ est de plus continue, toutes les applications partielles sont continues, et
φ est contin̂ument diff́erentiable, de diff́erentielle d́efinie par :

(2.2) dφ(x1,...,xn)(h1, . . . , hn) =
n∑

j=1

φ(x1, . . . , xj−1, hj, xj+1, . . . , xn) .

(Dans cettéecriture abusive, le premier terme de la somme estévidemmentφ(h1, x2, . . . , xn) et
le dernierφ(x1, . . . , xn−1, hn).) La d́emonstration utilise le résultat suivant.

Lemme I.1 Siφ est une applicationn-linéaire continue, il existeC ∈ R+∗ tel que

(2.3) ‖φ(h1, . . . , hn)‖F ≤ C
n∏

j=1

‖hj‖Ej

quels que soient les vecteurshj ∈ Ej.

Dém. D’après la continuit́e deφ en 0E = (0E1 , . . . , 0En), il existe η > 0 tel que si
max ‖kj‖Ej

≤ η,
‖φ(k1, . . . , kn)‖F ≤ 1 .

Soienth1 ∈ E1, . . . , hn ∈ En. Si l’un de ces vecteurs est nul,φ(h1, . . . , hn) = 0F . Sinon,
d’apr̀es la multilińearit́e deφ on a

φ(h1, . . . , hn) =
1

ηn

( n∏
j=1

‖hj‖Ej

)
φ
( η

‖h1‖
h1, . . . ,

η

‖hn‖
hn

)
.

On en d́eduit l’inégalit́e (2.3) avecC = 1/ηn (inégalit́e trivialement satisfaite lorsque l’un des
vecteurshj est nul). 2

Remarque. Réciproquement, une applicationn-linéaireφ satisfaisant (2.3) est continue sur
E = E1 × · · · × En. De plus, l’ensemble des applicationsn-linéaires continues, noté
L(E1, . . . , En;F ) (attentionà ne pas le confondre avec l’ensembleL(E1 × · · · × En;F ) des
applications lińeaires surE), muni de

‖φ‖L(E1,...,En;F ) = max{ ‖φ(h1, . . . , hn)‖F ; ‖hj‖Ej
≤ 1 }

est un espace de Banach.

Démonstration de(2.2). (Le casn = 1 est celui des applications linéaires continues !) Pour
comprendre ce qui se passe avecn ≥ 2, on peut commencer par traiter le casn = 2. Pour une
applicationφ bilinéaire :

φ(x1 + h1, x2 + h2) − φ(x1, x2) − φ(h1, x2) − φ(x1, h2) = φ(h1, h2) .

Or d’apr̀es le lemme I.1, il existeC > 0 tel que

‖φ(h1, h2)‖ ≤ C ‖h1‖E1 ‖h2‖E2 ≤
C

2
‖(h1, h2)‖2

E .
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Donc on a bien

lim
(h1,h2)

6=→(0E1
,0E2

)

‖φ(x1 + h1, x2 + h2) − φ(x1, x2) − φ(h1, x2) − φ(x1, h2) ‖F

‖(h1, h2)‖E

= 0 .

De plus, la diff́erentielle

dφ : E1 × E2 → L(E1 × E2;F )
(x1, x2) 7→ dφ(x1,x2) : (h1, h2) 7→ φ(h1, x2) + φ(x1, h2)

est bien continue (ceci est laissé en exercice).
Le cas ǵeńeral se traite par récurrence surn. Admettons le ŕesultat pour les applications

n-linéaires, et consid́erons une application(n+ 1)-linéaireφ. Alors

φ(x1 +h1, . . . , xn+1 +hn+1) − φ(x1, . . . , xn+1) −
n+1∑
j=1

φ(x1, . . . , xj−1, hj, xj+1, . . . , xn+1) =

φ(x1 +h1, . . . , xn +hn, xn+1 +hn+1) − φ(x1 +h1, . . . , xn +hn, xn+1) − φ(x1, . . . , xn, hn+1)

+φ(x1+h1, . . . , xn+hn, xn+1) − φ(x1, . . . , xn+1) −
n∑

j=1

φ(x1, . . . , xj−1, hj, xj+1, . . . , xn+1) .

Lorsqu’on divise cettéegalíe par‖(h1, . . . , hn, hn+1)‖E1×···×En+1 , qui par d́efinition est suṕerieur
à ‖(h1, . . . , hn)‖E1×···×En, le deuxìeme morceau de droite tend clairement vers0, grâceà l’hy-
poth̀ese de ŕecurrence appliqúeeà l’applicationn-linéaire

(x1, . . . , xn) 7→ φ(x1, . . . , xn, xn+1) .

Le premier morceau se simplifie en :

φ(x1 + h1, . . . , xn + hn, hn+1) − φ(x1, . . . , xn, hn+1) .

Or on peut montrer (ceci est laissé en exercice) que l’application

E1 × · · · × En → L(En+1;F )
(y1, · · · , yn) 7→ φ(y1, . . . , yn, ·)

(où φ(y1, . . . , yn, ·) désigne l’application lińeairehn+1 7→ φ(y1, . . . , yn, hn+1)) est continue.
Donc pour toutε > 0, il existeη > 0 tel quemaxj∈{1,··· ,n} ‖hj‖Ej

≤ η entrâıne

‖φ(x1 + h1, . . . , xn + hn, hn+1) − φ(x1, . . . , xn, hn+1)‖F ≤ ε ‖hn+1‖En+1 .

Finalement, on conclut par l’ińegalit́e triangulaire que le rapport∥∥∥∥∥φ(x1 + h1, . . . , xn+1 + hn+1) − φ(x1, . . . , xn+1) −
n+1∑
j=1

φ(x1, . . . , xj−1, hj, xj+1, . . . , xn+1)

∥∥∥∥∥
F

‖(h1, . . . , hn+1)‖E

tend bien vers0 lorsque(h1, . . . , hn+1) tend vers(0E1 , . . . , 0En). 2
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• Une fonction de variable réelle estdiff érentiablesi et seulement si elle estdérivable : la
diff érentielle d’une fonction d́erivableg : U ⊂ R → F est donńee par

dgt(k) = k g′(t) quels que soientt ∈ U etk ∈ R .

(Noter quek ∈ R est un scalaire etg′(t) ∈ F est un vecteur en géńeral.)
• « Inversement», quel que soit l’espace de BanachE, si f : U ⊂ E → F est

diff érentiable, alors quels que soientx ∈ U eth ∈ E, la fonction

g : t 7→ g(t) := f(x+ th)

est d́erivable ent = 0, et
g′(0) = dfx(h) .

On dit que c’est ladérivée def dans la directionh (si h est non nul).
• Fonctionsà valeurs dans un espace produit :une fonction

f : U → F = F1 × · · · × Fn

x 7→ f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))

est diff́erentiable (enx) si et seulement si les fonctionsf1, . . . ,fn le sont. Si c’est le cas,
sa diff́erentielle est donńee par

dfx(h) = (d(f1)x(h), . . . , d(fn)x(h)) .

• Fonctions d́efinies sur un espace produit :la situation est un peu plus délicate. Si

f : U ⊂ E1 × · · · × En → F
x = (x1, . . . , xn) 7→ f(x)

est diff́erentiable, alors lesapplications partiellesxi 7→ (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)
sont diff́erentiables, et si on notedif leurs diff́erentielles, on a

df(x1,...,xn)(h1, . . . , hn) =
n∑

i=1

dif(x1,...,xn)(hi) .

Mais la différentiabilit́e des applications partielles n’implique pas nécessairement la différen-
tiabilité def ! On verra au chapitre II (voir aussi le théor̀eme I.2 lorsqueE1 = · · · =
En = R) que des applications partielles continûment diff́erentiables impliquent quef
est contin̂ument diff́erentiable.

3 Premières propriétés

Proposition I.1 Si f : U ⊂ E → F et g : V ⊂ E → F sont diff́erentiables respectivement
sur des ouvertsU etV d’un même espaceE, alors leur sommef+g est diff́erentiable surU∩V
et

d(f + g) = df + dg ,

c’est-̀a-dire que pour toutx ∈ U ∩ V et pour touth ∈ E,

d(f + g)x(h) = dfx(h) + dgx(h) .

De plus, quel que soitλ ∈ R, la fonctionλf est diff́erentiable et

d(λf) = λdf .
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La démonstration d́ecoule directement de la définition (et de l’ińegalit́e triangulaire pour ce
qui est de la somme). Cette proposition signifie que

– l’ensemble des fonctions différentiables surU et à valeurs dansF est un espace vectoriel,
– la différentiationd est une application lińeaire de cet espace vectoriel dansL(E;F ).
Le résultat suivant est moinśevidentà d́emontrer, mais il est extrêmement important : on

le désigne souvent parr ègle de d́erivation des fonctions compośees(chain ruleen anglais).
Dans l’́enonće,V est un ouvert deF etG est un espace de Banach.

Théorème I.1 Si f : U ⊂ E → F est diff́erentiable en un pointx ∈ U et si g : V ⊂
F → G est diff́erentiable enf(x) ∈ V , alors la fonction compośeeg ◦ f : U ⊂ E → G est
différentiable enx et

d(g ◦ f)x(h) = dgf(x)

(
dfx(h)

)
quels que soientx ∈ U eth ∈ E .

Autrement dit,

(3.4) d(g ◦ f)x = dgf(x) ◦ dfx quel que soitx ∈ U .

Dém.Notons

ϕ(h) = f(x+ h) − f(x) − dfx(h) pour tout h ∈ E ,

γ(k) = g(y + k) − g(y) − dgy(k) pour tout k ∈ F , avec y = f(x) .

Par d́efinition de la diff́erentiabilit́e def et deg,

lim
h
6=→0E

‖ϕ(h)‖F

‖h‖E

= 0 et lim
k
6=→0F

‖γ(k)‖G

‖k‖F

= 0 ,

ce que l’on peut aussi exprimer sous la forme

‖γ(k)‖G = ε(k) ‖k‖F avec lim
k→0F

ε(k) = 0 .

(Il suffit de poserε(0F ) = 0 et ε(k) = ‖γ(k)‖G/‖k‖F pourk 6= 0F .)
On a

g(f(x+ h)) − g(f(x)) = g
(
f(x) + dfx(h) + ϕ(h)

)
− g(f(x)) =

= dgy

(
dfx(h) + ϕ(h)

)
+ γ

(
dfx(h) + ϕ(h)

)
.

Par conśequent, pourh 6= 0E,

‖g(f(x+ h)) − g(f(x)) − dgy

(
dfx(h)

)
‖G

‖h‖E

=
‖dgy

(
ϕ(h)

)
+ γ

(
dfx(h) + ϕ(h)

)
‖G

‖h‖E

≤ 9dgy 9
‖ϕ(h)‖F

‖h‖E

+
(
9dfx 9 +

‖ϕ(h)‖F

‖h‖E

)
ε
(
dfx(h) + ϕ(h)

)
.

Les deux morceaux ci-dessus tendent bien vers0 lorsqueh tend vers0E puisque c’est le cas de
‖ϕ(h)‖F/‖h‖E, quedfx(h) + ϕ(h) tend vers0F et queε(k) tend vers0 lorsquek tend vers
0F . 2
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Les exemples donnés au paragraphe préćedent et les propriét́esénonćees dans la proposition
et le th́eor̀eme ci-dessus permettent decalculerbeaucoup de diff́erentielles (sans nécessairement
revenirà la d́efinition).

Voyons un exemple de calcul, dans lequel on suit la démarche ǵeńerale : 1) supposer que la
diff érentielle existe et calculer un candidat pour cette différentielle ; 2) injecter ce candidat dans
la définition et v́erifier que la fonction est bien différentiable. (On se limite ci-dessousà l’étape
1 ; l’ étape 2 est laissée en exercice.)

Consid́erons l’ensembleU desu ∈ E := L(X;Y ) (où X et Y sont desR-espaces de
Banach) qui sont inversibles (et qu’on appelle desisomorphismes) :

Isom(X ;Y) := {u ∈ L(X;Y ) ; ∃v ∈ L(Y ;X) , v ◦ u = IdX etu ◦ v = IdY } .

C’est un ouvert deE. Soit alors la fonction

f : U → F := L(Y ;X)
u 7→ u−1 .

L’application
φ : E × F → L(X;X)

(u, v) 7→ v ◦ u

est bilińeaire continue, et on a par définition φ(u, f(u)) = IdX (l’application identit́e surX).
Par suite, en supposanta priori quef est diff́erentiable, on a pour toutu ∈ U eth ∈ E,

φ(h, f(u)) + φ(u, dfu(h)) = 0 .

Autrement dit,

u−1 ◦ h = − dfu(h) ◦ u , c’est-̀a-dire dfu(h) = −u−1 ◦ h ◦ u−1 .

Exercice. Vérifier, en reportant dans la définition le « candidat» trouvé ci-dessus pour sa
diff érentielle, quef est diff́erentiable.

4 En dimension finie

On suppose dans ce paragrapheE = Rp etF = Rq, avecp, q ∈ N∗.

Notations. Pour un vecteurx ∈ Rp, resp.y ∈ Rq, on notera(x1, . . . , xp), resp.(y1, . . . , yq)
ses composantes. (Attentionà ne pas confondre avec lesn-uplets de vecteurs considéŕes au
paragraphe 2.) La« matrice du vecteur» x, resp.y, sera not́eeX, resp.Y . Ce sont les matrices
colonnes :

X =

 x1
...
xp

 ∈Mp,1(R) , Y =

 y1
...
yq

 ∈Mq,1(R) .

On notee1, . . . , ep les vecteurs de labase canoniquede Rp : par d́efinition, le vecteurei

(pouri ∈ {1, . . . , p}) a toutes ses composantes nulles sauf lai-ème qui vaut1.
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Dérivées partielles. Pour toutx ∈ U de composantes(x1, . . . , xp) et pour touti ∈ {1, . . . , p},
l’ensembleVi(x) := { t ∈ R ; (x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xp) ∈ U} est un voisinage ouvert de
xi.
Supposonsf : U ⊂ Rp → F diff érentiable. Alors l’application partielle

gi : Vi(x) → F
t 7→ f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xp) = f(x + (t− xi) ei)

est d́erivable enxi et
g′i(xi) = dfx(ei)

(dérivée def dans la directionei au pointx). Il est d’usage de noter cette dérivée

∂f

∂xi

(x)

ou même simplement∂xi
f(x). On appelledérivées partiellesdef les fonctions

∂xi
f : U → F

x 7→ ∂f

∂xi

(x)

pour i ∈ {1, . . . , p}. Par lińearit́e dedfx, on voit que pour touth ∈ Rp, de composantes
(h1, . . . , hp),

dfx(h) = dfx

( p∑
i=1

hi ei

)
=

p∑
i=1

hi dfx(ei) =

p∑
i=1

hi
∂f

∂xi

(x) .

Notation. Quel que soiti ∈ {1, . . . , p}, l’applicationh ∈ Rp 7→ hi ∈ R est une forme lińeaire
continue (c’est-̀a-dire unélément deL(Rp; R)). On la notedxi. Ainsi, la différentielle def au
pointx s’écrit

dfx =

p∑
i=1

∂f

∂xi

(x) dxi .

Attention ! L’existence de d́erivées partielles n’est pas suffisante en géńeral pour qu’une fonc-
tion soit différentiable.

Théorème I.2 Une applicationf : U ⊂ Rp → F = Rq estcontinûment diff érentiable si
et seulement si sesp dérivées partiellesexistent et sontcontinuessurU .

Dém.Si f est contin̂ument diff́erentiable, alors pour touti ∈ {1, . . . , p} sa d́erivée partielle

∂xi
f : x ∈ U 7→ ∂f

∂xi

(x) = dfx(ei)

est continue comme composée des fonctions continues

df : U → L(Rp;F )
x 7→ dfx

et L(Rp;F ) → F
` 7→ `(ei) .
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Réciproquement, supposons que pour touti ∈ {1, . . . , p} et pour toutx ∈ U , l’application
partielle t ∈ 7→ f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xp) soit d́erivable enxi, et que sa d́erivée enxi

définisse une fonction continue surU , not́ee∂xi
f . Alors la fonction

U → L(Rp;F )

x 7→
p∑

i=1

∂f

∂xi

(x) dxi

est continue comme composée des fonctions continues :

U → F × · · · × F

x 7→
( ∂f
∂x1

(x) , . . . ,
∂f

∂xp

(x)
) et F × · · · × F → L(Rp;F )

(y1, . . . , yp) 7→
p∑

i=1

yi dxi .

(Dans la notation ci-dessus,yi dxi ∈ L(Rp;F ) est d́efini par(yi dxi)(h) = hi y
i.) Vérifier que

f est effectivement diff́erentiable de diff́erentielle

dfx =
∑

∂xi
f(x) dxi ,

demande un peu de travail. On peut raisonner par récurrence. Le casp = 1 est clair (c’est
l’exemple des fonctions de variable réelle). Supposons que ce soit vrai pour les fonctionsp
variables ŕeelles, et consid́erons une fonction sur un ouvert deRp+1 admettant(p+ 1) dérivées
partielles continues. Alors

f(x+ h) − f(x) −
p+1∑
i=1

hi ∂xi
f(x) =

f(x1 + h1, . . . , xp + hp, xp+1 + hp+1) − f(x1 + h1, . . . , xp + hp, xp+1) − hp+1 ∂xp+1f(x)

+ f(x1 + h1, . . . , xp + hp, xp+1) − f(x1, . . . , xp, xp+1) −
p∑

i=1

hi ∂xi
f(x) .

Lorsqu’on divise cettéegalit́e par‖(h1, . . . , hp+1)‖, le second morceau tend vers0 avech
d’apr̀es l’hypoth̀ese de ŕecurrence. Il restèa montrer que le premier morceau tend aussi vers
0. On va pour cela appliquer lethéorème des acroissements finis̀a la fonction d’une variable
réelle

g : ξ 7→ f(x1 + h1, . . . , xp + hp, ξ) − (ξ − xp+1) ∂xp+1f(x) .

Cette fonction est d́erivable au voisinage dexp+1, de d́erivée :

g′(ξ) = ∂xp+1f(x1 + h1, . . . , xp + hp, ξ) − ∂xp+1f(x) .

Or, par hypoth̀ese, la fonction∂xp+1f est continue au pointx. Soit doncε > 0. Il existeη > 0
tel que

max
i∈{1,...,p+1}

|(y − x)i| ≤ η ⇒ ‖∂xp+1f(y) − ∂xp+1f(x)‖F ≤ ε .

Par conśequent, simaxi∈{1,...,p+1} ‖hi‖ ≤ η et ξ appartient au segment d’extrémit́esxp+1 et
xp+1 + hp+1, ‖g′(ξ)‖F ≤ ε. Ceci implique (en appliquant le théor̀eme des accroissements finis
aux composantes deg, qui sont des fonctions deR dansR !),

‖g(xp+1 + hp+1) − g(xp+1)‖F ≤ ε |hp+1| .
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Grâceà l’inégalit́e triangulaire, on en d́eduit qu’il existeη1 ≤ η tel quemaxi∈{1,...,p+1} |hi| ≤
η1 implique∥∥∥∥∥f(x+ h) − f(x) −

p+1∑
i=1

hi ∂xi
f(x)

∥∥∥∥∥
F

≤ ε ( |h1| + · · · + |hp+1| ) .

2

Matrice jacobienne. Si une fonctionf : U ⊂ Rp → Rq, de composantes(f1, . . . , fq),
est diff́erentiable au pointx, on d́efinit sa matrice jacobienne au pointx comme la matrice de
l’application linéairedfx dans les bases canoniques deRp etRq. Elle est donńee par

Df(x) =

 ∂x1f1(x) · · · ∂xpf1(x)
...

...
∂x1fq(x) · · · ∂xpfq(x)

 ∈Mq,p(R) .

Autrement dit, le coefficient de la matrice jacobienne def d’indice i ∈ {1, · · · , q} en ligne et
j ∈ {1, · · · , p} en colonne est

(Df(x))i,j = ∂xj
fi(x) .

En particulier, siq = 1, Df(x) est une matrice ligne. De façon géńerale, les lignes desDf(x)
sont lesDfi(x).

Nabla. On note parfois∇f(x) (qui se lit« nablaf dex » ) la matrice transposée deDf(x) :

(∇f(x))i,j = ∂xi
fj(x) .

En fait, cette notation est surtout utilisée lorsqueq = 1, auquel cas∇f(x) est une matrice
colonne, que l’on identifièa un vecteur deRp appeĺegradient def au pointx.

Opérateurs différentiels classiques. Comme on vient de le voir, pour une fonction différentiable
àvaleurs scalaires, ϕ : U ⊂ Rp → R, le gradient est d́efini par :

gradϕ : U ⊂ Rp → Rp

x 7→ (gradϕ)(x) :=
(
∂x1ϕ(x) , . . . , ∂xpϕ(x)

)
.

Par ailleurs, pour une fonction différentiablef : U ⊂ Rp → Rp (noter l’égalit́e des
dimensions au d́epart et̀a l’arrivée), de composantes(f1, . . . , fp), on d́efinit sadivergencepar

divf : U ⊂ Rp → R

x 7→ (divf)(x) := tr(Df(x)) =

p∑
i=1

∂xi
fi(x) .

Lorsquep = 3, on d́efinit aussi lerotationnel def

rotf : U ⊂ R3 → R3

x 7→ (rotf)(x)

par

(rotf)(x) :=
(
∂x2f3(x) − ∂x3f2(x) , ∂x3f1(x) − ∂x1f3(x) , ∂x1f2(x) − ∂x2f1(x)

)
.



Chapitre II

Théorème des accroissements finis

Ce chapitre est consacréà l’un des ŕesultats fondamentaux du calcul différentiel, et̀a quelques
unes de ses applications.

Pour une fonction devariable r éelleet à valeurs réelles, on connâıt la formule des ac-
croissements finis(conśequence du th́eor̀eme de Rolle) : siϕ : I ⊂ R → R est d́erivable sur
l’intervalle I, alors pour tout(x, y) ∈ I × I (avecx < y), il existet ∈]x, y[ tel que

f(x) − f(y) = f ′(t) (x − y) .

Par suite, si|f ′| est majoŕee par une constantek > 0 sur l’intervallle I, on a l’inégalité des
accroissement finis:

| f(x) − f(y) | ≤ k |x − y | quel que soit(x, y) ∈ I × I .

Attention ! Pour une fonctionf à valeurs dans un espace autre queR, il n’y a pas de
formule des accroissements finis : par exemple, la fonctionf : x 7→ ei x est d́erivable, et sa
dérivéex 7→ i ei x ne s’annule pas, bien qu’il existe des points (nombreux)x et y distincts òu
f(x) = f(y) ! En revanche, l’inégalitédes accroissements finis reste vraie.

1 Fonctions d’une variable ŕeelle

Théorème II.1 Soitf : I ⊂ R → F une fonction d́erivable sur un intervalle ouvertI et à
valeurs dans unR-espace de BanachF . On suppose qu’il existek > 0 tel que

‖ f ′(t) ‖F ≤ k quel que soitt ∈ I .

Alors

(1.1) ‖ f(x) − f(y) ‖F ≤ k |x − y | quel que soit(x, y) ∈ I × I .

Dém. Pour fixer les id́ees, on prend(x, y) ∈ I × I avecx < y. On ne va pas montrer
directement (1.1), mais le résultat interḿediaire suivant : pour toutε > 0 et pour toutt ∈ [x, y],

(1.2) ‖ f(t) − f(x) ‖F ≤ ( k + ε ) ( t − x ) + ε .

En l’appliquantà t = y puis en faisant tendreε vers 0, on en d́eduit en effet (1.1). Pour
démontrer le ŕesultat interḿediaire, consid́erons l’ensemble :

O := { t ∈ [x, y] ; ‖ f(t) − f(x) ‖F > ( k + ε ) ( t − x ) + ε } .

13
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C’est un ensemble ouvert (carf est continue) dans[x, y], dont on veut montrer qu’il est vide.
Supposons queO ne soit pas vide, et soit alorst sa borne inf́erieure. Comme l’ińegalit́e

(1.2) est vraie au voisinage dex (par continuit́e de l’application

t 7→ ‖ f(t) − f(x) ‖F − ( k + ε ) ( t − x ) ,

qui vautévidemment0 ent = x), on at > x, et donct = infO ne peut paŝetre dans l’ouvert
O (si τ > x et siτ appartient̀aO, [x, τ [∩O est non vide, doncτ ne minore pasO et ne peut
par conśequent paŝetre la borne inf́erieure deO). Donc

‖ f(t) − f(x) ‖F ≤ ( k + ε ) ( t − x ) + ε .

D’autre part, d’apr̀es la d́erivabilité def ent, il existeη > 0 tel que pour toutt ∈]t , t + η],

k ≥ ‖f ′(t)‖F ≥ ‖ f(t) − f(x) ‖F

|t − t|
− ε ,

d’où
‖ f(t) − f(t) ‖F ≤ ( k + ε ) ( t − t ) .

Par l’inégalit́e triangulaire, on en d́eduit

‖ f(t) − f(x) ‖F ≤ ( k + ε ) ( t − x ) + ε

pour t ∈ [t , t + η], c’est-̀a-dire que[t , t + η] ∩ O est vide. Ort < y (si ce n’́etait pas le
cas,O serait ŕeduit au singleton{y}, qui n’est pas ouvert dans[x, y] !) donc pourη assez petit,
t + η < y. Par conśequent,[t , t + η] ∩ O = ∅ montre quet + η est un minorant deO
strictement plus grand quet : ceci contredit le fait quet soit la borne inf́erieure deO. 2

Remarque. Le résultat s’applique m̂eme pourx ety au bord de l’intervalleI, à condition que
f soitcontinue sur l’intervalle ferm éI et qu’on ait une estimation def ′ sur l’intervalle ouvert
I. En effet, dans la d́emonstration, l’ensembleO reste un ouvert dont la borne inférieure, s’il
est non vide, appartientà l’intervalle ouvert]x , y [.

La même ḿethode de d́emonstration permet de montrer le résultat plus ǵeńeral suivant.

Théorème II.2 Soit f : I ⊂ R → F une fonction d́erivable sur un intervalle ouvertI et
à valeurs dans unR-espace de BanachF . On suppose qu’il existe une fonctionϕ : I → R
dérivable telle que

‖ f ′(t) ‖F ≤ ϕ′(t) quel que soitt ∈ I .

Alors

(1.3) ‖ f(x) − f(y) ‖F ≤ |ϕ(x) − ϕ(y) | quel que soit(x, y) ∈ I × I .

2 Théorème ǵenéral

Comme au chapitre I,E etF désignent desR-espace de Banach.
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Théorème II.3 Soitf : U ⊂ E → F une fonction diff́erentiable sur un ouvertconvexeU .
On suppose qu’il existek > 0 tel que

9 dfu 9 ≤ k quel que soitu ∈ U .

Alors

(2.4) ‖ f(x) − f(y) ‖F ≤ k ‖x − y ‖E quel que soit(x, y) ∈ U × U .

Dém. Fixons(x, y) ∈ U × U . D’après les hypoth̀eses, le segment d’extrémit́esx et y est
inclus dansU , et la fonction d’une variable réelle

g : [0, 1] → F
t 7→ f(x + t ( y − x ) )

est d́erivable, de d́erivée
g′(t) = df( x + t ( y−x ) )( y − x ) ,

satisfaisant la majoration‖g′(t)‖F ≤ k ‖ y − x ‖E pour toutt ∈ [0, 1]. D’après le th́eor̀eme
II.1, on en d́eduit

‖ f(y) − f(x) ‖F = ‖ g(1) − g(0) ‖F ≤ k ‖ y − x ‖E .

2

Remarque. La démonstration donne en fait l’inégalit́e plus fine

‖ f(y) − f(x) ‖F ≤ sup
t∈[0,1]

9df( x + t ( y−x ) ) 9 ‖ y − x ‖E .

3 Applications

Le théor̀eme des accroissements finis a de nombreuses applications. Les plus« fondamen-
tales» sont

• la caract́erisation des fonctions de différentielle nulle sur les ouvertsconnexes,
• la caract́erisation des fonctions de classeC 1 sur un produit cart́esien.

Théorème II.4 Soitf : U ⊂ E → F une fonction diff́erentiable sur un ouvertconnexeU ,
telle quedfx ≡ 0 pour toutx ∈ U . Alorsf estconstante.

Dém.Quel que soitx ∈ U , il exister > 0 tel que la boule ouverte de centrex et de rayon
r, B(x; r) soit incluse dansU . Cette boule est convexe, et puisquedf ≡ 0, le th́eor̀eme des
accroissements finis montre quef(y) = f(x) quel que soity ∈ B(u; r) : cela signifie quef
estlocalement constante. CommeU est connexe, on en déduit facilement quef est constante.
En effet, fixonsx ∈ U . L’ensemblef−1({f(x)}) est non vide puisqu’il contientx, et ferḿe par
continuit́e def . D’après ce qui pŕec̀ede, cet ensemble est aussi ouvert. PuisqueU est connexe,
on a doncf−1({f(x)}) = U . Autrement dit,f(y) = f(x) pour touty ∈ U . 2
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Théorème II.5 SoientE1, . . . ,En des espaces de Banach etE = E1 × · · · × En muni (par
exemple) de la norme

‖(x1, . . . , xn)‖E = ‖x1‖E1 + · · · + ‖xn‖En .

Une fonction
f : U ⊂ E → F

x = (x1, . . . , xn) 7→ f(x)

est contin̂ument diff́erentiable si et seulement si pour touti ∈ {1, . . . , n} et pour toutx =
(x1, . . . , xn) ∈ U , l’application partielle

yi 7→ (x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn)

est diff́erentiable enyi = xi et sa diff́erentielle d́efinit une fonction (appelée diff érentielle
partielle) continue deU dansL(Ei;F ).

Dém.Il y a un sens facile. Sif est contin̂ument diff́erentiable, quels que soienti ∈ {1, . . . , n}
et x = (x1, . . . , xn) ∈ U , l’application partielleg : yi 7→ (x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn) est
diff érentiable enyi = xi, de différentielle d́efinie par

dgxi
(hi) = dfx(0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0)

pour touthi ∈ Ei. Notonsdifx ∈ L(Ei;F ) l’application d́efinie comme ci-dessus pardifx(hi) =
dfx(0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0), et

dif : U → L(Ei;F )
x 7→ difx

.

Alors dif est continue surU , comme compośee des fonctions continues

df : U → L(E;F )
x 7→ dfx

et L(E;F ) → L(Ei;F )
` 7→ (hi 7→ `(0, . . . , 0, hi, 0, . . . , 0) ) .

Pour toutx ∈ U , on a par lińearit́e dedfx :

dfx(h) =
n∑

i=1

difx(hi)

pour touth = (h1, . . . , hn) ∈ E.
La réciproque ńecessite le th́eor̀eme des accroissements finis. Supposons que pour touti ∈

{1, . . . , n} la différentielle partielledif existe et soit continue. Alors l’application

U → L(E;F )

x 7→
(
(h1, . . . , hn) 7→

n∑
i=1

difx(hi)
)

est bien continue comme composée des fonctions continues

U → L(E1;F )× · · · × L(En;F )
x 7→ (d1fx, . . . , dnfx)
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(fonctionà valeurs dans un produit dont chaque composante est continue) et

L(E1;F )× · · · × L(En;F ) → L(E;F )

(`1, . . . , `n) 7→
(
(h1, . . . , hn) 7→

n∑
i=1

`i(hi)
)

(application lińeaire continue). Il s’agit de montrer quef est diff́erentiable, de diff́erentielle
préciśement d́efinie par

dfx(h) =
n∑

i=1

difx(hi)

pour toutx ∈ U et pour touth = (h1, . . . , hn) ∈ E. On peut raisonner par récurrence sur
n. Le casn = 1 estévident : siE = E1, dfx(h) = d1fx(h1) pour toutx ∈ U et pour tout
h = h1 ∈ E. Supposonsn ≥ 2 et le ŕesultat d́emontŕe pour les fonctions d́efinies sur un ouvert
d’espace produit de(n− 1) espaces. Soitx ∈ U et r > 0 tel que

max
i∈{1,...,n}

‖(y − x)i‖Ei
≤ r ⇒ y = (y1, . . . , yn) ∈ U .

Pour touth = (h1, . . . , hn) ∈ E tel quemaxi∈{1,...,n} ‖hi‖Ei
≤ r on a

f(x+ h) − f(x) −
n∑

i=1

difx(hi) =

f(x1 + h1, . . . , xn−1 + hn−1, xn + hn) − f(x1 + h1, . . . , xn−1 + hn−1, xn) − dnfx(hn)

+ f(x1 + h1, . . . , xn−1 + hn−1, xn) − f(x1, . . . , xn−1, xn) −
n−1∑
i=1

difx(hi) .

Lorsqu’on divise cettéegalit́e par‖(h1, . . . , hn)‖, le second morceau tend vers0 avech d’apr̀es
l’hypothèse de ŕecurrence. Il restèa montrer que le premier morceau tend aussi vers0. C’est ici
que va intervenir lethéorème des acroissements finis. Par hypoth̀ese, la fonction

g : yn 7→ f(x1 + h1, . . . , xn−1 + hn−1, yn) − dnfx(yn − xn)

est diff́erentiable dans la boule ouverte de rayonr, centŕee enxn dans l’espaceEn, de différentielle
définie par

dgyn(hn) = dnf(x1+h1,...,xn−1+hn−1,yn)(hn) − dnfx(hn)

et donc de norme

9dgyn9 ≤ 9dnf(x1+h1,...,xn−1+hn−1,yn) − dnfx 9 .

Or, par hypoth̀ese, la diff́erentielle partiellednf est continue au pointx = (x1, . . . , xn). Soit
doncε > 0. Il existeη ∈]0, r] tel que

max
i∈{1,...,n}

‖(y − x)i |Ei
≤ η ⇒ 9dnf(y1,...,yn) − dnf(x1,...,xn)9 ≤ ε .

Par conśequent, simaxi∈{1,...,n} ‖hi‖Ei
≤ η,

9dgyn9 ≤ ε pour ‖yn − xn‖En ≤ η ,
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et le th́eor̀eme des acroissements finis (appliqué à g dans la boule de centrexn et de rayonη,
qui est bien convexe) implique

‖g(xn + hn) − g(xn)‖F ≤ ε ‖hn‖En .

Grâceà l’inégalit́e triangulaire, on en d́eduit qu’il existeη1 ≤ η tel quemaxi∈{1,...,n} ‖hi‖Ei
≤

η1 implique∥∥∥∥∥f(x+ h) − f(x) −
n∑

i=1

difx(hi)

∥∥∥∥∥
F

≤ ε ( ‖h1‖E1 + · · · + ‖hn‖En ) .

2

Comme l’auront remarqúe les lecteurs perspicaces, la démonstration ci-dessus est calquée
sur celle du th́eor̀eme I.2 dans le chapitre I, que l’on peut voir comme un cas particulier du
théor̀eme II.5 avecE1 = · · · = En = R.



Chapitre III

Diff éomorphismes

1 Introduction

SoientU etV des ouverts (non vides) d’espaces de BanachE etF respectivement.

Définition III.1 On dit qu’une applicationf : U → V est undiff éomorphisme(deU sur
V ) si et seulement si

i). f est unebijection,

ii). f est de classeC 1, c’est-̀a-direcontinûment diff érentiablesurU ,

iii). f−1 est de classeC 1 surV .

Attention, le pointiii) est important.

Exemple (avecE = F = R !)
La fonction trigonoḿetriquetan est un diff́eomorphisme de] − π/2 , π/2 [ surR.

Contre-exemple (avecE = F = R !)
La fonction polyn̂omialex 7→ x3 n’est pasun difféomorphisme deR dansR, bien que ce
soit une bijection, contin̂ument diff́erentiable : sa réciproque n’est en effet pas différentiable en
y = 0.

Proposition III.1 Sif : U → V est un diff́eomorphisme, sa différentielle est en tout point de
U un isomorphisme deE surF , et la diff́erentielle de la fonction ŕeciproquef−1 est líeeà celle
def par la formule :

d(f−1)y =
(
dff−1(y)

)−1
pour touty ∈ V .

Dém.Pour simplifier l’́ecriture, notonsg = f−1. Par d́efinition, on a

g ◦ f = IdU et f ◦ g = IdV ,

d’où en applicant la r̀egle de d́erivation des fonctions composées (th́eor̀eme I.1)

dgy ◦ dfx = IdE et dfx ◦ dgy = IdF pour tout x ∈ U et y = f(x) .

2

Corollaire III.1 S’il existe un diff́eormorphisme d’un ouvert deE sur un ouvert deF , les deux
espaces sontisomorphes. En particulier, si l’un d’eux est de dimension finie, l’autre aussi et sa
dimension est la m̂eme.

19
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2 Théorème d’inversion locale

Le théor̀eme d’inversion locale est une sorte de réciproque de la proposition III.1.

Théorème III.1 Si f : U → V est de classeC 1, si a ∈ U est tel que quedfa soit un
isomorphisme deE surF , il existe un voisinage ouvertUa dea dansU et un voisinage ouvert
Vb deb = f(a) dansV tel que la restriction def àUa soit un diff́eomorphisme deUa surVb.

La démonstration utilise essentiellement trois ingrédients :
1) le fait que l’ensemble Isom(E;F ) des isomorphismes deE surF soit un ouvert et que

l’applicationu ∈ Isom(E;F ) 7→ u−1 ∈ Isom(F ;E) soit continue,
2) le th́eor̀eme des accroissements finis,
3) le th́eor̀eme du point fixe de Banach-Picard.

Le point 1) a d́ejà ét́e mentionńe au chapitre I. Il est laissé en exercice. Pour le point 2) on
renvoie au chapitre II. Pour le point 3), rappelons le

Théorème III.2 SiC est unfermé non vide d’un espace deBanachE et sih : C → C est
contractante, c’est-̀a-dire qu’il existek ∈]0, 1[ tel que

‖h(x) − h(x′) ‖E ≤ k ‖x − x′‖E quels que soientx etx′ ∈ C ,

alors il existe un uniquex0 ∈ C tel queh(x0) = x0.

Attention ! Dans ce th́eor̀eme, toutes les hypothèses sont cruciales : l’ensembleC doit être
complet (on a besoin du critère de Cauchy) et stable parh (on a besoin d’it́ererh), et la constante
k doit êtrestrictementinférieureà1 (pour pouvoir appliquer le critère de Cauchỳa la suite des
itéŕeshn(x)).

Démonstration du théorème III.1 On proc̀ede en quatréetapes :

(0) Réduction du problème.Pour simplifier les calculs, on peut sans perte de géńeralit́e se
ramener au cas où

(2.1) E = F , a = b = 0 et dfa = IdE .

C’est possible en remplaçant l’ouvertU par l’ensemblẽU desx tels quea + x appartient̀aU ,
etf par f̃ définie par

f̃(x) = (dfa)
−1 ( f(a + x) − f(a) ) .

Si l’on démontre le ŕesultat pour̃f , on en d́eduira imḿediatement le ŕesultat pourf . Désormais,
on enl̀eve les tildas et l’on se place dans le cas (2.1).

(1) Existence de la fonction ŕeciproque locale.Consid́erons l’application

g : x ∈ U 7→ g(x) := x − f(x) .

D’après les hypoth̀eses et (2.1),g est de classeC 1 et telle que

g(0) = 0 , dg0 = 0 .
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Donc il exister > 0 tel que pour‖x‖ ≤ 2r, x ∈ U et

9dgx9 ≤ 1/2 .

D’après le th́eor̀eme des accroissement finis appliqué à g dans la bouleB(0; 2r) de centre0 et
de rayon2r,

‖g(x)‖ = ‖g(x) − g(0)‖ ≤ 1

2
‖x‖ < r

pour toutx ∈ B(0; 2r). Ceci signifieg(B(0; 2r)) ⊂ B(0; r). Par continuit́e deg, on a aussi
l’inclusion avec les boules ferḿees :g(B(0; 2r)) ⊂ B(0; r).

Nous allons montrer que pour touty ∈ B(0; r) il existe un uniquex ∈ B(0; 2r) tel que
y = f(x). Pour cela, fixonsy ∈ B(0; r) et consid́erons l’application

h : x ∈ B(0; 2r) 7→ h(x) := y + g(x) .

On auray = f(x) si et seulement sih(x) = x. C’est ici bien ŝur qu’intervient le th́eor̀eme du
point fixe. Vérifions d’abord que la boule ferḿeeB(0; 2r) est stable parh :

si x ∈ B(0; 2r) , ‖h(x)‖ ≤ ‖y‖ + ‖g(x)‖ < r + r = 2r .

Vérifions ensuite queh est contractante :

si x etx′ ∈ B(0; 2r) , ‖h(x) − h(x′)‖ = ‖g(x) − g(x′)‖ ≤ 1

2
‖x − x′‖

en appliquant une nouvelle fois le théor̀eme des accroissement finisà g dansB(0; 2r). Par
continuit́e deg (et donc deh) à nouveau, l’ińegalit́e ci-dessus est m̂eme vraie dans la boule
ferméeB(0; 2r). Donc le th́eor̀eme III.2 s’applique bieǹah dansB(0; 2r). On observe de plus
que son point fixex appartient en fait̀a la boule ouverteB(0; 2r) : puisquey ∈ B(0; r),

‖x‖ = ‖h(x)‖ ≤ ‖y‖ + ‖g(x)‖ < r + ‖g(x)‖ ≤ 2r .

Par conśequent, la restriction def àU0 := B(0; 2r) ∩ f−1(B(0; r)), qui est un voisinage
ouvert de0, est une bijection deU0 surB(0, r). Par abus de notation on note simplementf−1

sa ŕeciproque.

(2) La fonction f−1 est Lipschitzienne :Soienty = f(x) et y′ = f(x′) ∈ B(0; r), avec
x , x′ ∈ B(0; 2r). Alors

‖x − x′‖ = ‖ y + g(x) − y′ − g(x′)‖ ≤ ‖ y − y′ ‖ +
1

2
‖x − x′ ‖ ,

d’où ‖x − x′‖ ≤ 2 ‖ y − y′‖.
(3) La fonction f−1 est de classeC 1 : Par continuit́e dedf et puisque Isom(E;E) est un
ouvert, pourr assez petit,dfx ∈ Isom(E;E) pour toutx ∈ B(0; 2r) ; de plus, par continuité de
u ∈ Isom(E;E) 7→ u−1, l’application

B(0; 2r) → Isom(E;E)
x 7→ (dfx)

−1

est continue. Commedf0 = IdE, quitteà diminuer encorer on peut supposer :

9(dfx)
−19 ≤ 2 pour toutx ∈ B(0; 2r) .
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Cette estimation et la constante de Lipschitz obtenue au(2) permettent de montrer que le
candidat(dfx)

−1 est effectivement la diff́erentielle def−1 au pointy = f(x), quel que soit
x ∈ B(0; 2r). On proc̀ede comme d’habitude, en revenantà la d́efinition. Il faut montrer que le
rapport

‖f−1(y + k) − f−1(y) − (dfx)
−1(k)‖

‖k‖

tend vers0 aveck. Pour cela ońecritx + h = f−1(y + k) (pourk ∈ B(0; r − ‖y‖)). D’où

‖f−1(y + k) − f−1(y) − (dfx)
−1(k)‖ = ‖x + h − x − (dfx)

−1( f(x+ h) − f(x) ) ‖

≤ 9(dfx)
−1 9 ‖ f(x+ h) − f(x) − (dfx)(h) ‖ ,

d’où encore

‖f−1(y + k) − f−1(y) − (dfx)
−1(k)‖

‖k‖
≤ 2

‖ f(x+ h) − f(x) − (dfx)(h) ‖
‖h‖

‖h‖
‖k‖

.

Or d’apr̀es le(2), ‖h‖/‖k‖ ≤ 2. On conclut en appliquant la définition de la diff́erentiabilit́e à
f . 2

Le théor̀eme d’inversion locale est fondamental en analyse. Il permet notamment de ca-
ract́eriser les diff́eomorphismes : le résultat suivant inclut la réciproque de la proposition III.1.

Corollaire III.2 Soitf : U → F une application de classeC 1 avecU un ouvert non vide.
C’est un diff́eomorphisme (deU surf(U)) si et seulement si elle est injective et sa différentielle
est en tout point deU un isomorphisme deE surF .

Dém. La partie directe d́ecoule de la d́efinition et de la proposition III.1. Ŕeciproquement,
supposonsf injective et telle quedfx ∈ Isom(E;F ) pour toutx ∈ U . Alors f est bien ŝur
bijective deU surf(U). De plus, le th́eor̀eme d’inversion locale montre quef(U) est unouvert.
En effet, pour touty = f(x) ∈ f(U), il existe un voisinage ouvert dey qui s’écritVy = f(Ux),
oùUx est un voisinage ouvert dex dansU , et qui est par conséquent inclus dansf(U). En fait,
on montre de la m̂eme façon que l’image parf de tout ouvert inclus dansU est un ouvert. (On dit
alors quef est une applicationouverte.) Par suite, l’application réciproquef−1 : f(U) → U
est continue. Il restèa montrer qu’elle est continûment diff́erentiable. Or l’application

f(U) → L(F ;E)
y 7→ (dff−1(y))

−1 .

est continue comme composée d’applications continues, et de plus, on sait d’après l’étape(3)
de la d́emonstration du th́eor̀eme d’inversion locale que c’est (localement) la différentielle de
f−1. 2

En dimension finie, le ŕesultat peut s’́enoncer ainsi.

Corollaire III.3 SoitU un ouvert deRp etf : U → Rp injective et de classeC 1. Alorsf est
un diff́eomorphisme si et seulement si le déterminant de sa matrice jacobienne (que l’on appelle
simplement lejacobiendef ) ne s’annule pas surU .
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3 Théorème des fonctions implicites

Parmi les conśequences fondamentales du théor̀eme d’inversion locale, on trouve un résultat
tout aussi important, connu sous le nom de théor̀eme des fonctions implicites. Il concerne la
résolution d’́equations non-lińeaires de la forme

f(x, y) = 0 ,

et doit son nom au fait que, sous les hypothèses que l’on va préciser, on peut en tirery comme
fonction dex : on dit alors quef(x, y) = 0 définit implicitementy, ou encorey comme
fonction implicite dex.

Dans l’́enonće qui suit,E, F etG sont trois espaces de Banach.

Théorème III.3 SoitU un ouvert deE × F et f : U → G une fonction de classeC 1. On
suppose qu’il existe(a, b) ∈ U tel quef(a, b) = 0G et la diff́erentielle partielle def par
rapport à y, d2f est telle qued2f(a,b) soit un isomorphisme deF sur G. Alors il existe un
voisinage ouvertU(a,b) de(a, b) dansU , un voisinage ouvertWa dea dansE et une fonction de
classeC 1

ϕ : Wa → F

telle que :
( (x, y) ∈ U(a,b) et f(x, y) = 0G ) ⇔ y = ϕ(x) .

Dém.Comme annonće, on va appliquer le th́eor̀eme d’inversion locale. Pour cela, on considère
la fonction

g : U → E ×G
(x, y) 7→ (x , f(x, y) ) .

Elle est de classeC 1, et pour tout(x, y) ∈ U , pour tout(h, k) ∈ E × F , on a

dg(x,y)(h, k) = (h , d1f(x,y)(h) + d2f(x,y)(k) ) ,

où d1f désigne la diff́erentielle partielle def par rapport̀a x. Vérifions quedg(a,b) est un iso-
morphisme deE × F surE × G : d’apr̀es l’hypoth̀ese sur la diff́erentielle partielled2f , on a
pour tout(h′, k′) ∈ E ×G,

(h, k) ∈ E × F et dg(a,b)(h, k) = (h′, k′)

équivautà
h = h′ et k = (d2f(a,b))

−1 ( k′ − d1f(a,b)(h
′) ) .

Doncdg(a,b) est bien un isomorphisme, d’inverse

(dg(a,b))
−1 : E ×G → E × F

(h′, k′) 7→ (h′ , (d2f(a,b))
−1 ( k′ − d1f(a,b)(h

′) ) ) .

Par conśequent,g est un diff́eomorphisme d’un voisinage ouvertU(a,b) de (a, b) sur voisinage
ouvert de(a, 0), que l’on peut supposer de la formeWa × Z0 oùWa est un voisinage ouvert de
a etZ0 est un voisinage ouvert de0G. La réciproque deg est ńecessairement de la forme

g−1(x, z) = (x , φ(x, z) ) ,
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avecφ de classeC 1 surWa × Z0. Autrement dit, on a

( (x, y) ∈ U(a,b) et f(x, y) = z ) ⇔ ( (x, z) ∈ Wa × Z0 et y = φ(x, z) ) .

En particulier,

( (x, y) ∈ U(a,b) et f(x, y) = 0 ) ⇔ ( x ∈ Wa et y = ϕ(x) ) ,

où l’on a not́eϕ(x) = φ(x, 0). 2

Proposition III.2 Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme III.3, quittèa réduireWa on a

dϕx(h) = − (d2f(x,ϕ(x)))
−1 d1f(x,ϕ(x))(h)

pour toutx ∈ Wa et pour touth ∈ E.

Dém. L’image ŕeciproque de l’ouvert Isom(F ;G) par l’application continued2f est un
ouvert et il contient(a, b). Donc, quittèa ŕeduireU(a,b) et donc aussiWa, on peut supposer

d2f(x,ϕ(x)) ∈ Isom(F ;G) pour tout x ∈ Wa .

On obtient le ŕesultat en diff́erentiant l’identit́e (valable dansWa) :

f(x, ϕ(x)) ≡ 0 .

2

Signalons pour finir un résultat d’analyse fonctionnelle, que l’on admettra, et qui permet
de simplifier la v́erification des hypoth̀eses des th́eor̀emes d’inversion locale ou des fonctions
implicites.

Théorème III.4 SiE etF sont des espaces de Banach, siu est une application lińeaire conti-
nue et bijective deE surF , alors sa ŕeciproque est continue.

(Évidemment, en dimension finie ce théor̀eme est sans intér̂et, puisque toutes les applica-
tions linéaires sont continues !) Autrement dit, pour vérifier queu est un isomorphisme deE
surF , il “suffit” de vérifier queu estlin éaire continue et bijective.



Chapitre IV

Diff érentielles d’ordre suṕerieur

1 Diff érentielle seconde

Définition IV.1 Une fontionf définie sur un ouvert (non vide)U d’un R-espace de BanachE
et à valeurs dans unR-espace de BanachF est ditedeux fois différentiable enx ∈ U si elle
est diff́erentiable dans un voisinage ouvertUx dex et si sa diff́erentielledf : Ux → L(E;F )
est diff́erentiable enx. On dit quef est deux fois diff́erentiable dansU si elle est diff́erentiable
en tout point deU .

Par d́efinition, la différentielle dedf enx, d(df)x est une application lińeaire continue deE
dansL(E;F ). Elle s’identifie naturellement avec une application bilinéaire continue surE×E,
en vertu de la

Proposition IV.1 SoientE, F etG des espaces de Banach. Alors les espacesL(E;L(F ;G))
etL(E,F ;G) munis des normes usuelles :

‖`‖L(E;L(F ;G) = sup{ ‖`(h)‖L(F ;G) , ‖h‖E ≤ 1 } ,

‖φ‖L(E,F ;G) = sup{‖φ(h, k)‖G ; ‖h‖E ≤ 1 , ‖k‖F ≤ 1}
sont isoḿetriques.

Dém. L’isométrie « naturelle» est d́efinie comme suit.̀A φ ∈ L(E,F ;G), on associè
définie par

`(h) : k 7→ φ(h, k) .

Pour touth ∈ E, on a`(h) ∈ L(F ;G) avec

‖`(h)‖L(F ;G) = sup
k∈F\{0}

‖φ(h, k)‖G

‖k‖F

≤ ‖φ‖L(E,F ;G) ‖h‖E ,

et de plus̀ ∈ L(E;L(F ;G)) avec

‖`‖L(E;L(F ;G)) = sup
h∈E\{0}

sup
k∈F\{0}

‖φ(h, k)‖G

‖h‖E‖k‖F

= ‖φ‖L(E,F ;G) .

Inversement,̀a ` ∈ L(E;L(F ;G)) on associe

φ : (h, k) 7→ `(h)(k) .

C’est une application bilińeaire continue, de norméegaleà celle dè . On obtient bien ainsi une
bijection linéaire et pŕeservant la norme (donc bicontinue) deL(E,F ;G) surL(E;L(F ;G))2

25
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Définition IV.2 Ladiff érentielle seconded’une fonctionf : U ⊂ E → F deux fois diff́erentiable
est l’application

d2f : U → L(E,E;F )
x 7→ d2fx ;

définie par
d2fx(h, k) = d(df)x(h)(k) pour tout (h, k) ∈ E × E .

Remarque. On peut interpŕeter cette d́efinition de la façon suivante, qu’on utilise en pratique
pour calculerd2f . Sif est deux fois diff́erentiable surU , alors quel que soitk ∈ E, l’application

g : U → F
x 7→ dfx(k)

est diff́erentiable et
dgx(h) = d2fx(h, k) .

En effet,g est la compośee dedf et de l’application lińeaire continue

L(E;F ) → F
` 7→ `(k) .

Une autre interpŕetation utilise ce qu’on a vu sur la différentielle (premìere). Comme

d(df)x(h) =
d(dfx+th)

dt

∣∣∣∣
t=0

etdfx+th(k) =
df(x+ th+ sk)

ds

∣∣∣∣
s=0

,

on a

d2fx(h, k) =
d

dt

d

ds
f(x+ th+ sk)

∣∣∣∣
s=0

∣∣∣∣
t=0

.

Théorème IV.1 (Schwarz) Si f : U ⊂ E → F deux fois diff́erentiable enx alors d2fx est
une application bilińeairesymétrique.

La démonstration de ce théor̀eme repose sur le

Lemme IV.1 À une fonctionf : U ⊂ E → F et à un pointx ∈ U on associe la fonction
(définie sur un voisinage ouvert de(0, 0)) :

A : (h, k) 7→ A(h, k) := f(x+ h+ k) − f(x+ h) − f(x+ k) + f(x) .

Sif est deux fois diff́erentiable enx alors on a

lim
(h,k)→ (0,0)

‖A(h, k) − d2fx(h, k) ‖
‖h‖2 + ‖k‖2

= 0 .

Admettons provisoirement ce lemme, et démontrons le th́eor̀eme IV.1. La fonctionA est
clairement syḿetrique :A(h, k) = A(k, h). Par suite, pour tout(h, k) ∈ E × E,

d2fx(h, k) − d2fx(k, h) = d2fx(h, k) − A(h, k) + A(k, h) − d2fx(k, h) .
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Soitε > 0. Le lemme IV.1 montre donc qu’il existeη > 0 tel que‖h‖ ≤ η et‖k‖ ≤ η entrâıne

‖d2fx(h, k) − d2fx(k, h)‖ ≤ 2 ε ( ‖h‖2 + ‖k‖2 ) .

Ceci implique, par la bilińearit́e ded2fx,

d2fx(h, k) = d2fx(k, h) pour tout (h, k) ∈ E × E .

En effet, pour tout(h, k) ∈ E × E, il existeλ > 0 tel que‖λh‖ ≤ η et‖λk‖ ≤ η, d’où

‖d2fx(λh, λk) − d2fx(λk, λh)‖ ≤ 2 ε λ2 ( ‖h‖2 + ‖k‖2 )

et donc, en simplifiant parλ2,

‖d2fx(h, k) − d2fx(k, h)‖ ≤ 2 ε ( ‖h‖2 + ‖k‖2 ) .

Cette ińegalit́e étant vraie quel que soitε > 0, on en d́eduit‖d2fx(h, k) − d2fx(k, h)‖ = 0.2

Démonstration du lemme IV.1. L’ingr édient essentiel est le théor̀eme des accroissements
finis. Notons

B(h, k) = A(h, k) − d2fx(h, k) = f(x+h+k) − f(x+h) − f(x+k) + f(x) − d2fx(h, k) .

La fonctionB ainsi d́efinie est diff́erentiable par rapport̀a sa seconde variable au voisinage de
(0, 0), et pour toutk′ ∈ E,

d2B(h,k)(k
′) = df(x+h+k)(k

′) − df(x+k)(k
′) − d2fx(h, k

′) =

df(x+h+k)(k
′) − dfx(k

′) − d2fx(h+ k, k′) + dfx(k
′) − df(x+k)(k

′) + d2fx(k, k
′) .

Soit ε > 0. Par d́efinition ded2f , il existeη > 0 tel que pour touth′ ∈ E tel que‖h′‖ ≤ η et
pour toutk′ ∈ E,

‖ dfx+h′(k
′) − dfx(k

′) − d2fx(h
′, k′) ‖ ≤ ε‖h′‖ ‖k′‖ .

Pour tout(h, k) ∈ E × E tel que‖h‖ ≤ η/2 et ‖k‖ ≤ η/2, on peut appliquer cette inégalit́e à
h′ = h+ k et àh′ = k. On en d́eduit par l’ińegalit́e triangulaire que

‖ d2B(h,k)(k
′) ‖ ≤ 2 ε (‖h‖ + ‖k‖) ‖k′‖ pour tout k′ ∈ E ,

c’est-̀a-dire
9d2B(h,k)9 ≤ 2 ε (‖h‖ + ‖k‖) .

Le théor̀eme des accroissements finis appliqué à y 7→ B(h, y) sur le segment[0, k] (d’apr̀es la
remarque qui suit le th́eor̀eme II.3) montre alors que

‖B(h, k)‖ = ‖B(h, k) − B(h, 0)‖ ≤ 2 ε (‖h‖ + ‖k‖) ‖k‖ ≤ 4 ε (‖h‖2 + ‖k‖2)

si ‖h‖ ≤ η/2 et‖k‖ ≤ η/2. 2

Exemples de diff́erentielles secondes.
• Une applicationaffine f : x 7→ `(x) + b avec` ∈ L(E;F ) et b ∈ F est deux fois

diff érentiable et sa différentielle seconde est identiquement nulle.
• Une applicationquadratique f : x 7→ φ(x, x) avecφ ∈ L(E,E;F ) est deux fois

diff érentiable et sa différentielle seconde est constante (égaleà2φ si φ est syḿetrique).
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En dimension finie. Supposons ici queE = Rp et soit(e1, . . . , ep) la base« canonique» .
Si f est deux fois diff́erentiable sur un ouvertU ⊂ Rp, alors on a pour toutx ∈ U , pour tousi,
j ∈ {1, . . . , p},

d2
xf(ei, ej) =

∂

∂xi

∂f

∂xj

(x) .

Le théor̀eme de Schwarz montre que« les d́erivées partielles croisées sont́egales» c’est-̀a-dire

∂

∂xi

∂f

∂xj

=
∂

∂xj

∂f

∂xi

pour tousi, j ∈ {1, . . . , p}. Ces d́erivées sont en ǵeńeral not́ees

∂2f

∂xi ∂xj

.

Par bilińearit́e, sih et k sont deux vecteurs deRp de composantes(h1, . . . , hp) et (k1, . . . , kp)
respectivement,

d2
xf(h, k) =

p∑
i=1

p∑
j=1

hi kj
∂2f

∂xi ∂xj

(x) .

2 Diff érentielle d’ordre n

Pour les entiersn ≥ 2, on d́efinit par ŕecurrence les notions suivantes, qui géńeralisent de
façonévidente le casn = 2.

Définition IV.3 Soit une fontionf définie sur un ouvert (non vide)U d’un R-espace de Banach
E et à valeurs dans unR-espace de BanachF , etn un entier au moinśegalà 2. On dit qu’elle
est

• n fois diff érentiableenx ∈ U si elle est diff́erentiable dans un voisinage ouvertUx dex
et si sa diff́erentielledf : Ux → L(E;F ) est(n− 1) fois diff́erentiable enx.

• n fois diff́erentiable dansU si elle estn fois diff́erentiable en tout point deU .
• de classeC n si et seulement si sa différentielle est de classeC n−1.
• de classeC∞ si elle est de classeC n pour toutn ≥ 1.

.

Exemple. Les applications lińeaires continues et plus géńeralement les applicationsk-linéaires
continues sont de classeC∞.

En effet, le cask = 1 est clair : siu ∈ L(E;F ), elle est de classeC 1 et sa diff́erentielle
est constante (partoutégaleàu), donc de classeC∞ (les différentielles successives sont toutes
identiquement nulles). Voyons le cask = 2. Siφ ∈ L(E1, E2;F ) alors

dφ(x1,x2)(h1, h2) = φ(x1, h2) + φ(h1, x2) ,

d(dφ)(x1,x2)(h1, h2)(k1, k2) = φ(k1, h2) + φ(h1, k2) ,

c’est-̀a-dire qued(dφ) est constante. Donc les différentielles suivantes sont toutes identiquement
nulles. Le cas ǵeńeral se traite par récurrence ; il est laissé en exercice.
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Remarque. Comme on peut s’y attendre, la notion de fonctionn fois différentiable est plus
forte que celle de fonction(n− 1) fois différentiable, et la notion de fonction de classeC n est
plus forte que celle de fonction de classeC n−1. Autrement dit, sif estn fois différentiable, elle
esta fortiori (n− 1) fois différentiable ; sif est de classeC n, elle esta fortiori de classeC n−1.
La preuve repose sur une récurrence facile.

Dans l’́enonće suivant,E, F etG sont des espaces de Banach,U est un ouvert deE et V
est un ouvert deF contenantU .

Théorème IV.2 Si f : U ⊂ E → F estn fois diff́erentiable enx ∈ U et g : V ⊂ F → G
estn fois diff́erentiable eny = f(x) ∈ V , alorsg ◦ f estn fois diff́erentiable enx. Sif est de
classeC n surU etg est de classeC n surV alorsg ◦ f est de classeC n.

Dém.Le casn = 1 résulte du th́eor̀eme I.1 et du fait que l’application

d(g ◦ f) : x 7→ dgf(x) ◦ dfx

est continue sidf etdg sont continues, comme composée de

x 7→ ( dgf(x) , dfx ) ∈ L(F ;G)× L(E;F ) et (v, u) 7→ v ◦ u .

(Noter que la seconde application est bilinéaire continue.)
Le cas ǵeńeral se traite par récurrence surn. Supposons les propriét́es d́emontŕees jusqu’̀a

l’entier n − 1. Si f et g sontn fois différentiables enx et f(x) respectivement, alorsdf est
(n − 1) fois différentiable enx, de m̂eme quex 7→ dgf(x) comme compośee dedg et f (en
appliquant l’hypoth̀ese de ŕecurrence). En observant que l’application bilinéaire continue

(v, u) ∈ L(F ;G)× L(E;F ) 7→ v ◦ u

est de classeC∞ et en appliquant̀a nouveau l’hypoth̀ese de ŕecurrence, on en déduit qued(g◦f)
est(n− 1) fois différentiable enx. Ceci signifie pŕeciśement queg ◦ f estn fois différentiable
enx. Le raisonnement est identique pour montrer queg ◦ f est de classeC n si f etg le sont.2

Théorème IV.3 Si f est un diff́eomorphisme deU surV et sif est de classeC n alors f−1 est
aussi de classeC n.

Dém. L’ énonće est vide sin = 1. Le casn ≥ 2 se traite par ŕecurrence, en utilisant la
formule

d(f−1)y =
(
dff−1(y)

)−1

et le

Lemme IV.2 L’application

Isom(E;F ) → Isom(F ;E)
u 7→ u−1

est de classeC∞.

Supposons que la réciproque de tout diff́eomorphisme de classeC n−1 est de classeC n−1.
Soitf un difféomorphisme de classeC n. Alors par d́efinition,df est de classeC n−1, et d’apr̀es
l’hypothèse de ŕecurrencef−1 est de classeC n−1 (au moins). Donc le th́eor̀eme IV.2 montre
que l’applicationy 7→ dff−1(y) est de classeC n−1, et gr̂ace au lemme IV.2, le m̂eme th́eor̀eme

montre quey 7→
(
dff−1(y)

)−1
est de classeC n−1. 2
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Dém. du lemme IV.2 On sait d́ejà que l’applicationΘ : u 7→ u−1 est diff́erentiable et

dΘu(h) = −Θ(u) ◦ h ◦Θ(u) c’est-̀a-dire dΘu = φ(Θ(u),Θ(u)) ,

où φ est l’application bilińeaire continue

φ : L(F ;E)× L(F ;E) → L(L(E;F );L(F ;E))
(v, w) 7→ (h 7→ − v ◦ h ◦ w)

.

L’applicationφ est en fait de classeC∞. Le th́eor̀eme IV.2 montre doncΘ est de classeC∞

(récurrence imḿediate). 2

On va maintenant d́efinir la différentielle d’ordren de façonà ǵeńeraliser la notion de
diff érentielle seconde. Sif estn fois différentiable enx, sa diff́erentielle d’ordren au point
x sera une applicationn-linéaire syḿetrique.

Définition IV.4 SoientE etF desR-espaces de Banach, etLn(E;F ) l’espace des applications
n-linéaires continues surEn. Une applicationφ ∈ Ln(E;F ) est ditesymétrique si pour toute
permutationσ ∈ Σn et pour toutn-uplet(x1, . . . , xn) ∈ En,

φ(xσ(1), . . . , xσ(n)) = φ(x1, . . . , xn) .

On noteraLs
n(E;F ) l’espace des applicationsn-linéaires continues et symétriques surEn.

Remarque. Pour v́erifier qu’une applicationn-linéaire est syḿetrique, il suffit de v́erifier son
invariance par lestranspositionsqui échangenti et i+1 aveci ≤ n−1 et par celle quíechange
1 etn.

Théorème IV.4 Une fonctionf : U ⊂ E → F estn fois diff́erentiable au pointx ∈ U si et
seulement s’il existe un voisinage ouvertUx dex dansU , des fonctionsdpf : Ux → Ls

p(E;F )
pour p ≤ n − 1 et dnfx ∈ Ls

n(E;F ) telles qued1f = df dansUx, pour toutp ≤ n − 2, dpf
est diff́erentiable surUx, avec pour touty ∈ Ux et pour tout(h1, . . . , hp+1) ∈ Ep+1 :

dp+1fy(h1, . . . , hp+1) = dp+1g
[p]
y (hp+1) où g[p](h1, . . . , hp, y) := dpfy(h1, . . . , hp) ,

et enfindn−1f est diff́erentiable enx et

dnfx(h1, . . . , hn) = dng
[n−1]
x (hn) où g[n−1](h1, . . . , hn−1, y) := dn−1fy(h1, . . . , hn−1) .

Dém.Le casn = 1 estévident. Le casn = 2 résulte de la d́efinition IV.2 de la diff́erentielle
seconde et du th́eor̀eme de Schwarz IV.1. Le reste de la démonstration se fait bien sûr par
récurrence.

Par souci de clarté, voyons le casn = 3. Il y a deux sens̀a d́emontrer. Supposons quef soit
3 fois différentiable enx : d’apr̀es la d́efinition IV.3, il existe un voisinage ouvertUx dex telle
quedf est d́efinie surUx et deux fois diff́erentiable enx.

En particulier,df est diff́erentiable surUx, ce qui montre quef est deux fois diff́erentiable
surUx (d’apr̀es la d́efinition IV.2), et sa diff́erentielle seconded2f est une application deUx dans
Ls

2(E;F ) d’apr̀es le th́eor̀eme de Schwarz IV.1, telle que (voir la remarque suivant la définition
IV.2) :

d2fy(h1, h2) = d2g
[1]
y (h2) où g[1](h1, y) = dfy(h1) .
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On aura montŕe les propríet́es voulues pourn = 3 si l’on prouve qued2f est diff́erentiable
enx et que

d3fx(h1, h2, h3) = d3gx(h3) avec g[2](h1, h2, y) = d2fy(h1, h2)

définit biend3fx ∈ Ls
3(E;F ).

Or, pour touty ∈ Ux, on a :
d2fy = I

(
d(df)y

)
,

où I désigne l’isomorphisme naturel :

I : L(E;L(E;F )) → L2(E;F )
` 7→ ( (h, k) 7→ `(h)(k) ) .

Commedf est deux fois diff́erentiable enx (par hypoth̀ese), on en d́eduit par composition
que d2f est diff́erentiable enx et (en se rappelant queI est lińeaire donc de diff́erentielle
constamment́egaleàI) :

d(d2f)x = I ◦ d(d(df))x .

D’un point de vue un peu différent, on a pour touty ∈ Ux :

g[2](h1, h2, y) = d2fy(h1, h2) = E(h1,h2)

(
d(df)y

)
,

où
E(h1,h2) : L(E;L(E;F )) → F

` 7→ `(h1)(h2) .

Par d́erivation de fonctions composées on a donc

d3g
[2]
x (h3) = (d(d(df)))x(h3)(h1)(h2) .

Dans cette dernière expression, on peutéchangerh1 et h2 d’apr̀es le th́eor̀eme de Schwarz
appliqúe àf (et qui montre queg(y) = E(h2,h1)(d(df)y)), et on peut́echangerh3 eth1 d’apr̀es
le théor̀eme de Schwarz appliqué àdf .

Inversement, sif satisfait les propríet́esénonćees pourn = 3, alorsf est deux fois diff́erentiable,
df est diff́erentiable surUx, etd2f est diff́erentiable enx. Ceci implique quedf est deux fois
diff érentiable enx, car en notantJ = I−1 l’isomorphisme :

J : L2(E;F ) → L(E;L(E;F ))
φ 7→ (h 7→ φ(h, ·) ) .

on ad(df)y = J (d2fy) pour touty ∈ Ux et doncd(df) est diff́erentiable comme fonction
compośee de fonctions diff́erentiables.

Ceci termine le casn = 3. Le passage den àn + 1 se traite de façon analogue, il est laissé
en exercice. 2
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Chapitre V

Formules de Taylor

1 Formule de Taylor avec reste int́egral

Les formules de Taylor de typeglobal (avec reste int́egral ou de Lagrange) sont fondées sur
un calcul simple concernant les fonctions d’une variable réelle.

Lemme V.1 SoitI un intervalle ouvert deR,F un espace de Banach etg : I → F une fonction
(n + 1) fois d́erivable. On noteg(p) ses d́erivées successives,p ∈ {1, . . . , n + 1}. Alors pour
tout t ∈ I on a :

d

dt

(
g(t) +

n∑
p=1

(1− t)p

p !
g(p)(t)

)
=

(1− t)n

n !
g(n+1)(t) .

Dém.En d́erivant termèa terme, on trouve :

d

dt

(
g′(t) +

n∑
p=1

(1− t)p

p !
g(p+1)(t) −

n∑
p=1

(1− t)p−1

(p− 1) !
g(p)(t)

)

=
n∑

p=0

(1− t)p

p !
g(p+1)(t) −

n−1∑
p=0

(1− t)p

p !
g(p+1)(t)

par un simple changement d’indice. Tous les termes se compensent deuxà deux sauf le dernier
de la premìere somme. 2

En fait, on va obtenir la formule de Taylor avec reste intégral gr̂aceà une “version int́egrale”
du lemme V.1. Avant cela, il faut s’accorder sur la notion d’intégrale pour les fonctions̀a valeurs
dansF . Comme on n’int́egrera que des fonctions continues, la notion d’intégrale au sens de
Riemann nous suffira. Ŕesumons-en les propriét́es importantes.

Proposition V.1 Soienta, b ∈ R, a ≤ b, etF un espace de Banach. Alors l’intégrale de Rie-
mann sur le segment[a, b] définit une application lińeaire continue sur l’espaceC ([a, b];F )
des fonctions continues sur[a, b] et à valeurs dansF , muni de la norme sup. Pour toutg ∈
C ([a, b];F ), l’int égrale de Riemann deg sur le segment[a, b], not́ee

∫ b

a
g(t) dt, vérifie l’inégalíe :∥∥∥∥∫ b

a

g(t) dt

∥∥∥∥ ≤
∫ b

a

‖g(t)‖ dt ≤ (b− a) max
t∈[a,b]

‖g(t)‖ .

33
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Quels que soientx, y ∈ [a, b], on a par d́efinition∫ y

x

g(t) dt = −
∫ x

y

g(t) dt

(et donc
∫ x

x
g(t) dt = 0), et∫ y

x

g(t) dt =

∫ z

x

g(t) dt +

∫ y

z

g(t) dt

pour toutz ∈ [a, b]. De plus, l’applicationy 7→
∫ y

x
g(t) dt est d́erivable et sa d́erivée estg.

Inversement, pour toute primitiveG deg, on a

G(y) − G(x) =

∫ y

x

g(t) dt .

Remarque. Si F est de dimension finie,F = Rq pour simplifier,
∫ b

a
g(t) dt est simple-

ment le vecteur dont les composantes sont
∫ b

a
gi(t) dt où lesgi pour i ∈ {1, . . . , n} sont les

composantes deg dans la base« canonique» .
On a ainsi une conséquence imḿediate du lemme V.1 :

Corollaire V.1 Si I est un intervalle ouvert deR contenant[0, 1], F un espace de Banach et
g : I → F une fonction de classeC n+1, alors

(1.1) g(1) − g(0) −
n∑

p=1

1

p !
g(p)(0) =

∫ 1

0

(1− t)n

n !
g(n+1)(t) dt .

Le corollaire V.1 a lui-m̂eme un corollaire pour les fonctions de classeC n+1 sur un ouvert
d’un espace de Banach.

Notation. Pour touth ∈ E etn ∈ N∗, on d́esigne parh[n] le n-uplet de vecteurs touśegauxà
h.

Théorème V.1 SiU est un ouvert d’un espace de BanachE, si F est un espace de Banach et
f : U → F est une fonction de classeC n+1, alors, pour tout(x, h) ∈ U ×E tel que le segment
[x, x+ h] soit inclus dansU ,

(1.2) f(x+ h) = f(x) +
n∑

p=1

1

p !
dpfx(h

[p]) +

∫ 1

0

(1− t)n

n !
dn+1fx+th(h

[n+1]) dt .

Dém.Appliquer la formule (1.1)̀a la fonction

g : t 7→ g(t) := f(x + t h) .

2

La formule (1.2) est ce qu’on appelle laformule de Taylor avec reste intégral à l’ordren+1.
En particulier, on àa l’ordre1 :

f(x+ h) = f(x) +

∫ 1

0

dfx+th(h) dt .
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On peut remarquer que cette formule implique l’inégalit́e des acroissements finis, sous une hy-
poth̀ese cependant plus forte (f de classeC 1) que dans le th́eor̀eme des acroissements finis vu
au chapitre II. (On verra ci-après une ǵeńeralisationà l’ordren + 1 de l’inégalit́e des acrois-
sements finis, connue sous le nom de formule de Taylor-Lagrange, qui ne demande quef soit
(n + 1) diff érentiable.) La formulèa l’ordre 2 (c’est-̀a-dire (1.2) avecn = 1) s’écrit quantà
elle :

f(x+ h) = f(x) + dfx(h) +

∫ 1

0

(1− t) d2fx+th(h, h) dt .

2 Formule de Taylor-Lagrange

Une autre façon d’exploiter le lemme V.1 est contenue dans la

Proposition V.2 Si I est un intervalle ouvert deR contenant[0, 1], F un espace de Banach et
g : I → F une fonction(n+ 1) fois diff́erentiable telle que

‖g(n+1)(t)‖ ≤ M , pour toutt ∈ [0, 1] ,

alors

(2.3)

∥∥∥∥∥ g(1) − g(0) −
n∑

p=1

1

p !
g(p)(0)

∥∥∥∥∥ ≤ M

(n+ 1) !
.

Dém.Appliquer le th́eor̀eme II.2 (version raffińee du th́eor̀eme des accroissements finis)à

f(t) := g(t) +
n∑

p=1

(1− t)p

p !
g(p)(t) et ϕ(t) := −M (1− t)n+1

(n+ 1) !
.

Le lemme V.1 montre en effet que

‖f ′(t)‖ ≤ ϕ′(t) pour toutt .

2

Cette proposition se traduit pour les fonctions(n + 1) fois différentiables sur un ouvert
d’espace de Banach par le

Théorème V.2 SiU est un ouvert d’un espace de BanachE, siF est un espace de Banach, si
(x, h) ∈ U × E est tel que le segment[x, x + h] soit inclus dansU , et sif : U → F est une
fonction(n+ 1) fois diff́erentiable telle que

max
y∈[x,x+h]

‖dn+1fy‖Ln+1(E;F ) ≤ M ,

alors

(2.4)

∥∥∥∥∥f(x+ h) − f(x) −
n∑

p=1

1

p !
dpfx(h

[p])

∥∥∥∥∥ ≤ M

(n+ 1) !
‖h‖n+1 .

Dém.Appliquer la proposition 2.3̀a la fonction

g : t 7→ g(t) := f(x + t h) .

2

L’in égalit́e (2.4), qui ǵeńeralise l’ińegalit́e des acroissements finis, est connue sous le nom
de formule deTaylor avec reste de Lagrange, le reste en questiońetant seulement connùa
travers une majoration, contrairement au reste intégral, qui estexact. Lorsquef est de classe
C n+1, c’est une conśequence imḿediate de la formule de Taylor avec reste intégral.
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3 Formule de Taylor-Young

Voyons une dernière version de la formule de Taylor, valable sous des hypothèses encore
moins fortes, et qui pour cette raison donne un résultatlocal seulement.

Théorème V.3 SiU est un ouvert d’un espace de BanachE, siF est un espace de Banach, si
f : U → F est une fonctionn fois diff́erentiable enx ∈ U alors

(3.5)

∥∥∥∥∥f(x+ h) − f(x) −
n∑

p=1

1

p !
dpfx(h

[p])

∥∥∥∥∥ = o(‖h‖n) .

Dans cet́enonće la notation de Landauo (qu’on lit « petit o de» ) signifie que le membre
de gauche diviśe par‖h‖n tend vers0 lorsqueh tend vers0. Il s’agit donc d’un ŕesultatlocal,
qui donne des renseignements sur le comportement def au voisinage dex seulement.

Dém. Il n’y a rien à faire dans le casn = 1 : c’est la d́efinition de la diff́erentiabilit́e,
reformuĺeeà l’aide deo. On proc̀ede ensuite par récurrence. Soitn ≥ 2. On suppose le th́eor̀eme
démontŕe pour les fonctions(n−1) fois différentiables en un point. Sif estn fois différentiable
enx, consid́erons la fonction

F : h 7→ f(x+ h) − f(x) −
n∑

p=1

1

p !
dpfx(h

[p]) .

Alors F est diff́erentiable au voisinage de0E et

dFh(k) = dfx+h(k) − dfx(k) −
n∑

p=2

p

p !
dpfx(h

[p−1], k)

= dfx+h(k) − dfx(k) −
n−1∑
p=1

1

p !
dp(df)x(h

[p])(k)

quel que soitk ∈ E. L’hypothèse de ŕecurrence appliqúeeà la différentielle def montre que

9dFh9 = o(‖h‖n−1) .

Ceci signifie que que pour toutε > 0, il existeη > 0 tel que‖h‖ ≤ η implique

9dFh9 ≤ ε ‖h‖n−1 .

Ainsi 9dFy9 ≤ ε ‖h‖n−1 pour touty appartenant au segment[0, h]. Grâce au th́eor̀eme des
acroissements finis on en déduit :

‖F (h)‖ = ‖F (h) − F (0)‖ ≤ ε ‖h‖ ‖h‖n−1 ,

c’est-̀a-dire‖F (h)‖ = o(‖h‖n). 2
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Remarque. Lorsquef a un cran de plus de régularit́e, et plus pŕeciśement lorsqu’elle est de
classeC n+1, la formule de Taylor-Young (3.5) est une conséquence imḿediate de la formule de
Taylor-Lagrange (2.4) ; dans ce cas leo(‖h‖n) est carŕement unO(‖h‖n+1) (qu’on lit « grand
o de» ...).

La śerie (formelle) ∑
p

1

p !
dpfx(h

[p])

est souvent appeléesérie de Taylor def au pointx : attention, rien ne dit qu’elle convergea
priori ! (C’est le cas sif est analytique.)
La somme finie

f(x) +
n∑

p=1

1

p !
dpfx(h

[p])

est ledéveloppement limit́e d’ordre n def au pointx.
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Chapitre VI

Extrema

Dans ce chapitre on considère exclusivement des fonctionsàvaleurs réelles, et on s’int́eresse
à leursextrema, c’est-̀a-direà leursminima et maxima. On parlera en fait seulement de mi-
nima pour simplifier : les maxima d’une fonctionf peuvent en effet̂etre vus comme les minima
de−f .

1 Extrema libres

Définition VI.1 Si f est une fonction d́efinie sur une partieD d’un espace de BanachE et à
valeurs ŕeelles, un pointa ∈ U est unminimum local de f s’il existe un voisinageVa dea,
ouvert dansD, tel que

f(x) ≥ f(a) pour tout x ∈ Va .

On dira quea est unminimum global def si

f(x) ≥ f(a) pour tout x ∈ U .

Un minimum est ditstrict si l’in égalit́e est stricte, c’est-à-diref(x) > f(a), pourx 6= a.

L’objectif ici est de d́egager des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour avoir un mini-
mal local selon le degré de diff́erentiabilit́e def .

Commençons par rappeler ce que l’on sait dans le casE = R.

Proposition VI.1 Soitg une fonction d́efinie sur un intervalle ouvertI deR et à valeurs dans
R, dérivable ena ∈ I. Sia est un minimum local deg alorsg′(a) = 0. Si de plusg est deux fois
dérivable ena, alorsg′′(a) ≥ 0. « Inversement» si b ∈ I est tel queg′(b) = 0 et g′′(b) > 0
alors b est un minimum local deg.

Dém.Par d́efinition de la d́erivabilité,

g(t) − g(a) − (t− a) g′(a) = ε(t) (t− a)

aveclimt→a ε(t) = 0. Si g′(a) 6= 0, supposons par exempleg′(a) > 0, alors il existeη > 0 tel
que pour|t− a| ≤ η, |ε(t)| ≤ 1

2
g′(a), d’où

g(t) − g(a) = (g′(a) − ε(t) ) (t− a) ≤ 1
2
g′(a) (t− a) < 0

39
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poura− η ≤ t < a. Donca ne peut paŝetre un minimum local.
Si g est deux fois d́erivable, supposons quea soit un minumum local deg. Alors g′(a) = 0

d’apr̀es ce qui pŕec̀ede. Supposonsg′′(a) < 0. Comme d’apr̀es la formule de Taylor-Young

g(t) − g(a) − 1
2
(t− a)2 g′′(a) = ε(t) (t− a)2

aveclimt→a ε(t) = 0, il existeη > 0 tel que pour|t− a| ≤ η, |ε(t)| ≤ −1
4
g′′(a), d’où

g(t) − g(a) = (1
2
g′′(a) − ε(t) ) (t− a)2 ≤ 1

4
g′′(a) (t− a)2 < 0

pour|t− a| ≤ η, t 6= a. Donca ne peut paŝetre un minimum local.
Enfin, sig′(b) = 0 etg′′(b) > 0 alors

g(t) − g(b) − 1
2
(t− b)2 g′′(b) = ε(t) (t− b)2

aveclimt→b ε(t) = 0, et donc il existeη > 0 tel que pour|t− b| ≤ η, |ε(t)| ≤ 1
4
g′′(b), d’où

g(t) − g(b) = (1
2
g′′(b) − ε(t) ) (t− b)2 ≥ 1

4
g′′(b) (t− b) ≥ 0

pour|t− b| ≤ η. 2

Remarque VI.1 Attention, les conditionsg′(a) = 0 et g′′(a) ≥ 0 ne sontévidemment pas
suffisantes (ex :g(t) = t3 en t = 0) et la conditiong′′(b) > 0 n’est pas ńecessaire (ex :
g(t) = t4 ent = 0) !

Les conditions de la proposition VI.1 s’étendent aux fonctions définies sur un ouvert d’es-
pace de Banach.

Théorème VI.1 Soit f une fonction d́efinie sur un ouvertU d’un espace de BanachE et à
valeurs ŕeelles, diff́erentiable ena ∈ U . Sia est un minimum local def alors dfa = 0. Si de
plusf est deux fois diff́erentiable ena, alorsd2fa(h, h) ≥ 0 pour touth ∈ E. « Inversement»
si b ∈ U est tel quedfb = 0 et il existeC > 0 avecd2fb(h, h) ≥ C ‖h‖2 pour touth ∈ E
alors b est un minimum local def .

Dém.Les conditions ńecessaires sont des conséquences imḿediates de la proposition VI.1.
En effet, sia est un minimum local def alors, quel que soith ∈ E, 0 est un minimum local
de la fonction d’une variable réelle g : t 7→ g(t) := f(a + th). Or g′(a) = dfa(h) et
g′′(a) = d2fa(h, h). Pour les conditions suffisantes, on applique la formule de Taylor-Youngà
f . On a en effet

f(b+ h) − f(b) − 1
2
dfb(h, h) = ε(h) ‖h‖2

aveclimh→0 ε(h) = 0. Donc il existeη > 0 tel que pour‖h‖ ≤ η, |ε(h)| ≤ C
4
, d’où

f(b+ h) − f(b) ≥ C

4
‖h‖2 ≥ 0

pour‖h‖ ≤ η. 2

Remarque VI.2 En dimension finie, l’existence deC > 0 tel qued2fb(h, h) ≥ C ‖h‖2 pour
tout vecteurh ∈ E équivautà d2fb(h, h) > 0 quel que soith 6= 0E. Il suffit en effet de
remarquer que la fonction continueh 7→ d2fb(h, h) atteint son minimum sur la sphère unit́e
(qui est compacte siE est de dimension finie). Par bilinéarité ded2fb on en d́eduit l’inégalit́e
voulue avecC := min‖h‖=1 d2fb(h, h). De plus, pour avoird2fb(h, h) > 0 quel que soit
h 6= 0E, il faut et il suffit que lamatrice hessiennedef enb, c’est-̀a-dire la matrice syḿetrique
réelle de coefficients∂2f

∂xj∂xj
(b) ait ses valeurs propres toutes strictement positives. On sait en

effet que toute matrice symétrique ŕeelle est diagonalisable surR : une d́emonstration de cette
propriét́e utilise pŕeciśement la notion d’extremum lié...
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2 Extrema liés

Définition VI.2 Si f et g1, . . . , gp sont des fonctions définies sur un ouvertU d’un espace
de BanachE et à valeurs ŕeelles, un pointa ∈ U tel queg1(a) = 0 . . . gp(a) = 0 est un
minimum local def sous les contraintesg1, . . . ,gp s’il existe un voisinage ouvertVa dea tel
que

f(x) ≥ f(a) pour tout x ∈ Va tel queg1(x) = 0 . . . gp(x) = 0 .

On va obtenir ici une condition nécessaire pour qu’un point soit un minimum local sous
contraintes lorsque les fonctionsf etg1, . . . ,gp sont contin̂ument diff́erentiables.

On dira que les contraintesg1, . . . , gp sont indépendantesau pointa ∈ U si la famille de
formes lińeaires continues{ (dg1)a, . . . , (dgp)a} est libre.

Théorème VI.2 Soientf etg1, . . . ,gp des fonctions de classeC 1 sur un ouvertU d’un espace
de BanachE et à valeurs ŕeelles. Soita ∈ U tel queg1(a) = 0, . . . , gp(a) = 0 et les
contraintesg1, . . . ,gp sont ind́ependantes au pointa. Sia est un minimum local def sous les
contraintesg1, . . . ,gp alors il existe des ŕeelsλ1, . . . ,λp tels que

dfa = λ1 (dg1)a + · · · + (dgp)a .

Dans cet́enonće les nombresλ1, . . . ,λp sont appeĺes desmultiplicateurs de Lagrange.
Dém. Grâce au th́eor̀eme des fonctions implicites, on va se ramener au cas d’un minimum

libre. On peut supposer sans perte de géńeralit́e a = 0. (Il suffit de consid́erer la fonction
x 7→ f(x− a) au lieu def .) Notons pour simplifierψi := (dgi)0 pour touti ∈ {1, . . . , p}. Soit

G =
(

Vect (ψ1, . . . , ψp)
)⊥

= {h ∈ E ; ψi(h) = 0 , i ∈ {1, . . . , p} } .

Puisque la famille(ψ1, . . . , ψp) est libre, il existe une famille dep vecteursh1, . . . , hp ∈ E
indépendants tels queψi(hj) = δj

i (symbole de Kronecker, valant1 si i = j et 0 sinon). Alors
le sous-espaceF = Vect (h1, . . . , hp) est tel queG⊕F = E, c’est-̀a-dire que pour toutx ∈ E
il existe un unique couple(z, y) ∈ G× F tel quex = z + y. On a donc un isomorphisme

J : G× F → E
(z, y) 7→ x = z + y .

(La continuit́e de la ŕeciproque d́ecoule du th́eor̀eme ǵeńeral III.4, mais aussi de la formule
explicite :y =

∑p
i=1 ψi(x)hi.) Consid́erons alors la fonction

G× F → Rp

(z, y) 7→ ( g1(z + y), . . . gp(z + y) ) .

C’est une fonction de classeC 1 (comme fonction composée de fonctions de classeC 1) et sa
diff érentielle partielle par rapportà y au point(0, 0) est un isomorphisme deF sur Rp, par
hypoth̀ese sur les fonctionsgi : en effet, dans la base(h1, . . . , hp) deF et la base canonique
deRp, sa matrice jacobienne est la matrice de coefficientsψi(hj) = δj

i , c’est-̀a-dire la matrice
identit́e !

Donc le th́eor̀eme des fonctions implicites montre qu’il existe un voisinageV0 de0 dansU
(image parJ d’un voisinage de(0, 0) dansG×F ), et une applicationϕ définie sur un voisinage
W0 de0 dansG tels que

g1(x) = 0 , . . . , gp(x) = 0 x ∈ V0 ⇔ x = z + ϕ(z) .
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Par conśequent,0 est un minimum local def sous les contraintesg1, . . . ,gp si et seulement si0
est un minimum local de la fonctiong : z 7→ g(z) := f(z + ϕ(z)). Une condition ńecessaire
est doncdg0 = 0, c’est-̀a-dire

df0(k + dϕ0(k)) = 0 pour tout k ∈ G .

Or par construction deϕ on a pŕeciśementdϕ0(k) = 0 pour toutk ∈ G. En effet, commeϕ està
valeurs dans l’espace vectorielF = Vect (h1, . . . , hp), il suffit de montrer queψi(dϕ0(k)) = 0
quel que soiti ∈ {1, . . . , p} : ceci se d́eduit par diff́erentiation de la fonction

z 7→ gi(z + ϕ(z)) ,

qui est identiquement nulle, en utilisant le fait que(dgi)0(k) = ψi(k) = 0 pourk ∈ G (par
définition deG !).

On a donc montŕe quedf0(k) = 0 pour toutk ∈ G. Autrement dit, en notant pour simplifier
ψ = df0, on a (

Vect (ψ1, . . . , ψp)
)⊥

⊂
(

Vect (ψ)
)⊥

.

On en d́eduit, gr̂ace au lemme alǵebrique classique rappelé ci-apr̀es :

Vect (ψ) ⊂ Vect (ψ1, . . . , ψp)

c’est-̀a-dire queψ est effectivement une combinaison linéaire desψi. 2

Lemme VI.1 Soientψ, ψ1, . . . ,ψp, des formes lińeaires sur un espace vectorielE. Si

p⋂
i=1

Ker ψi ⊂ Ker ψ

alorsψ est combinaison lińeaire desψi.

La démonstration est laissée en exercice.
Jusqu’̀a pŕesent, nous avons considéŕe des probl̀emes d’extremum essentiellement sur des

ouverts : les conditions nécessaires d’extremum local (dans la proposition VI.1 et les théor̀emes
VI.1, VI.2) sont fausses lorsqueU n’est pas un ouvert. Nous allons maintenant considérer des
probl̀emes d’extremum sur des sous-ensembles convexes deE (la convexit́e étant une propriét́e
géoḿetrique et non topologique).

3 Convexit́e et minima

Définition VI.3 Un sous-ensembleC d’un R-espace vectorielE est ditconvexesi pour tous
x, y ∈ C, pour toutθ ∈ [0, 1], θx + (1− θ)y ∈ C. Une fonctionf définie sur un convexeC et
à valeurs dansR est diteconvexesi pour tousx, y ∈ C, pour toutθ ∈ [0, 1],

f(θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y) .

Elle est ditestrictement convexesi l’in égalit́e ci-dessus est stricte lorsquex 6= y et θ ∈]0, 1[.
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Théorème VI.3 Soitf : U → R une fonction diff́erentiable sur un ouvertU d’un R-espace de
BanachE et soitC un sous-ensemble convexe deU . Alors f|C est convexe si et seulement si,
pour tousx, y ∈ C,

f(y) ≥ f(x) + dfx(y − x) .

Elle est strictement convexe si l’inégalit́e ci-dessus est stricte pourx 6= y. En supposant en
outre quef est deux fois diff́erentiable,f|C est convexe si et seulement si pour tousx, y ∈ C,

d2fx(y − x, y − x) ≥ 0 .

Elle est strictement convexe si l’inégalit́e ci-dessus est stricte pourx 6= y.

Dém.Suppsonsf convexe. Soientx, y ∈ C et θ ∈]0, 1]. On a

f(x+ θ(y − x))− f(x)

θ
≤ f(y) − f(x) ,

d’où
dfx(y − x) ≤ f(y) − f(x)

en faisant tendreθ vers0. Si f est strictement convexe, on a une inégalit́e stricte pourx 6= y et
θ ∈]0, 1[, mais elle devient large dans le passageà la limite. Pour d́emontrer qu’effectivement

dfx(y − x) < f(y) − f(x) ,

on observe que pour toutω > 0,

x+ θ(y − x) =
ω − θ

ω
x +

ω

ω
(x+ ω(y − x)) ,

d’où, pour0 < θ < ω < 1,

f(x+ θ(y − x))− f(x)

θ
<

f(x+ ω(y − x))− f(x)

ω
< f(y) − f(x) .

On obtient l’ińegalit́e stricte souhaitée en gardantω fixé et en faisant tendreθ vers0. Réciproquement,
si on a

f(y) ≥ f(x) + dfx(y − x)

quels que soientx et y ∈ C, on obtient l’ińegalit́e de convexit́e en prenant la combinaison
convexe des ińegalit́es

f(x) ≥ f(x+ θ(y − x)) − θ dfx+θ(y−x)(y − x) ,

f(y) ≥ f(x+ θ(y − x)) + (1− θ) dfx+θ(y−x)(y − x) .

Pour la carat́erisation de la convexité en terme de diff́erentielles secondes, on peut considérer,à
x fixé, la fonction

g : y 7→ f(y) − dfx(y) .

La différence avecf étant une fonction affine,g est convexe si et seulement sif l’est, etd2fx =
d2gx. Or, sif est convexe, la première partie montre quex est un minimum (global) deg|C . En
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appliquant̀aθ ∈ [0, 1] 7→ g(x+ θ(y−x)) la formule de Taylor-Young exactement comme dans
la démonstration de la proposition VI.1, on en déduit que ńecessairement

d2fx(y − x, y − x) ≥ 0 .

Inversement, supposons que l’on ait cette inégalit́e quels que soientx ety dansC. Alors d’apr̀es
la formule des accroissements finis appliquée entre0 et1 à la fonction

[0, 1] → R
θ 7→ f(x+ θ(y − x)) + (1− θ) dfx+θ(y−x)(y − x) ,

il existeθ ∈]0, 1[ tel que

f(y) − f(x) − dfx(y − x) = (1− θ) d2
x+θ(y−x)f(y − x, y − x)

=
1

1− θ
d2

x+θ(y−x)f(y − (x+ θ(y − x)), y − (x+ θ(y − x))) ≥ 0 .

Donf est convexe d’après la premìere partie.
2

Théorème VI.4 Soitf : U → R une fonction d́efinie sur un ouvertU d’unR-espace de Banach
E et soitC un sous-ensemble convexe deU .

i). si f|C est convexe et admet un minimum local dansC, c’est un minimum global ;

ii). si f|C est strictement convexe alors elle admet au plus un minimum, et c’est un minimum
strict ;

iii). si f est diff́erentiable, une condition nécessaire pour qu’un pointa ∈ C soit un minimum
def|C est

dfa(y − a) ≥ 0

pour touty ∈ C. Si de plusf|C est convexe, cette condition estégalement suffisante.

Dém.

i). supposonsf|C convexe et admettant un minimum local ena ∈ C, et soitx ∈ C. Pour tout
θ ∈ [0, 1],

f(a+ θ(x− a)) − f(a) ≤ θ ( f(x) − f(a) ) ,

et le membre de gauche est positif ou nul pourθ > 0 assez petit. Par conséquent,f(x) −
f(a) ≥ 0.

ii) . si f|C est strictement convexe, on obtient comme ci-dessus l’inégalit́e strictef(x) −
f(a) > 0 pourx 6= a. Un minimum strict est toujours unique.

iii) . supposonsf diff érentiable et admettant un minimum ena ∈ C. Soitx ∈ C : il existe une
fonctionε : θ 7→ ε(θ) tendant vers0 en0, telle que

f(a+ θ(x− a)) − f(a) = θ dfa(x− a) + θ ε(θ) .

Si on avaitdfa(x − a) < 0, on auraitf(a + θ(x − a)) < f(a) pourθ > 0 assez petit.
Inversement, sif|C est convexe et si l’on a l’ińegalit́e

dfa(y − a) ≥ 0

pour touty ∈ C, alors d’apr̀es la premìere partie du th́eor̀eme VI.3,a est un minimum de
f .
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2

Un exemple important de problème de minimisation sur un ensemble convexe est fourni par
ce que l’on appelle descontraintes-ińegalit́es

g1(a) ≤ 0, . . . , gp(a) ≤ 0 ,

où les fonctionsgj sont convexes. Un exemple important de fonction convexeà minimiser est
celui des fonction(elle)squadratiques, c’est-̀a-dire de la forme

x 7→ f(x) = φ(x, x) + `(x) ,

où φ est une forme bilińeaire continue positive et` est une forme lińeaire continue.

4 Introduction au calcul des variations

Consid́erons l’espaceE = C 1([0, 1]; Rn) muni de la norme d́efinie par

‖u‖ := max(‖u‖∞, ‖u′‖∞) , ‖u‖∞ := max
t∈[0,1]

‖u(t)‖Rn .

Soienta, b ∈ Rn. Consid́erons l’ensemble

C := {u ∈ E ; u(0) = a , u(1) = b }

(évidemment convexe) et une fonctionn(elle) de la forme

A : u ∈ E 7→
∫ 1

0

L(u(t), u′(t)) dt ,

où L ∈ C 1(Rn × Rn; R). On montre sans peine queA est diff́erentiable surE. D’après le
théor̀eme VI.4, sif admet un minimumu surC, alors

dfu(h) ≥ 0

pour touth ∈ C−u, c’est-̀a-dire pour touth ∈ E tel queh(0) = h(1) = 0. Par suite, l’ińegalit́e
est en fait unéegalit́e : une condition ńecessaire pour queu soit un minimum def surC est par
conśequent∫ 1

0

n∑
i=1

∂L

∂qi
(u(t), u′(t))hi(t) +

∫ 1

0

n∑
i=1

∂L

∂pi

(u(t), u′(t))h′i(t) dt = 0 ,

quel que soith ∈ E tel queh(0) = h(1) = 0. (On a not́eqi etpi les composantes des arguments
deL.) En int́egrant par parties le deuxième morceau, on peut réécrire l’égalit́e ci-dessus sous la
forme ∫ 1

0

n∑
i=1

(
∂L

∂qi
(u(t), u′(t)) − d

dt

(
∂L

∂pi

(u(t), u′(t))

))
hi(t) dt = 0 .

Pour qu’elle soit satisfaite quelle que soit la fonctionh, il faut et il suffit, d’apr̀es ce que l’on
appelle parfois lelemme fondamental du calcul intégral, que

∀t ∈ [0, 1] ,
∂L

∂qi
(u(t), u′(t)) − d

dt

(
∂L

∂pi

(u(t), u′(t))

)
= 0 ,
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c’est-̀a-dire queu soit solution de l’́equation diff́erentielle

d

dt

(
∂L

∂pi

(u, u′)

)
=

∂L

∂qi
(u, u′) .

C’est l’équation d’Euler-Lagrange assocíeeà la fonctionL. Si L est convexe, alorsA aussi
(par linéarit́e de l’int́egrale), et par conséquent siu ∈ C est solution de l’́equation d’Euler-
Lagrange, c’est un mimimum deA. LorsqueL n’est pas convexe, l’équation d’Euler-Lagrange
est loin d’̂etre suffisante pour minimiserA.



Chapitre VII

Équations différentielles

La théorie deséquations diff́erentielles est tr̀es vaste. Nous allons aborder ici seulement
quelques points : rappels sur la résolution explicite d’́equations simples (essentiellement linéaires) ;
théorie de l’existence et de l’unicité des solutions locales (théor̀eme de Cauchy-Lipschitz) ; so-
lutions maximales ; analyse de quelques propriét́es qualitatives (portraits de phase).

Définition VII.1 On appelléequation différentielle d’ordre n uneéquation de la forme

(0.1) u(n) = f(t, u, u′, . . . , u(n−1)) ,

où f est une application d́efinie surI×U×U1×· · ·×Un−1, I étant un intervalle deR etU ,U1,
. . .Un−1 des ouverts d’un espace de BanachE. On appellesolution de(0.1)une applicationu
de classeC n sur un intervalleJ ⊂ I, telle que pour toutt ∈ J , u(t) ∈ U , u′(t) ∈ U1, . . . ,
u(n−1)(t) ∈ Un−1 et

u(n)(t) = f(t, u(t), u′(t), . . . , u(n−1)(t)) .

Cas particuliers :
• LorsqueE = R, l’ équation diff́erentielle est ditescalaire.
• Lorsquef est lińeaire par rapportà (u, u′, . . . , u(n−1)), l’ équation diff́erentielle est dite

lin éaire homog̀ene(à coefficients constantssi de plusf ne d́epend pas det). Sif est de
la forme

f(t, u, u′, . . . , u(n−1)) = g(t, u, u′, . . . , u(n−1)) + b(t)

avecg linéaire par rapportà (u, u′, . . . , u(n−1)), l’ équation diff́erentielle est ditelin éaire
avec terme source.

• Lorsquef est ind́ependante det, l’ équation diff́erentielle est diteautonome.

1 Résolution explicite

Il n’y a pas de ḿethode ǵeńerale pour calculer des solutions de (0.1). On ne sait résoudre
explicitement que certains types d’équations.

1.1 Équations linéaires scalaires d’ordre1

Étant donńees deux fonctionsa et b ∈ C (I; R), l’ équation

u′ = a(t)u + b(t)

47
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admet pour solutions les fonctions de la forme

u(t) = u0 e
R t

t0
a(τ) dτ

+

∫ t

t0

e
R t

s a(τ) dτ b(s) ds ,

avect0 ∈ I, u0 ∈ R.

1.2 Équations linéaires scalaires d’ordre 2à coefficients constants

Pourp, q ∈ R, les solutions de l’́equation

u′′ + p u′ + q u = 0

sont de trois formes possibles, suivant les propriét́es de l’́equation caract́eristique :

z2 + p z + q = 0 .

Les solutions de l’́equation diff́erentielle sont de la forme :
• u(t) = u1 eat cos bt + u2 eat sin bt si l’ équation caractéristique a ses racines complexes

conjugúees (a± ib) ;
• u(t) = u1 ea1t + u2 ea2t sin bt si l’ équation caractéristique a deux racines réelles dis-

tinctes (a1 eta2) ;
• u(t) = (u1 + t u2) eat si l’ équation caractéristique a une racine (réelle) double (a).

1.3 Équations linéairesà coefficients constants

Cas homog̀ene

SiA est une application lińeaire continue surE, les solutions de

u′ = Au

s’exprimentà l’aide de l’exponentielle:

u(t) = et A u0 =
+∞∑
n=0

tn

n !
An u0 .

En dimension finie, on peut pŕeciser la forme des solutions en fonction desvaleurs propresde
A. Supposons en effet queA ∈ L(E) admette comme ensemble des valeurs propres distinctes
deuxà deux{λ1, . . . , λk }. On sait (cf cours d’alg̀ebre lińeaire) queE se d́ecompose en somme
directe dessous espaces caractéristiques

Ej = Ker (A − λj I)
sj ,

où sj est d́efini comme le plus grand entiers tel que Ker(A − λj I)
s−1 soit strictement inclus

dans Ker(A − λj I)
s. Par suite, tout́elémentu0 deE s’écrit de façon uniqueu0 =

∑k
j=1 u0,j

avecu0,j ∈ Ej. D’où

et A u0 =
k∑

j=1

et A u0,j =
k∑

j=1

et λj et (A−λjI) u0,j =
k∑

j=1

et λj

∑
n≤sj−1

tn

n !
(A − λjI)

n u0,j
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puisque par d́efinition deEj, (A − λjI)
n
|Ej

= 0 pourn ≥ sj. Autrement dit, les solutions de
l’ équation diff́erentielleu′ = Au sont de la forme

u(t) =
k∑

j=1

et λj Pj(t) u0,j ,

où Pj est une application polynomialèa valeurs dansL(E). Noter quePj est en fait constante
si sj = 1, et de façon ǵeńerale,Pj est de degŕe sj − 1, l’entier sj étant lui-m̂eme inf́erieur ou
égalà la dimension deEj, c’est-̀a-direà la multiplicit́e (alǵebrique) deλj.

L’ équation diff́erentielle scalaire du second ordre peutêtre vue comme un cas particulier, en
la réécrivant dansR2 : (

u
v

)′

=

(
0 1
−q −p

) (
u
v

)
.

Les valeurs propres de la matrice2 × 2 ci-dessus sont préciśement les racines de l’équation
caract́eristiquez2 + p z + q = 0 .

Cas avec terme source

Pour ŕesoudre l’́equation
u′ = Au + b(t)

on peut appliquer ce que l’on appelle la méthode de« variation de la constante» . Celle-ci
consistèa remplacer, dans la solution géńerale de l’́equation homog̀ene la constanteu0 par une
fonction : il s’av̀ere alors queu0 se calcule parquadrature, c’est-̀a-dire au prix du calcul d’une
primitive. En effet,u(t) = etA u0(t) fournit une solution de l’́equation avec terme sourceb si
et seulement si

u′0(t) = e−tA b(t) .

On en d́eduit la formule ǵeńerale (formule deDuhamel) :

u(t) = etA u0,0 +

∫ t

t0

e(t−s)A b(s) ds .

On observe facilement quet 7→
∫ t

t0
e(t−s)A b(s) ds est une solution particulière de l’́equation

avec terme source. Autrement dit, la solution géńerale de l’́equation avec terme source est
la somme de la solution géńerale de l’́equation homog̀ene et d’une solution particulière de
l’ équation avec terme source. Attention : ceprincipe de superpositionest ŕeserv́e auxéquations
lin éaires! Cependant, la formule de Duhamel est très utile, m̂eme pour leśequations non-
linéaires, car on peut toujours l’appliquerà un« terme source» qui dépend de la solutionu
elle-même : ceci fournit alors unéequation implicite enu...

2 Lemme de Gronwall

Avec la formule de Duhamel, le lemme de Gronwall est l’un des outils fondamentaux dans
la théorie deśequations diff́erentielles. Il en existe plusieurs versions mais l’idée est toujours
d’obtenir une estimation pour une fonctionu à valeurs dansR qui satisfait une ińegalit́e impli-
cite mais lińeaire.
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2.1 Inéquations différentielles

Supposons qu’une fonctionu ∈ C 1(I; R) vérifie

u′(t) ≤ a(t)u(t) + b(t) ,

aveca et b ∈ C (I; R). Alors en s’inspirant de la résolution de l’́equation diff́erentielleu′ =

a(t)u + b(t), on multiplie l’inégalit́e par le nombre strictement positife
−

R t
t0

a(τ) dτ et on en
déduit

d

dt

(
e
−

R t
t0

a(τ) dτ
u(t)

)
≤ e

−
R t

t0
a(τ) dτ

b(t) ,

d’où en int́egrant :

e
−

R t
t0

a(τ) dτ
u(t) − u(t0) ≤

∫ t

t0

e
−

R s
t0

a(τ) dτ
b(s) ds ,

et finalement :

u(t) ≤ u(t0) e
R t

t0
a(τ) dτ

+

∫ t

t0

e
R t

s a(τ) dτ b(s) ds .

2.2 Inéquations int́egrales

On peut remarquer que l’inéquation diff́erentielleu′(t) ≤ a(t)u(t) + b(t) implique l’inéquation
intégrale :

u(t) ≤ u0 +

∫ t

t0

a(s)u(s) + b(s) ds ,

mais pas l’inverse. Or en pratique, on a souvent affaireà des ińequations d́ejà sous forme
intégrale, qu’il esthors de questionde d́eriver ! Le lemme de Gronwall permet justement de
contourner ce problème.

Lemme VII.1 (Gronwall) Soienta et c ∈ C ([0, T ]; R), où T > 0. On suppose de plus la
fonctiona à valeurs positives. Siu ∈ C 1([0, T ]; R) vérifie

u(t) ≤ c(t) +

∫ t

0

a(s)u(s) ds

quel que soitt ∈ [0, T ], alors

u(t) ≤ c(t) +

∫ t

0

c(s) a(s) e
R s
0 a(τ) dτ ds .

Remarque VII.1 Il ne s’agit pas de retenir cette formule (souvent appelée ińegalit́e de Gron-
wall) par cœur mais plutôt de savoir la retrouver tr̀es vite ; suivant le contexte, avecc constante
par exemple, elle peut se simplifier considérablement ; d’autre part, on peutécrire des formules
analogues avec un pointt0 quelconquèa la place de0. Mais attention aux bornes des intégrales
que l’on manipule : mettre des valeurs absolues au bon endroit !
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Dém.L’astuce pour d́emontrer le lemme de Gronwall consisteà d́emontrer l’ińegalit́e vou-
lue non pas pouru directement mais pour le second membre de l’inégalit́e dont on dispose. Plus
préciśement, posons

v(t) =

∫ t

0

a(τ)u(τ) dτ .

Alors on a
v′(t) = a(t)u(t) ≤ a(t) ( c(t) + v(t) )

d’apr̀es les hypoth̀eses : c’est ici qu’intervient l’hypoth̀esea ≥ 0. Ainsi v satisfait une ińequation
diff érentielle comme au paragraphe préćedent, avecb(t) = a(t) c(t). En observant quev(0) =
0, on en d́eduit facilement que

v(t) ≤
∫ t

0

a(τ) c(τ) e
R t

τ a(s) ds dτ , pour toutt ∈ [0, T ] .

On conclut en injectant cette majoration dev(t) dans l’ińegalit́e de d́epart. 2

3 Théorème de Cauchy-Lipschitz

L’essentiel de la th́eorie deśequations diff́erentielles est fond́e sur l’existence et l’unicit́e
locale des solutions pour ce que l’on appelle le problème de Cauchy, c’est-à-dire l’équation
diff érentielle assortie d’une« condition initiale» . Dans le cas ǵeńeral d’uneéquation d’ordre
n, une condition initiale est la donnée de la fonction inconnueu et de toutes ses dérivées jusqu’̀a
l’ordre n − 1 en un pointt0. En fait, on peut toujours se ramener au casn = 1, quitte à
agrandir l’espaceE (comme on l’a vu pour l’́equation lińeaire d’ordre2) et en consid́erant
comme nouvelle fonction inconnue(u, u′, . . . , u(n−1)).

Désormais, on se place donc dans le casn = 1, et on se donne une fonctionf : I×U → E,
où I est un intervalle ouvert deR etU un ouvert d’un espace de BanachE. Il faut bien ŝur faire
des hypoth̀eses de ŕegularit́e surf . On supposera au minimumf continue. Ceci permet de
démontrer (en faisant appel au théor̀eme d’Ascoli, ce qui sort du cadre de ce cours) l’existence
si E est de dimension finie mais en tous cas pas l’unicité des solutions. Pour assurer l’unicité,
on demanderàaf d’être localement Lipschitzienne par rapportà sa variablex ∈ U .

Théorème VII.1 (Cauchy-Lipschitz) Soitf ∈ C (I × U ;E), où I est un intervalle ouvert de
R et U un ouvert d’un espace de BanachE. On suppose de plus qu’il existe un voisinage de
(t0, u0) dansI × U etL > 0 tel que pour tous(t, x) et (t, y) dans ce voisinage

‖ f(t, x) − f(t, y) ‖ ≤ L ‖x − y ‖ .

Existence: Il existeτ > 0 etu ∈ C 1([t0 − τ, t0 + τ ];U) solution du probl̀eme de Cauchy :

(3.2)

{
u′ = f(t, u)
u(t0) = u0 .

Unicité : Siv est une autre solution, elle coı̈ncide avecu sur un intervalle d’int́erieur non vide
inclus dans[t0 − τ, t0 + τ ].

Régularité : Si de plusf est de classeC r, r ≥ 1, alorsu est de classeC r+1.
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Remarque VII.2 Dès quef est de classeC 1 elle est effectivement localement Lipschitzienne
au sens de l’́enonće. En effet, d’apr̀es le th́eor̀eme des accroissements finis,

‖ f(t, x) − f(t, y) ‖ ≤ L ‖x − y ‖ où L := max
θ∈[0,1]

9d2fθx+(1−θ)y9

est fini pourx ety voisins (une fonction continuéetant toujours localement bornée).

Dém. Pour simplifier, on va d́emontrer les ŕesultats en remplaçant l’intervalle centré [t0 −
τ, t0 + τ ] par [t0, t+] avect+ = t0 + τ > t0 (le cas de l’intervalle[t0 − τ, t0] s’en d́eduisant par
le changement de variablet 7→ (t0 − t)) : ceciévite quelques valeurs absolues dans les calculs.

On commence par choisir un voisinage de(t0, u0) de la forme

C(t+, R) = [t0, t+]× B̄(u0, R) ⊂ I × U

avect+ > t0 etR > 0, où B̄(u0, R) désigne la boule ferḿee de centreu0 et de rayonR, dans
lequelf est borńee, disons par une constanteM :

‖f(t, x)‖ ≤ M quel que soit(t, x) ∈ [t0, t+]× B̄(u0, R) ,

et aussi Lipschitzienne :

‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ L ‖x − y‖ pour tous t ∈ [t0, t+] , x et y ∈ B̄(u0, R) .

On va obtenir une solution du problème de Cauchy (3.2) telle que(t, u(t)) ∈ C(t+;R),
quitteà diminuert+. Pour cela on observe qu’il suffit de résoudre le problème int́egral :

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ, u(τ)) dτ ,

ce qui peut se faire en invoquant un théor̀eme de point fixe ou bien en construisant« à la main»
une solution comme limite de la suite(un)n∈N définie par

u0 = u0 , un+1(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ, un(τ)) dτ .

Il faut d’abord v́erifier que ce sch́ema it́eratif fournit bien une suite(un)n∈N de fonctions
continues sur[t0, t+] et à valeurs dans̄B(u0, R), du moins pourt+ assez proche det0. On
raisonne bien ŝur par ŕecurrence : la fonctionu0 constante est trivialement continue età valeurs
dansB̄(u0, R). Supposons qu’on ait construitun continue sur[t0, t+] età valeurs dans̄B(u0, R).
Alors un+1 est continue par construction et de plus :

‖un+1(t) − u0‖ ≤
∫ t

t0

‖f(τ, un(τ))‖ dτ ≤ (t+ − t0) M .

Donc il suffit que
(t+ − t0) M ≤ R

pour queun+1 soit aussìa valeurs dans̄B(u0, R). Désormais, on suppose quet+ vérifie cette
contrainte.
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L’ étape essentielle est de montrer que la suite(un)n∈N est de Cauchy et donc convergente
dans l’espace de BanachC ([t0, t+];E) (muni de la norme uniforme). Or on montre facilement
par ŕecurrence que

‖un+1(t) − un(t)‖ ≤ Ln(t− t0)
n

n!
sup

[t0,t+]

‖u1 − u0‖ pour t ∈ [t0, t+] .

Par suite,

sup
[t0,t+]

‖un+p(t) − un(t)‖ ≤
n+p−1∑
k=n

Lk(t+ − t0)
k

k!
sup

[t0,t+]

‖u1 − u0‖ ,

ce qui tend vers0 lorsquen tend vers+∞ puisque la śerie
∑ Ln(t+−t0)n

n!
est convergente. Ceci

signifie pŕeciśement que(un) est de Cauchy dansC ([t0, t+];E).
Soit doncu la limite de cette suite. On vérifie sans peine queu est solution de notre

probl̀eme : par passageà la limite dans l’́egalit́e

un+1(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ, un(τ)) dτ

on voit que

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(τ, u(τ)) dτ .

Commeu est continue ainsi quef , le second membre de cetteégalit́e est de classeC 1 et donc
u aussi. (Plus ǵeńeralement, sif est de classeC r, r ≥ 0, u est de classeC r+1.) Etu vérifie :

u′(t) = f(t, u(t)) pour tout t ∈ [t0, t+] .

Ceci ach̀eve la preuve de l’existence d’une solution.
La preuve de l’unicit́e locale est tr̀es facile gr̂ace au lemme de Gronwall. En effet, siv est une

autre solution du m̂eme probl̀eme de Cauchy, elle està valeurs dans̄B(u0, R) sur un intervalle
[t0, t1], 0 < t1 ≤ t+. Et on a

u(t) − v(t) =

∫ t

t0

( f(τ, u(τ)) − f(τ, v(τ)) dτ .

et donc

‖u(t) − v(t)‖ ≤ L

∫ t

t0

‖u(τ) − v(τ) ‖ dτ .

Par conśequent, une version simplissime du lemme de Gronwall implique :

‖u(t) − v(t)‖ ≤ eL t ‖u(t0) − v(t0)‖ = 0

pour toutt ∈ [t0, t1]. 2

Désormais, on suppose quef : I × U → E est continue et est localement Lipschitizienne
en tout point(t0, u0) ∈ I × U , c’est-̀a-dire qu’il existe un voisinage de(t0, u0) dansI × U et
L > 0 tel que pour tous(t, x) et (t, y) dans ce voisinage

‖ f(t, x) − f(t, y) ‖ ≤ L ‖x − y ‖ .

Ceci nous permettra d’appliquer le théor̀eme VII.1 en tout point(t0, u0) ∈ I × U .
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4 Solutions maximales

L’unicit é locale dans le th́eor̀eme VII.1 permet de d́emontrer le ŕesultat suivant.

Lemme VII.2 Siu1 ∈ C 1(J1;U) etu2 ∈ C 1(J2;U) sont deux solutions de l’équation diff́erentielle
u′ = f(t, u) sur des intervallesJ1 et J2 respectivement, et s’il existet0 ∈ J1 ∩ J2 tel que
u1(t0) = u2(t0), alors

u1(t) = u2(t) , pour tout t ∈ J1 ∩ J2 .

Dém.C’est une application classique de la notion deconnexit́e. On remarque queJ1 ∩ J2

est un intervalle non vide par hypothèse et on consid̀ere l’ensemble :

A = { t ∈ J1 ∩ J2 ; u1(t) = u2(t) } .

D’après l’unicit́e locale des solutions,A est un ouvert. De plus, il est clairement fermé par
continuit́e deu1 etu2. DoncA estégalàJ1 ∩ J2. 2

Ce lemme montre qu’il existe un plus grand intervalleJ sur lequel le probl̀eme de Cauchy
(3.2) admet une solution, et que cette solution est unique. Cette solution est appeléesolution
maximale : par d́efinition, on ne peut pas la prolongerà I\J . LorsqueJ = I on dit que cette
solution estglobale.

La question naturelle est ensuite de savoirà quelle(s) condition(s) une solution maximale
est globale.

Théorème VII.2 Soitu ∈ C 1(J ;U) une solution maximale deu′ = f(t, u). Notonsb la borne
suṕerieure deI et β la borne suṕerieure deJ . Alors ou bienβ = b ou bien« u sort de tout
compact» deU , c’est-̀a-dire que pour tout compactK ⊂ U , il existeη < β tel que

u(t) ∈ U\K , pour t ≥ η avec t ∈ J .

Et on a le ŕesultat analogue pour les bornes inférieures.

Dém. Supposonsβ < b et raisonnons par l’absurde. S’il existait un compactK et une
suite tn tendant versβ telle queu(tn) ∈ K pour toutn, quitte à en extraire une sous-suite,
on pourrait supposer qu’elle converge versu ∈ K. Soientτ > 0 etR > tel quef soit borńee
et Lipschitzienne par rapportàu dans[β − 2τ , β + 2τ ] × B̄(u, 2R). Alors en vertu du lemme
VII.3 ci-après, il existeτ ≤ τ tel que pour tout(t0, u0) ∈ [β − τ, β + τ ]× B̄(u,R) la solution
maximale du probl̀eme de Cauchy (3.2) est définie sur un intervalle contenant[t0 − τ, t0 + τ ].
Or, pourn assez grand,(tn, u(tn)) ∈ [β − τ, β + τ ] × B(u,R), et tn + τ > β. Ceci contredit
le fait queu soit une solution maximale. 2

Lemme VII.3 Supposons quef soit continue, borńee et Lipschitzienne par rapportà x dans
[t − 2τ , t + 2τ ] × B̄(u, 2R) pour τ > 0 etR > 0. Alors il existeτ ∈ ] 0 , τ ] tel que pour tout
(t0, u0) ∈ [t − τ , t + τ ] × B̄(u,R), la solution maximale du problème de Cauchy(3.2) soit
définie sur un intervalle contenant[t0 − τ, t0 + τ ].

Dém. Il suffit de reprendre la d́emonstration du th́eor̀eme VII.1 : en effet, la ḿethode suivie
permet de construire une solution dans l’intervalle[t0−τ, t0+τ ] qui soità valeurs dans̄B(u0, R)
(donca fortiori à valeurs dans̄B(u, 2R) par l’inégalit́e triangulaire), pour

τ := min
(
τ ,
R

M

)
,
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oùM est une borne def sur [t− 2τ , t+ 2τ ]× B̄(u, 2R). 2

Si l’espace ambiantE est de dimension finie, et siU = E, le th́eor̀eme VII.2 signifie que
pour une solution maximale non globaleu ∈ C 1(J ;E) avecβ := sup J < sup I,

lim
t

<→β

‖u(t)‖ = +∞ .

Remarque VII.3 Ce ph́enom̀ene est ind́ependant de la ŕegularit́e de la fonctionf ! Il se produit
par exemple pour l’́equation de Riccati, òu E = R et f(t, u) = u2 (fonctionévidemment de
classeC∞) : seule la solution nulle est globale. En effet, d’après l’unicit́e, une solution qui
s’annule est identiquement nulle ; et une solution qui ne s’annule pas vérifie ńecessairement

u′(t)

u(t)2
= 1 d’où − 1

u(t)
+

1

u(t0)
= t − t0 et donc lim

t→t0+1/u(t0)
|u(t)| = +∞ .

Il y a cependant quelques cas remarquables dans lesquels toutes les solutions maximales
sont globales :

• LorsqueU = E et f estglobalement Lipschitzienne, c’est-̀a-direqu’il existeL > 0 tel
que pour tous(t, x) et (t, y) dansI × E,

‖ f(t, x) − f(t, y) ‖ ≤ L ‖x − y ‖ ,

on peut reprendre la démonstration du th́eor̀eme VII.1 sans avoir besoin d’assurer que la
suiteun prend ses valeurs dans une bouleB̄(u0;R) : ceci supprime la restriction sur le
temps d’existence.

• En particulier, lorsquef est lin éaire par rapportà x, c’est-̀a-dire pour unéequation
diff érentielle de la formeu′ = A(t)u où A(t) ∈ L(E), toutes les solutions maximales
sont globales.

• LorsqueU = E dedimension finieet f estuniform ément bornée, le th́eor̀eme VII.2
montre que toutes les solutions maximales sont globales. En effet, siu′(t) = f(t, u(t))
pour toutt ∈ J alors

‖u(t)‖ ≤ (β − t0)M

avecβ = sup J , t0 ∈ J fixé etM une borne pour‖f‖.

5 Analyse qualitative

Notons queu ∈ C 1(J ;U) est solution maximale d’unéequation diff́erentielleu′ = f(t, u)
si et seulement sis ∈ J 7→ (s, u(s)) ∈ J × E est solution maximale du système autonome{

ṫ = 1
u̇ = f(t, u) .

D’un point de vue th́eorique, on ne perd donc rienà se restreindre aux́equations autonomes.
On ne sait pas résoudre explicitement unéequation diff́erentielle non-lińeaire ǵeńeraleu′ =
f(u). Cependant, on peut mettre enévidence des propriét́es dites qualitatives de cetteéquation
en se plaçant dans l’espace des phasesE et en consid́erant lestrajectoires, c’est-̀a-dire les
courbes

{u(t) ; t ∈ J etu ∈ C 1(J) solution deu′ = f(u) } .
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Le terme« trajectoire» appartient au vocabulaire de la cinématique. On parle aussi d’orbite
(dans le langage de l’algèbre,à cause d’une propriét́e de groupe qui sort du cadre de ce cours).
D’après l’unicit́e des solutions, les orbites ne s’intersectent pas.

On appelleportrait de phase la partition de l’espace des phases en orbites. On montre que
le portrait de phase ne dépend que de la direction des vecteursf(x) ∈ E et non de leur norme.

En dimension finie, l’́etude du portrait de phase commence par la recherche du signe des
composantes def(x). Les points òu toutes ces composantes sont nulles sont despoints fixes,
c’est-̀a-dire des orbites réduitesà un singleton correspondantà dessolutions stationnaires
(c’est-̀a-dire constantes) deu′ = f(u). La nature de ces points fixes, selon la position des
valeurs propres de la jacobienne def par rapport̀a l’axe imaginaire, est un autréelément im-
portant : un point fixex0 est dithyperbolique si dfx0 n’a pas de valeur propre imaginaire pure.
On montre (th́eor̀eme de Hartman-Grobman) que le portrait de phase deu′ = f(u) au voisi-
nage d’un point fixe hyperboliquex0 est topologiquementéquivalent au portrait de phase de
l’ équation lińeaireu′ = dfx0(u) au voisinage de0.

On cherche ensuite d’autres orbites remarquables, et par exemple descycles, c’est-̀a-dire
des courbes ferḿees simples correspondantà dessolutions ṕeriodiques : c’est en ǵeńeral un
probl̀eme non trivial de trouver des cycles !
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