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Chapitre |

Diff erentielle d’'une fonction

1 Introduction

On consi@re deuxXR-espaces vectoriels no&sL et F', que I'on supposeomplets: on dit
aussi que ce sont des espaceBdaach On notera engréral || - ||z et|| - || leurs normes
respectives (et simplemefnt || lorsqueE = F et qu'il n’y a pas d’ambigiié possible.)

Bien souvent, ces espaces seront en fait de dimension finie. Ce s@mwetsimplement des
espace®”, munis d’une quelconque nornfle ||, pourk € [1, ... oc], définie par

n
1/k .
Izl = (3 J21*)"" sik < oo et |zl = sup |z,
=1 1<5<

ou zy,...,x, désignent les composantes.dec R™. lls pourrontéventuellemenétre des ver-
sions @guies deR”, comme |'espace des matricés, ,(R) ap lignes ety colonnes, que I'on
peut munir de diverses normes. Par exemple, on peut prendre la norme subei@znorme
| - ||« dansR? etRRe, définie par

IM]llx = sup

Exercice. Exprimer cette norma l'aide des coefficients d&/ lorsquep = g etk = 1, 2, cc.
On rappelle que de toutes fagons, toutes les normessgoitalentes en dimension finie.
On noteral(E; F') 'espace des applicatioris éaires continuesde £ dansF’, muni de la

norme (@)
T)IF

el = sup 1A@e

ceenoy  17||E

C’est un espace de Banachxercice).
On suppose quE est un ouvert (non vide!) d&, et on considre une fonction

f:U—=F.

Définition 1.1 On dit que la fonctiory estdiff érentiable en un point: € U si elle estontinue
au pointz et s'il existel € L(FE; F') tel que

(1.1) i W@ +h) = fl@) = h)|r

= 0.
nZ0p i
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Cette dfinition est (volontairement) redondante : en fait, I'existence d’une applicatieaifan
continue/ telle gu’on ait (1.1) imposa f d’étre continue en. Car, en notant

eh) = [lf(x+h) = flz) = L)|p/l[hlle sih # 0r  ete(0) = 0,

on a par l'iregali€ triangulaire
If(@+h) = f(@)llp < e(h) Rl + [[ER)||F,

ou le membre de droite tend vebdorsqueh tend vers) gracea (1.1) eta la continuié de/
en0g. Inversement, si on suppogecontinue enc et s'il existe/ linéaire telle qu’on ait (1.1),
alors par liregali€ triangulaire

[e(M)|lr < e(h) Ihlle + 1f(z+h) — f(2)]]

tend ver9) lorsqueh tend ver) . (Et on rappelle que la contin@itd’'une applicatiotin éaire
équivauta sa continué en0.)

Notation. Bien dir, I'application/ dans la @finition 1.1 depend du point:. On la notera
désormaig = df,, de sorte que (1.1) séécrit

o @R = f@) — dfWle

=0.
h50g 7] &

L'applicationd f, est appetediff érentielle de f au pointz.

Définition 1.2 On dit que la fonctiory estdiff érentiable sur U si elle est diférentiable en tout
pointxz € U. Dans ce cas, on appeltéff erentielle de f la fonction

df : U — L(E;F) .
x df,

Si de pluslf est continue, on dit qug estcontiniment diff érentiable, ou de facoréquivalente
gue f est declasseé™.

2 Premiers exemples

e Toute applicatiortonstanteest contiiment diferentiable, deliff érentielle nulle.
e Toute applicatiorin éaire continue? est contiiment diferentiable, et sdiff erentielle
estconstante égalea ¢ en tout point :

dl,(h) = ¢(h) quels que soient: eth € E.

e Plus gereralement, toute applicationulti-lin éaire continueest contidiment diférentiable.
Ce dernier point demande quelques explicationgs,Si . ., E,, sont des espaces de Banach, le
produit carésienE = E; x --- x E,, muni de

@1, san)lle = lalle + -+ llonlls,

est aussi un espace de Banach. On dit qu'une applicdtion E — [ estn-linéaire (et
lorsqu’on ne veut pas pcisern on dit multi-lin aire) si pour toutj € {1,...,n} et pour tout
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(T1, .., Tjo1, Ty, ..., Tn) € By X -+ E;_y X Ejqq -+ x E, (avec les conventions naturelles
lorsquej = 1 ouj = n), I'application partielle

r € Ej — ¢x1,...,0j_1,,Tj11,...,Tp)

estlinéaire. Lorsqueg est de plus continue, toutes les applications partielles sont continues, et
¢ est contiliment diferentiable, de diéfrentielle @finie par :

n

(22) d¢(11 ..... xn)(h1>-"7hn> = Z ¢($1,...,l’j,1,h]‘,$]’+1,...,.’L'n).
j=1
(Dans cettécriture abusive, le premier terme de la sommeestemment)(hy, zs, . .., z,) et

le dernierg(xy, ..., x,1, h,).) La dBmonstration utilise leasultat suivant.

Lemme I.1 Si¢ est une applicatiom-linéaire continue, il exist€’ € R** tel que
(2.3) ¢, k)l < C T I0slle,
j=1

quels que soient les vecteursc L.

Dém. D’aprés la continug de¢ en0z = (0g,,...,0g,), il existen > 0 tel que si
max ||kl g, < 0,
[k, ... ka)llr < 1.
Soienth, € Ey, ..., h, € E,. Sil'un de ces vecteurs est nul(h;,...,h,) = Op. Sinon,
d’apres la multilirearie de¢ on a

I 1 77
hi,... hy) = — hille ) ¢(—— ha, ..., hy) -
Blhn, o ha) = o (H Illz,) & P i o)

On en @duit I'inégali€é (2.3) ave«” = 1/n™ (inégalié trivialement satisfaite lorsque I'un des
vecteursh; est nul). O

Remarqgue. Réciproquement, une applicatiorlinéaire ¢ satisfaisant (2.3) est continue sur
E = E, x--- x E,. De plus, 'ensemble des applicatiomdinéaires continues, nt

L(Ey, ..., E,; F) (attentiona ne pas le confondre avec 'ensemblgb; x --- x E,; F') des
applications ligaires suir), muni de

10l ceen,....pairy = max{ [|¢(he, ..., hn)llF s [[hs]lE, < 1}
est un espace de Banach.

Démonstration de(2.2). (Le casn = 1 est celui des applications Baires continues!) Pour
comprendre ce qui Se passe awee 2, on peut commencer par traiter le gas= 2. Pour une
applicatione bilinéaire :

¢(x1 + hi, w2+ ha) — ¢(x1,22) — d(h1,22) — @(x1,h2) = P(hy, ho).

Or d’apres le lemme 1.1, il existé' > 0 tel que

C
l6(h1, Bo)| < Clllalle 1holles < 5 1(has ho)ll -
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Donc on a bien

lim | #(z1 + hi, 29 + ha) — ¢(x1,72) — P(hy,29) — P(x1, ho) [P

= 0.
(h1,h2)Z(01, Op,) [(h1, ho) |

De plus, la diferentielle

d¢ : E1XE2 — £(E1XE2,F)
(11,@) = d¢($1,$2) : (hl,hz) = ¢(h1,932) + ¢($1,h2)
est bien continue (ceci est lagsen exercice).

Le cas @reral se traite parécurrence sun. Admettons le &sultat pour les applications
n-linéaires, et cons@&tons une applicatiofn + 1)-linéaire¢. Alors

n+1
¢<x1+h17"'axn+l+hn+1) - ¢<xla-'~7xn+1) - Z qb(xl)"'7$j—17hj7xj+17"'axn+l) =

j=1

¢<I1+h1, e 7xn+hn7xn+l+hn+1> — ¢(I1+h1, Ce ,xn+hn,xn+1) — ¢($1,. .. ,In,hn+1>

—|—¢(I1—|—h1, Ce ,$n+hn,$n+1) — ¢(ZE1, Ce ,$n+1) — Z qb(xl, . ,l‘j_l, hj,$j+1, e 7$n+1) .

j=1
Lorsqu’on divise cettégale par||(hi, . . ., hn, hns1)|| 2y xx B, » QUi par dfinition est suprieur
all(hi,...,hn)llE x.-xE,, le deuxeme morceau de droite tend clairement \ergracea I'hy-

pothese de&currence applicggea I'applicationn-linéaire
(X1, ..oy Tp) = ATy, Ty Ty1) -
Le premier morceau se simplifie en :
d(xr 4+ hyy .o+ oy 1) — O(x1, .o Ty hpg)
Or on peut montrer (ceci est laésen exercice) que I'application

E1X"'XEn — £<En+1’F)
(yb"' 7yn) = ¢(y17"‘7yn7')

(ou ¢(y1, ..., yn,-) designe l'application liaireh,, 1 — ¢(y1,...,Yn, hnt1)) €St CONtinue.
Donc pour tout > 0, il existen > 0 tel quemaxje(y.... ny ||hs]|z, < 7 entrdne

lo(z1 + hayoo s Zp 4 By has1) — O(x1, .o @y b)) |2 < €| Pnaa |

En+1 *

Finalement, on conclut par I'agalig triangulaire que le rapport

+
[uy

n

"¢($1 +h1,...,l’n+1 +hn+1) — ¢($1,...,]}n+1) — ¢<3§'1,...,mjfl,hj,.l'j+1,...,l'n+1)
1

J
[(h1, - hogn)

tend bien ver$ lorsque(hy, . .., h,41) tend vers0g,, ..., 0g, ). O




3. PREMIERES PROPRIETES 7

e Une fonction de variablecelle estiff érentiable si et seulement si elle edérivable : la
différentielle d’'une fonction&ivableg : U ¢ R — F estdonge par

dgi(k) = k¢'(t) quels que soiente U etk € R.

(Noter quek € R est un scalaire ef (t) € F' est un vecteur enggéral.)
e « Inversemend, quel que soit 'espace de Banaéh si f : U C E — F est
différentiable, alors quels que soient U eth € F, la fonction
g:t— gt):= f(x+th)
est cerivable ent = 0, et
9'(0) = dfu(h).
On dit que c’est lalerivée def dans la direction h (si h est non nul).
e Fonctionsa valeurs dans un espace produit une fonction

f: U — F=Fx---xF,
v = f(z) = (filz),.... fulz))

est differentiable (em) si et seulement si les fonctiorfs, .. ., f,, le sont. Si c’'est le cas,
sa differentielle est doréee par

dfe(h) = (d(f1)a(h), ..., d(fn)=(h)).
e Fonctions cefinies sur un espace produit {a situation est un peu pluslicate. Si
f: UCEx---xFE, — F
r = (x1,...,2,) +— f(2)

est differentiable, alors leapplications partiellesx; — (x1,..., 21,2, Tiv1, .-, Tp)
sont differentiables, et si on notg f leurs differentielles, on a

Mais la differentiabilie des applications partielles n’implique p&sassairement la dédfen-
tiabilité de f! On verra au chapitre Il (voir aussi legbheme 1.2 lorsquet; = - =
E, = R) que des applications partielles cortment diferentiables impliquent qué
est contiiment diférentiable.

3 Premieres proprietés

Proposition .1 Sif : U C E — Fetg : V C E — F sont diferentiables respectivement
sur des ouvert§ etV d’'un meme espacé, alors leur somme¢ + g est diferentiable suu NV
et

d(f+g) = df + dg,

c’est-a-dire que pour tout: € U NV et pour touth € F,
d(f + 9)a(h) = dfe(h) + dga(h).
De plus, quel que soit € R, la fonction\ f est diferentiable et
d(Af) = Adf.
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La demonstration dcoule directement de la&finition (et de I'iregalii triangulaire pour ce
qui est de la somme). Cette proposition signifie que

— I'ensemble des fonctions déffentiables sul/ eta valeurs dang’ est un espace vectoriel,

— la differentiationd est une application liaire de cet espace vectoriel dai{&r; ).

Le résultat suivant est moirsvidenta demontrer, mais il est e¥@mement important : on
le désigne souvent pargle de erivation des fonctions compoées(chain ruleen anglais).
Dans Iénon&, V' est un ouvert dé’ et G est un espace de Banach.

Theoreme l.L1Sif : U ¢ E — F est diferentiable en un point € U etsig : V C
F — G est diferentiable enf(x) € V, alors la fonction comp@ego f : U C E — G est
differentiable enc et

d(go f)z(h) = dgsw)(df.(h)) quels que soient: € U eth € E.
Autrement dit,
(3.4) d(go f)e = dgsm odf. quelque soitr € U .
Dém.Notons
o(h) = f(x+h) — f(x) — df.(h) pourtouth € E,
v(k) = gly+ k) — gly) — dg,(k) pourtoutk € F', avecy = f(x).
Par cfinition de la diferentiabilie def et deg,

el Bl

=0
wZo, e o, Ikle

ce que I'on peut aussi exprimer sous la forme

lv(B)lle = e(k) k]l  avec lim e(k) = 0.

(Il suffit de poser(0r) = 0ete(k) = ||[v(k)|lc/|k||F pourk # 0F.)
Ona

g(f(x +h)) — g(f(z)) = g(f(x) + dfe(h) + @(h)) — g(f(z)) =
= dg,(dfa(h) + () + y(dful(h) + (h)) .
Par conéquent, pouh # O,

lg(f(z + 1)) — g(f(x)) — dgy(dfe()llc _ lldgy(p(h) + v(dfe(h) + (h))lc
e 12|

< tag, 11 B0 (g, + B0 cqarimy + o).

Les deux morceaux ci-dessus tendent bien Véossqueh tend verd) ; puisque c’est le cas de
le(h)||r/||h]| 2, quedf.(h) + ¢(h) tend verDr et ques(k) tend vers) lorsquek tend vers
Op. O
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Les exemples dor@s au paragraphegnédent et les propetesénon@&es dans la proposition
et le treoreme ci-dessus permettentadculer beaucoup de diffrentielles (sansatessairement
revenira la cefinition).

Voyons un exemple de calcul, dans lequel on sui@imdrche grérale : 1) supposer que la
differentielle existe et calculer un candidat pour cettediffitielle ; 2) injecter ce candidat dans
la définition et \érifier que la fonction est bien défentiable. (On se limite ci-dessoai$ étape
1;I'etape 2 est laig® en exercice.)

Consicerons I'ensemblé/ desu € EF = L(X;Y) (ou X etY sont desR-espaces de
Banach) qui sont inversibles (et qu’on appelle d@snorphismes :

Isom(X;Y) = {ue L(X;Y); ve L(Y;X), vou = ldy etuov = Idy }.
C’est un ouvert d&v. Soit alors la fonction

f: U —F :=L(Y;X)

u — u

L'application
¢p: ExF — L(X;X)

(u,v) +—ovou

est bilinkaire continue, et on a paéfihition ¢(u, f(u)) = ldx (I'application identi& surX).
Par suite, en supposaapriori que f est differentiable, on a pour toute U eth € E,

¢(h, f(u) + d(u,dfu(h)) = 0.
Autrement dit,
utoh = —df,(h)ou,cesta-dire df,(h) = —utohou .

Exercice. Vérifier, en reportant dans laéfinition le « candidats trouvé ci-dessus pour sa
différentielle, quef est differentiable.

4 En dimension finie

On suppose dans ce paragraphe= R? et ' = RY, avecp, g € N*.

Notations. Pour un vecteur € R?, resp.y € R?, on notera(xy, ..., z,), resp.(yi, ..., y,)
ses composantes. (Attenti@gnne pas confondre avec lesuplets de vecteurs congigs au
paragraphe 2.) La matrice du vecteus z, resp.y, sera na@e X, resp.Y’. Ce sont les matrices
colonnes :

I n
X = : eM, (R), Y = : e M,1(R).
Lp Yq
On noteey, ..., ¢, les vecteurs de laase canoniquede R? : par cefinition, le vecteur;

(pouri € {1,...,p}) atoutes ses composantes nulles saiHfdme qui vaut.
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Dérivées partielles. Pourtoutr € U de composantgsy, ..., z,) etpourtout € {1,...,p},
I'ensembleV;(z) = {t € R; (x1,...,2i-1,t,is1,...,7,) € U} estun voisinage ouvert de
ZTi.

Supposong : U C R — F différentiable. Alors Bpplication partielle
gi: Vi(x) — F
t — f(il]l,...,ﬂfl',l,t,l’prl,...,le) = f(ﬂ? + (t—xz)ez)

est cerivable eny; et
gi(w:) = dfa(e:)
(dérivee def dans la directior; au pointz). Il est d’'usage de noter cettérivee

af
oz, ()

ou méme simplement,, f(z). On appellelérivées partiellede f les fonctions

O, f + U — F
of

xr

pouri € {1,...,p}. Par lirearié dedf,, on voit que pour toukr € R?, de composantes
(h1,...,hy),

df.(h _df;E(ZheZ) Zhdfxel Zh@ml

Notation. Quel que soit € {1,...,p}, 'applicationh € R? — h; € R est une forme ligaire
continue (c’est-dire unélement deC(R?; R)). On la notedz;. Ainsi, la differentielle def au
pointx s'écrit

0
i =Y Lyas,

i=1

Attention! L'existence de @rivées partielles n’est pas suffisante @magal pour qu’une fonc-
tion soit differentiable.

Théoreme 1.2 Une applicationf : U ¢ R? — F = R? estcontinOment différentiable si
et seulement si sesdérivées partiellesexistent et sontontinuessur U.

Dém.Si f est contiiment diférentiable, alors pour toute {1, ...,p} sa cerivée partielle

of
3@

Opf 2 €U — (z) = dfule:)

est continue comme compes des fonctions continues

df : U — L(R"F) et LR1KF) —  F
r = dfs 14 = l(e;) .
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Réciproquement, supposons que pour todt {1,...,p} et pour toutz € U, I'application
partiellet € — f(zy,...,2;-1,t,241,...,%,) SOIt cerivable enz;, et que sa @rivee enx;
définisse une fonction continue stir no&ed,, f. Alors la fonction

U — L(RP; F)
T o ; B (x)dz;

est continue comme compaEes des fonctions continues :

U - Fx---xF et Fx---xF — L(RF)
i of o
tT (8x1<) 8xp( )> (y'...y7) = Zy’dxi.
i=1

(Dans la notation ci-dessug,dz; € L(RP; F) est cfini par(y’ dz;)(h) = h;y'.) Vérifier que
f est effectivement diffrentiable de diffrentielle

=) 0, f(x) day,

demande un peu de travail. On peut raisonner paumrence. Le cag = 1 est clair (c’est
I'exemple des fonctions de variabléalle). Supposons que ce soit vrai pour les fonctipns
variables eelles, et consietons une fonction sur un ouvert B&™' admettantp + 1) dérivees
partielles continues. Alors

p+1

fle+h) — f(x Zh@xzf
flrr+ha, oy + hytpn + hpr) = fon+ha, oo o+ By 2p0) — hpya Ony f(2)

p
+flrr+he, oo xp+ hyp,xpn) — f(T1, . Ty Tpy1) — Z hi Oy, f ()
i=1

Lorsqu’on divise cetteegalie par||(hi, ..., h,+1)|, le second morceau tend vebsavec h
d’apres I'hypottese de &currence. Il resta montrer que le premier morceau tend aussi vers
0. On va pour cela appliquer teéoreme des acroissements fing la fonction d’une variable
reelle

g : f = f(xl +h17'--7xp+hpaf) - (6 _-Tp+1)arp+1f($)'
Cette fonction esté&fivable au voisinage dg,., de cerivée :

g/(g) = 3wp+1f(x1 + hl, S + hp,€> — 8xp+1f(x) .

Or, par hypotlse, la fonctiord,,, , f est continue au point. Soit donce > 0. Il existen > 0
tel que

max |(y—x)il <0 = |0 f(y) = Onn f(@)llF < €.

.....

Tp+1 + hpt1, ( )| F g e. Ceci |mpI|que (en appliguant leéb®eme des accroissements finis
aux composantes de qui sont des fonctions de dansR!),

lg(@pr1 + hp1) — g(xpi1)||p < € |hpia] -
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g implique
p+1
Hf(m+h> — fl@) = Y hi0nf@)| < el + -+ lhpal).
=1 F

|

Matrice jacobienne. Si une fonctionf : U C RP — R? de composantesfi, ..., f,),
est differentiable au point, on cefinit sa matrice jacobienne au pointomme la matrice de
I'application lingaired f, dans les bases canoniquesitfeet R?. Elle est donige par

amfl(x) T axpfl(w)

Df(z) = : : S Mq,p(R) .
a;qu(x) aacpfq(x)
Autrement dit, le coefficient de la matrice jacobiennefd#indicei € {1,--- , ¢} en ligne et
j€{1,---,p}encolonne est

(Df(x))ij = On, fi(x) .
En particulier, siy = 1, Df(x) est une matrice ligne. De faco®grale, les lignes dds f(z)
sont lesD f;(x).

Nabla. On note parfoisv f(x) (qui se lit« nablaf dex » ) la matrice transp@e deD f(x) :

(Vf(2))iy = Ou, fi(2).

En fait, cette notation est surtout utés lorsque; = 1, auquel casv f(x) est une matrice
colonne, que I'on identifi@ un vecteur d&” appeé gradient de f au pointz.

Opérateurs differentiels classiques. Comme on vient de le voir, pour une fonction éiféntiable
avaleurs scalairesp : U C R? — R, le gradient est c&fini par :

gradp : U C R? — RP
x —  (grady)(z) = (@vlcp(x), e 0xp90(x)) )

Par ailleurs, pour une fonction déffentiablef : U C RP — RP (noter I'egalié des
dimensions au&part eta I'arrivée), de composanteg,, . . ., f,,), on cefinit sadivergencepar

dvf: UcCR — R
ro e (dvf)() = t(Df(R) = D Orfilw).

Lorsquep = 3, on cefinit aussi lerotationnel de f

rotf : UCR — R?
x — (rotf)(x)

par

(rotf)(@) = (Ouy f3(x) — Onafo(2), Ons fi(2) — 0oy f3(2), Oui fol@) — O fi(2)) .



Chapitre |l

Theoreme des accroissements finis

Ce chapitre est consag I'un des esultats fondamentaux du calcul éiféntiel, et quelques
unes de ses applications.

Pour une fonction deariable réelleet a valeurs réelles on conndt la formule des ac-
croissements finigcongequence du #oeme de Rolle) :sp : I € R — R est cerivable sur
I'intervalle I, alors pour toutx,y) € I x I (avecz < y), il existet €]z, y[ tel que

f@) = fly) = f'(t) (x —y).

Par suite, sif’| est majoée par une constante > 0 sur l'intervallle 7, on a linégalite des
accroissement finis

| f(x) — f(y)| < k|x —y| quelquesoit(z,y) € T x I.

Attention! Pour une fonctionf a valeurs dans un espace autre @uel n'y a pas de
formule des accroissements finis : par exemple, la foncfionz — e'® est cerivable, et sa
deriveexr — ie'® ne s'annule pas, bien qu'il existe des points (nombreug)y distincts a
f(x) = f(y)!Enrevanche, Inégalité des accroissements finis reste vraie.

1 Fonctions d’'une variable reelle

Théoreme Il.1 Soitf : I ¢ R — F une fonction @érivable sur un intervalle ouveit eta
valeurs dans ufR-espace de Banach. On suppose qu'’il existe > 0 tel que

| f'(t)|l» < k quel que soitt € T .
Alors

(1.1) 1f(x) = fW)llp < klz —y| quelquesoit(z,y) € I x I,

Dém. Pour fixer les i@es, on prendz,y) € I x [ avecx < y. On ne va pas montrer
directement (1.1), mais I&sultat interreédiaire suivant : pour tout > 0 et pour tout € [z, y],

(1.2) 1f@) = f@)llp < (B +e)(t —2x)+e.

En l'appliguantat = y puis en faisant tendre vers0, on en @duit en effet (1.1). Pour
démontrer le ésultat interradiaire, consiérons I'ensemble :

O = {telryl; | f(t) = f@)llp > (k+e)(t —x) +e}.

13
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C’est un ensemble ouvert (cfirest continue) danis;, y|, dont on veut montrer qu'il est vide.
Supposons qué& ne soit pas vide, et soit alotssa borne infrieure. Comme I'iagalié
(1.2) est vraie au voisinage dgpar continuié de I'application

t= L) = f@)llp = (k+e) (1t =),

qui vautévidemmen® ent = z), on at > z, etdonct = inf O ne peut pagtre dans I'ouvert
O (siT > zxetsiT appartient O, [z, 7[NO est non vide, done ne minore pa®) et ne peut
par congquent pagtre la borne irdrieure de?). Donc

1f@) = f@)llp < (b +e)(t—2z)+e.
D’autre part, d’apes la érivabilite def ent, il existen > 0 tel que pour tout €]z, t + 7],

If(t) = f(@)llp
|t — ¢

k> ®lle > — €,
d’'ou
1) = Ol < (k+e)(t—1).

Par I'inégali€ triangulaire, on enatluit

1f@) = f@)llp < (B +e)(t—x)+e

pourt € [t,t + n], c'esta-dire quelt, ¢t + n] N O est vide. Ort < y (si ce nétait pas le
cas,O serait Bduit au singletod y }, qui n’est pas ouvert dans, y| !) donc pour, assez petit,
t + n < y. Par conéquent,t, ¢ + n] N O = () montre quet + n est un minorant d&
strictement plus grand que ceci contredit le fait que soit la borne inérieure de). O

Remarque. Le résultat s’applique @me pourr ety au bord de I'intervalld, a condition que
f soitcontinue sur l'intervalle ferm & I et qu’on ait une estimation dg¢ sur l'intervalle ouvert
I. En effet, dans la@&monstration, 'ensembl@ reste un ouvert dont la borne @xfeure, s'il
est non vide, appartieatl'intervalle ouverf =, y |.

La méme n&éthode de @monstration permet de montrer &sultat plus §réral suivant.

Théoreme Il.2 Soitf : I € R — F une fonction @rivable sur un intervalle ouvett et
a valeurs dans uiR-espace de Banach. On suppose qu’il existe une fonctign: I — R
dérivable telle que

I f'®) |lr < ¢'(t) quel que soitt € I .

Alors

(1.3) 1 f(z) = fW)llp < [e(@) — e(y)| quel que soit(z,y) € I x I.

2 Théeoreme genéeral

Comme au chapitre &/ et F' désignent de®-espace de Banach.
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Théoreme Il.3 Soitf : U ¢ E — F une fonction difrentiable sur un ouvedonvexeU.
On suppose qu'il existe > 0 tel que

Ildf.|ll < & quel que soitu € U .
Alors
(2.4) | f(x) — fW)llp < Kkl —yllzg quelque soit(z,y) € U x U .

Dém. Fixons(x,y) € U x U. D’apres les hypotbses, le segment d’egmitesz ety est
inclus dand/, et la fonction d’une variablecelle

g: [0,1] — F
t = flettly—x))

est cerivable, de drivee
gt) = df(atiy-an(y — ),

satisfaisant la majoratiofiy’(t)||» < k|ly — x| g pour toutt € [0,1]. D’apres le tleome
1.1, on en cduit

1) = f@)lr = [19(1) = 9(O0)]lr < klly — =]z

Remarque. La démonstration donne en fait I'egali€ plus fine

1) = @)l < 5w 10 ecu-en Iy = <lle.
€ )

3 Applications

Le theoreme des accroissements finis a de nombreuses applications. Les folndamen-
tales» sont

e |a carackrisation des fonctions de diffentielle nulle sur les ouvert®nnexes

¢ la carackrisation des fonctions de clasgé sur un produit caésien.

Theoreme Il.4 Soitf : U ¢ E — F une fonction difrentiable sur un ouvexonnexelU,
telle quedf, = 0 pour toutz € U. Alors f estconstante

Dém. Quel que soitr € U, il exister > 0 tel que la boule ouverte de centrest de rayon
r, B(x;r) soit incluse dang/. Cette boule est convexe, et puisqué = 0, le theoeme des
accroissements finis montre qyi¢y) = f(z) quel que soity € B(u;r) : cela signifie quef
estlocalement constanteCommelU est connexe, on eréduit facilement qug est constante.
En effet, fixonsr € U. Lensemblef ! ({f(z)}) est non vide puisqu'il contient, et ferne par
continuie def. D’apres ce qui peade, cet ensemble est aussi ouvert. Puigfest connexe,
onadonc/~'({f(z)}) = U. Autrement dit,f(y) = f(z) pour touty € U. O
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Théeoreme II.5 SoientF, ..., E, des espaces de Banachet= FE; x --- x E, muni (par
exemple) de la norme

(1, wn)lle = llelle, + -+ llznlle, -
Une fonction
f: UCE — F
x = (z1,...,2,) — f(x)
est contidiment diférentiable si et seulement si pour taue {1,...,n} et pour toutz =
(z1,...,2,) € U, I'application partielle
Y; — (Ih ey L1, Yiy Ly - - - 7In)

est diferentiable eny; = x; et sa diférentielle @&finit une fonction (appék diff érentielle
partielle) continue ddJ dansL(E;; F').

Dém.lly aun sens facile. Sf est contifiment diferentiable, quels que soient {1,...,n}
etz = (xy1,...,x,) € U, 'application partielleg : y; — (z1,...,Ti—1,Yi, Tiz1, ..., T,) €St
difféerentiable eny; = x;, de differentielle @finie par

dg$l(hz) = dfz(07 ce ,O,]’LZ’,O, ce ,O)

pour touth; € E;. Notonsd; f, € L(E;; F') 'application cefinie comme ci-dessus p&f,(h;) =
df,(0,...,0,h;,0,...,0), et

d&if : U — L(E;F) .

Alors d, f est continue sut/, comme compd=e des fonctions continues

df + U — L(E;F) et L(E;F) — L(E;F)
T df. l —  (h; — £(0,...,0,h;,0,...,0)).

Pour toutz € U, on a par liari€é dedf, :
=1

pour touth = (hq,...,h,) € E.
La réciprogque Bcessite le thoeme des accroissements finis. Supposons que pour ¢éout
{1,...,n} la différentielle partiellel; f existe et soit continue. Alors I'application

U — L(EF) )
v (b = A (h)

est bien continue comme compgasdes fonctions continues

U — L(E;F)x---xL(E,;F)
xr = (dlfxaadnfm)
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(fonctiona valeurs dans un produit dont chague composante est continue) et
L(E;G;F)x -+ X L(E,; F) — L(E;F)
(..., e (N S A ()
=1

(application lireaire continue). Il s’agit de montrer gyeest differentiable, de diffrentielle
préeci€ment @finie par
dfu(h Z di fo(h

pour toutz € U et pour touth = (hl,...,hn) € E. On peut raisonner paécurrence sur
n. Le casn = 1 estévident : siE = FEi, df,(h) = dif.(hy) pour toutz € U et pour tout
h = h, € E. Supposong > 2 et le iesultat @monté pour les fonctionséfinies sur un ouvert
d’espace produit dg — 1) espaces. Soit € U etr > 0 tel que

Z'g{rllaxn} Ny—2)lle, <r = y=(,.--.,yn) €U.

Pour touth = (hy,...,h,) € E tel quemax;cqi,.. ny |[hill, < rona

77777

fla+h) = fx dez D) =
f(xl +h17"'7xn—1 +hn—17xn+hn) - f(xl +h17"'7xn—1 +hn—17xn> - dnfr(hn)

+f(l’1 —i—hl,...,l’n,l +hn717xn) — f(xl,...,xn,l,xn) — Zdl.ﬁv(h‘

Lorsqu’on divise cettégali&é par||(h4,. .., h,)||, le second morceau tend véravech d’apres
I'nypothese deé&currence. Il resta montrer que le premier morceau tend aussi re@est ici
gue va intervenir lehéoreme des acroissements fini®ar hypotkse, la fonction

g Yn — f($1+h17--~,$€n71+hn71,yn) - dnfw(yn_xn>

est differentiable dans la boule ouverte de rayprentée enr,, dans I'espacé’,, de differentielle
définie par

dgyn<hn) = dnf@i4h1,tn1+hn s er)( n) — dnfo(hn)
et donc de norme

dean < H‘dnf(m1+h1 ..... Tp—1+hn—1,9n) dnfe |l -

Or, par hypotkse, la diferentielle partiellel, f est continue au point = (xy,...,x,). Soit
donce > 0. Il existen €]0, r] tel que

max |(y—2)ile <n = ||daf..,
i€{1,...,n}

- dnf(xl ..... mn)||| S €.

Par congquent, simax;c(;

<,

-----

lldgy, [l <& pour [lyn — zallz, <,
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et le tleoeme des acroissements finis (appéi@uy dans la boule de centreg, et de rayon,,
qui est bien convexe) implique

l9(zn + ) = g(zn)llp < ellhnllz, -

Gracea l'inégalié triangulaire, on en@tuit qu'il existen; < 7 tel quemax;cq;
n; implique

ny |hillg, <

.....

< e(lhlle + -+ [Pallz, ) -
F

Hf(x+h) — Jla) = > difu(h)

O
Comme l'auront remaraules lecteurs perspicaces, kngonstration ci-dessus est caqu
sur celle du tkoeme 1.2 dans le chapitre I, que I'on peut voir comme un cas particulier du
theoeme ll.5aved, = --- = E, = R.



Chapitre Il

Diff eomorphismes

1 Introduction

SoientU etV des ouverts (non vides) d’espaces de Banaet I respectivement.

Définition 111.1  On dit qu’une applicationf : U — V est undiff eomorphisme(de U sur
V') si et seulement si

i). f estunebijection,
ii). festde class&, c’esta-dire continGment différentiable sur U,
jii). f~!estde class&™ surV.

Attention, le pointii) estimportant.

Exemple (avecE = F = R!)
La fonction trigonorétriquetan est un diffomorphisme de — /2, 7/2 [ surRR.

Contre-exemple (avecE = F = R

La fonction polydmialez +— 23 n’estpasun diffeomorphisme d&® dansR, bien que ce
soit une bijection, contiiiment diferentiable : saéciproque n’est en effet pas difentiable en
y = 0.

Proposition Ill.1 Sif : U — V estun difftomorphisme, sa défentielle est en tout point de
U un isomorphisme d& sur F, et la diferentielle de la fonctionéciproquef ! est lieea celle
de f par la formule :

d(f 1), = (dfffl(y))_1 pour touty € V.
Dém. Pour simplifier lécriture, notong = f~!. Par dfinition, on a
gof =1Idy et fog=Idy,
d’ou en applicant laggle de @érivation des fonctions compess (tleoeme 1.1)
dgyodf, = Idg et df,odg, = Idp pourtoutz € U ety = f(x).
O

Corollaire 11l.1  S’il existe un diftormorphisme d’un ouvert dé sur un ouvert de&", les deux
espaces sonsomorphes En particulier, si I'un d’eux est de dimension finie, I'autre aussi et sa
dimension est la Ame.

19



20 CHAPITRE IIl. DIFFEOMORPHISMES

2 Theoreme d’inversion locale

Le theoreme d’inversion locale est une sorte éeiproque de la proposition I11.1.

Théoremelll.L1 Sif : U — V estde class&™?, sia € U est tel que quelf, soit un
iIsomorphisme dé’ sur F, il existe un voisinage ouvetf, dea dansU et un voisinage ouvert
V, deb = f(a) dansV tel que la restriction def a U, soit un diffomorphisme d&, sur V.

La demonstration utilise essentiellement trois iedjents :
1) le fait que I'ensemble Isofi’; F') des isomorphismes de sur F’ soit un ouvert et que
I'applicationu € IsomE; F) — ™! € IsomF; E) soit continue,
2) le theoreme des accroissements finis,
3) le theoreme du point fixe de Banach-Picard.
Le point 1) a @ja éte mention@ au chapitre I. Il est laigsen exercice. Pour le point 2) on
renvoie au chapitre Il. Pour le point 3), rappelons le

Théoreme IIl.2 SiC est unfermé non vide d’'un espace d@anachE etsih : C — C est
contractante, c’esta-dire qu'il existek €0, 1] tel que

|h(z) — h(2') || < k||xz — 2'||g quels que soient etx’ € C,

alors il existe un unique, € C tel queh(xy) = x.

Attention! Dans ce tBoeme, toutes les hypatses sont cruciales : I'ensemldledoit étre
complet (on a besoin du ceite de Cauchy) et stable pafon a besoin d’érerh), et la constante
k doit étrestrictemeninférieurea 1 (pour pouvoir appliquer le cére de Cauchw la suite des
iteresh™(x)).

Démonstration du théoreme Ill.1  On pro@&de en quatrétapes :

(0) Réduction du probleme. Pour simplifier les calculs, on peut sans perte deecplite se
ramener au casto

(2.1) E=F, a

b=0 et df, = ldg.

C’est possible en remplagant I'ouvértpar 'ensembld/ desz tels quea + x appartient U,
et f par f définie par

fl) = (df)™" (fla + 2) = f(a)).

Si I'on demontre le ésultat pourf, on en é&duira imnédiatement leé@sultat pourf. Désormais,
on enkve les tildas et I'on se place dans le cas (2.1).

(1) Existence de la fonction éciproque locale.Consicerons I'application
g:relUw— g(r) =z — f(x).
D’apres les hypotéses et (2.1); est de class&™! et telle que

g(0) =0, dgo =0.
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Donc il exister > 0 tel que pout|z|| < 2r,z € U et
lldg=lll < 1/2.

D’apres le tleoeme des accroissement finis appé@uy dans la boule3(0; 2r) de centre) et
de rayorr,
1
lg()ll = llg(z) — g(O)I = 5l <r

pour toutz € B(0;2r). Ceci signifieg(B(0;2r)) C B(0;r). Par continuié deg, on a aussi
I'inclusion avec les boules ferees :g(B(0; 2r)) C B(0;r).

Nous allons montrer que pour toyte B(0;r) il existe un uniquer € B(0;2r) tel que
y = f(x). Pour cela, fixong € B(0;r) et consi@rons I'application

h:x€ B0;2r) — h(z) ==y + g(x).

On auray = f(x) si et seulement gi(z) = z. C'estici bien 8ir qu'intervient le tieoreme du
point fixe. Verifions d’abord que la boule feée B(0; 2r) est stable pak :

siz € BO;20), [h@)| < Iyl + lg(@)] <r +r = 2r.

Veérifions ensuite qué est contractante :
: 1
sizets' € B(0;2r), |[h(z) — b = llg(z) — 9()]| < S llv — |

en appliqguant une nouvelle fois le&®me des accroissement firisy dans B(0; 2r). Par
continuié deg (et donc deh) a nouveau, I'iggalie ci-dessus est @me vraie dans la boule
fermée B(0; 2r). Donc le tleo’me I11.2 s’applique bied h dansB(0; 2r). On observe de plus
que son point fixe: appartient en faié la boule ouvertd?(0; 2r) : puisquey € B(0;r),

[zl = N < llyll + llgt)l <r + llgl@)l < 2r.

Par conéquent, la restriction d¢ aU, := B(0;2r) N f~*(B(0;r)), qui est un voisinage
ouvert de0, est une bijection dé/, sur B(0,r). Par abus de notation on note simplemgnt
sa eciproque.

(2) La fonction f~! est Lipschitzienne :Soienty = f(z) ety = f(2/) € B(0;r), avec
xz, o' € B(0;2r). Alors
1
|z — 2| = ly+g@) =y — g < lly — ¥ + gz = ',

dot |z — 2’| < 2]y — |

(3) La fonction f~! est de classe&s™ : Par continuié dedf et puisque IsoifF; E) est un
ouvert, pour- assez petitd f, € Isom(F; E') pour toutz € B(0;2r) ; de plus, par continuétde
u € Isom E; E) — u~!, l'application

B(0;2r) — IsomE;FE)
T = (dfy)7!

est continue. Comméf, = ldg, quittea diminuer encore on peut supposer :

I[(df.) M| < 2 pourtoutr € B(0;2r).
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Cette estimation et la constante de Lipschitz obtenu€2ayermettent de montrer que le
candidat(df,)~! est effectivement la diffrentielle def~! au pointy = f(x), quel que soit
x € B(0;2r). On pro@de comme d’habitude, en revenaria cfinition. Il faut montrer que le
rapport
If My + k) — fHy) — (dfe) " (R)|]
[1E]l

tend verd) aveck. Pour cela orecritz + h = f~'(y + k) (pourk € B(0;r — ||y||)). D'ou
If 7 +k) = [ ) — () R = [l + b — 2z — (dfe) " (flz+h) = f(z))]
< (dfe) = I Fl@+h) = fz) = (@df) (R,

d’ou encore

I~y + k) — [T y) — (dfe) " (R
[1&]

[ f(z+h) = flz) = (df)(B) ]| [IA]
2] 1%l

<2

Or d’apes le(2), ||kh||/]|k]] < 2.0n conclut en appliquant Igéfinition de la diferentiabilie a
I o

Le theoeme d'inversion locale est fondamental en analyse. Il permet notamment de ca-
raceriser les diftomorphismes : legisultat suivant inclut lagciproque de la proposition Il.1.

Corollaire 1.2 Soitf : U — F une application de class&' avecU un ouvert non vide.
C’est un diftomorphisme (d& sur f(U)) si et seulement si elle est injective et safdéhtielle
est en tout point d& un isomorphisme d& sur F.

Dém. La partie directe dcoule de la dfinition et de la proposition IIl.1. &iproquement,
supposony injective et telle quelf, € Isom(E; F) pour toutz € U. Alors f est bien ar
bijective deU sur f(U). De plus, le teoreme d’'inversion locale montre quél ) est unouvert
En effet, pourtouy = f(x) € f(U), il existe un voisinage ouvert dequi s'ecritV,, = f(U,),
ou U, est un voisinage ouvert dedansU, et qui est par comgjuent inclus dang(U). En fait,
on montre de la @me fagcon que I'image pdrde tout ouvert inclus daris est un ouvert. (On dit
alors quef est une applicationuverte.) Par suite, I'applicationgciproquef =t : f(U) — U
est continue. Il resta montrer qu’elle est continment diférentiable. Or I'application

fU) — L(FE)
Y = (dfffl(y))_l‘

est continue comme compes d’applications continues, et de plus, on sait dapéetape(3)

de la ®emonstration du #oeme d’inversion locale que c’est (localement) la&iéntielle de

/. O
En dimension finie, le@sultat peut €noncer ainsi.

Corollaire 1.3 SoitU unouvertdeR? et f : U — RP? injective et de classé&. Alors f est
un diffomorphisme si et seulement si &#@&minant de sa matrice jacobienne (que I'on appelle
simplement Igacobiende f) ne s’annule pas suv'.
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3 Théoreme des fonctions implicites

Parmi les consquences fondamentales dademe d’inversion locale, on trouve uesultat
tout aussi important, connu sous le nom deatBme des fonctions implicites. Il concerne la
résolution déquations non-lieaires de la forme

flz,y) =0,

et doit son nom au fait que, sous les hypsts que I'on va gciser, on peut en tirgr comme
fonction dex : on dit alors quef(z,y) = 0 définit implicitementy, ou encorey comme
fonction implicite dex.

Dans I'énon& qui suit,F, F' etG sont trois espaces de Banach.

Théoreme II1.3 SoitU un ouvert defl x F etf : U — G une fonction de class&!. On
suppose qu'il existéa,b) € U tel que f(a,b) = O et la differentielle partielle def par
rapporta y, d,f est telle qued; f(, ;) Soit un isomorphisme dé’ sur G. Alors il existe un
voisinage ouvert/, ;) de(a, b) dansU, un voisinage ouveit’, dea dans£ et une fonction de
classes™
v : W, = F
telle que :
((z,y) €Uy €t flz,y) =0c) &  y=¢@).

Déem.Comme annort, on va appliquer le #oeme d’inversion locale. Pour cela, on corsil
la fonction
g: U — ExG

(.y) — (o, f(z,9)).
Elle est de class&™, et pour toutz, y) € U, pour tout(h, k) € E x F,ona

dg(x,y)(h7k> = (h, dlf(ﬂmy)(h) + d2f(x,y)(k> )7

ou d, f designe la diferentielle partielle d¢ par rapport x. Vérifions quedg,, s est un iso-
morphisme de& x F' surE x G : d’apres I'hypotlese sur la difirentielle partiellel, f, on a
pour tout(h', k') € E x G,

(h,k) € E x F et dgap(h, k) = (b, k)
equivauta
h="hn et k= (dgf(a,b))_l (k’/ — dlf(ajb)(h,)).
Doncdg,, est bien un isomorphisme, d'inverse

(dg@p) ' ExG — EXF
(W K) — (K, (dafap)™" (K — difap())).

Par congquent,g est un diftomorphisme d’un voisinage ouvért, ;) de (a,b) sur voisinage
ouvert de(a, 0), que I'on peut supposer de la forriié, x Z, ou W, est un voisinage ouvert de
a et Z, est un voisinage ouvert dg;. La reciproque de est recessairement de la forme

g (x,2) = (2, ¢(x,2)),



24 CHAPITRE IIl. DIFFEOMORPHISMES

aveco de class&™ surlW, x Z,. Autrement dit, on a
((z,y) €U et flz,y) = 2) & ((1,2)eWaxZy ety = o(z,2)).
En particulier,

((z,y) €Uy et flz,y) =0) & (zeW, ety = o)),
oul'onanoty(z) = ¢(z,0). O
Proposition I11.2 Sous les hypo#ses du teoreme 111.3, quittea réduirelV, on a

dpa(h) = — (dafiap@)) " difae@)(h)
pour toutx € W, et pour touth € E.

Dém. L'image réciproque de l'ouvert Isofi’; G) par I'application continuel,f est un
ouvert et il contienta, b). Donc, quittea reduirel, ) et donc aussiV,, on peut supposer

do fizp(x)) € Isom(F;G) pourtoutz € W, .

On obtient le esultat en diférentiant I'identié (valable dan$l,) :

O
Signalons pour finir unésultat d’analyse fonctionnelle, que I'on admettra, et qui permet
de simplifier la \erification des hypo#ses des #oremes d’inversion locale ou des fonctions
implicites.

Théoreme lll.4 SiFE et F sont des espaces de Banachy sist une application li@aire conti-
nue et bijective dé’ sur F', alors sa Eciproque est continue.

(Evidemment, en dimension finie ceéthitme est sans i@fét, puisque toutes les applica-
tions linéaires sont continues!) Autrement dit, po@rifier queu est un isomorphisme dg&
sur F, il “suffit” de vérifier queu estlinéaire continue et bijective



Chapitre IV

Diff erentielles d’ordre superieur

1 Differentielle seconde

Définition IV.1 Une fontionf définie sur un ouvert (non vidé€j d’un R-espace de Banach

eta valeurs dans uiR-espace de Banach est ditedeux fois differentiableenxz € U si elle
est diferentiable dans un voisinage ouvéit dex et si sa diférentielledf : U, — L(E;F)

est diferentiable enc. On dit quef est deux fois diffrentiable dang/ si elle est diférentiable
en tout point de/.

Par cefinition, la differentielle del f enz, d(d f), est une application liaire continue dé&
dansC(FE; F). Elle s’identifie naturellement avec une application l&@ire continue suf x £,
en vertu de la

Proposition IV.1 SoientE, F' et G des espaces de Banach. Alors les espdidds L(F; G))
et L(E, F'; G) munis des normes usuelles :

[l ey = sup{ [[€(R)[|eeriy s 1Al < 1},
10llce.may = sup{llo(h, k)llc; Ihlle < 1, [|k]r < 1}
sont isorgtriques.

Dém. L'isométrie « naturelles est cefinie comme suitA ¢ € L£(E, F; (), on associ¢
définie par
Uh) : k— o(h,k).
Pour touth € E,on al(h) € L(F; G) avec

[¢(h, k)l
[Pl eriey = kSPEI\IEO} TRl < N 9llere Ihlle
S
etde plug € L(E; L(F;G)) avec
bk
ey = s sup WG gy,

neevfoy ker\foy ||l ellk]|F
Inversementa’ € L(E; L(F;G)) on associe
¢ : (hk) — L(h)(k).
C’est une application bili@aire continue, de nornémalea celle de/. On obtient bien ainsi une
bijection linéaire et peservant la norme (donc bicontinue) AeF, F'; G) surL(E; L(F;G))O

25
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Définition IV.2 Ladiff érentielle secondel’'une fonctionf : U ¢ £ — F deux fois diferentiable
est I'application
d°f: U — L(E,E;F)
r = dgfx;
définie par
d*f.(h,k) = d(df).(h)(k) pourtout (h,k) € Ex E.

Remarque. On peut interpgter cette éfinition de la fagcon suivante, gu’on utilise en pratique
pour calculer? f. Si f est deux fois diférentiable sut/, alors quel que soit € E, I'application

g: U — F
r +— df.(k)

est differentiable et
dg.(h) = d*f.(h, k).
En effet,g est la compase ded f et de I'application ligaire continue

L(E;F) — F
14 — (k).

Une autre interg@tation utilise ce qu’on a vu sur la diffentielle (premére). Comme

d(df, df(xz +th+ sk
Ad(df)L(h) = % etdf, (k) = i 5 ) ,
=0 s 5=0
ona
d*f.(h, k) = 4 if(:cHthsk:)
7 dt ds s=011=0

Théoreme IV.1 (Schwarz)Sif : U ¢ £ — F deux fois diftrentiable en: alors d?f, est
une application biliaire symetrique.

La démonstration de ce #meme repose sur le

Lemme IV.1 A une fonctionf : U ¢ E — F etaun pointz € U on associe la fonction
(définie sur un voisinage ouvert e, 0)) :

A (hk) — A(hk) == flx+h+k) — flx+h) = flx+k) + f(x).
Si f est deux fois diffrentiable enc alors on a

[A(h, k) — dfo(h. k) |

im =0.
(h,k) — (0,0) A2 + ||k

Admettons provisoirement ce lemme, é@ngontrons le teoreme IV.1. La fonctionA est
clairement syratrique :A(h, k) = A(k, h). Par suite, pour touth, k) € E x E,

dzf:r(ha k) - d2fx(k7h) = d2fx(hu k) - A(h7 k) + A(k7h) - d2fm(k7 h)
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Soite > 0. Le lemme IV.1 montre donc qu'il existg> 0 tel que||h|| < net|k| < n entrdne
14 fu (k) — d*fulk, )] < 2 (IRI* + [IK]1*).
Ceci implique, par la biliearié ded?f,,
d?f.(h,k) = d*f.(k,h) pourtout (h,k) € E x E.
En effet, pour touth, k) € E x E, il existe A > 0 tel que||A\h|| < net| k|| <n, dou
142 fo (AR, AR) — d fo(Me, AR < 22 X2 ([IR)17 + (1K)
et donc, en simplifiant pax?,
14 fu (s k) — & fulk, )| < 2 ([RI* + [IK]1*).
Cette iregali® étant vraie quel que sait> 0, on en @duit||d®f,(h, k) — d?f.(k,h)|| = 0.0

Déemonstration du lemme IV.1. Lingrédient essentiel est leébeme des accroissements
finis. Notons

B(h,k) = A(h,k) — &®f.(h,k) = f(x+h+k) — f(x+h) — f(z+k) + f(z) — A f.(h k).

La fonction B ainsi cefinie est diferentiable par rappoé sa seconde variable au voisinage de
(0,0), et pour toutt’ € E,

doBniy(K) = df winimy (k) — dfpiny (k) — & fu(h,K) =

s (F) = L) = @alh kK + dfK) = dfian(F) + CLIK).

Soite > 0. Par céfinition ded?f, il existen; > 0 tel que pour touf’ € F tel quel||h'|| < n et
pour toutk’ € F,

I forn (k) — dfe(K) — & fo(W K || < el W] IF]-

Pour tout(h, k) € E x E tel que||h| < n/2 et]||k|| < n/2, on peut appliquer cetteégalit a
h = h+ ketah’ = k. On en é@duit par I'inegalig triangulaire que

| daBiu iy (K) || < 2 ([Bl] + K[)) [IK']|  pour tout ¥’ € E,
c'esta-dire
[[d2 B lll < 2 (|R]l + [IK]])-

Le theoeme des accroissements finis appdiqw — B(h,y) sur le segment), k| (d’'apres la
remargue qui suit le #toeme 11.3) montre alors que

IB(h K)l| = 1 B(h, k) — B(h,0)| < 2e (Al + k1) 1Kl < 4e (" + I5]?)
si|[All < n/2et|k]| <n/2. O

Exemples de diferentielles secondes.
e Une applicatioraffine f : = — {(x) + bavecl € L(E;F) etb € F est deux fois
différentiable et sa diéfrentielle seconde est identiquement nulle.
e Une applicationquadratique f : = — ¢(z,z) aveco € L(E, E; F) est deux fois
différentiable et sa diéirentielle seconde est constarégdlea2¢ si ¢ est syntrique).
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En dimension finie. Supposons ici qu& = R? et soit(ey, ..., ¢,) la base« canoniques> .
Si f est deux fois diérentiable sur un ouvetf C RP?, alors on a pour tout € U, pour tous;,

je{la"'7p}’

o of
d2f(eie) = =—=—(x).
acf(e“ej) 8332 amj (I)
Le theoreme de Schwarz montre quédes cerivees partielles croées sonégales> c’esta-dire
0 of 0 of

pour tousi, j € {1,...,p}. Ces @riveées sont en&réral noées

0% f
81’2‘ 8[Ej .

Par bilireari€, sih etk sont deux vecteurs de” de composante§:,, ..., h,) et (ky, ..., k)

respectivement,
) 3 0’

i=1 j=1

2 Differentielle d’ordre n

Pour les entiera > 2, on c&finit par €currence les notions suivantes, qangralisent de
faconévidente le cas = 2.

Définition IV.3 Soit une fontiory définie sur un ouvert (non vidé) d’'un R-espace de Banach
E eta valeurs dans uiR-espace de Banach, etn un entier au moinggala 2. On dit qu’elle
est

e n fois différentiableenz € U si elle est diferentiable dans un voisinage ouveéft dex

et si sa diférentielledf : U, — L(FE; F) est(n — 1) fois differentiable enc.

¢ n fois differentiable dand/ si elle estn fois differentiable en tout point d&.

e de classes™ si et seulement si sa diffentielle est de classé™ .

e de class&’™ si elle est de classg™ pour toutn > 1.

Exemple. Les applications ligaires continues et pluggeralement les applicatiorslinéaires
continues sont de clasg&™®.

En effet, le cas: = 1 est clair : siu € L(E; F), elle est de class&" et sa diferentielle
est constante (partoégalea ), donc de class& (les differentielles successives sont toutes
identiquement nulles). Voyons le cas= 2. Si¢ € L(FE, Ey; I) alors

d¢(x1,x2)(h1,h2) = ¢(x1, he) + ¢(h1, x2),

d(dd))(l’hm)(hlﬂ hQ)(klv k2) = ¢(k17 hQ) + ¢(h1; kQ) )

c’est-a-dire quel(d¢) est constante. Donc les diffentielles suivantes sont toutes identiquement
nulles. Le cas @reral se traite parécurrence ; il est laigsen exercice.
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Remarque. Comme on peut s’y attendre, la notion de fonctiofois differentiable est plus
forte que celle de fonctio(. — 1) fois différentiable, et la notion de fonction de clag8eest
plus forte que celle de fonction de clagse!. Autrement dit, sif estn fois differentiable, elle
esta fortiori (n — 1) fois differentiable ; sif est de class&™, elle esta fortiori de class&™ .
La preuve repose sur uneaurrence facile.

Dans Ienoné& suivant,F, F' et G sont des espaces de Banatbhest un ouvert dé” et V'
est un ouvert dé' contenant.

Théoreme IV.2 Sif : U C E — F estn fois differentiable e € Uetg : VC F — G
estn fois differentiable eny = f(z) € V, alorsg o f estn fois differentiable enc. Si f est de
classe6™ surU etg est de class&™ surV alorsg o f est de class&™.

Dém.Le casn = 1 résulte du tkoeme |.1 et du fait que I'application

est continue silf etdg sont continues, comme com@asde
z — (dgpw, dfs) € L(F;G) x L(E;F) et (v,u) — vou.

(Noter que la seconde application est likire continue.)

Le cas @réral se traite parécurrence sun. Supposons les pro@tes cemontées jusqua
I'entier n — 1. Si f et g sontn fois difféerentiables e et f(x) respectivement, alor$f est
(n — 1) fois differentiable er, de méme quer — dgs,) comme compa=e dedg et f (en
appliguant I'hypotese de &currence). En observant que I'application l@hire continue

(v,0) € L(F; G) x L(E; F) — vou

est de class& > et en appliquar& nouveau I'hypotése de&currence, on enadiuit qued(go f)
est(n — 1) fois differentiable err. Ceci signifie peciment quey o f estn fois differentiable
enx. Le raisonnement est identique pour montrer guef est de class&™ si f etg le sont.C

Théoreme IV.3 Si f est un diftomorphisme d& surV et si f est de class&™ alors f~! est
aussi de class&™.

Dém. L' énoné& est vide sin = 1. Le casn > 2 se traite par&currence, en utilisant la
formule

d(fY), = (Afpg) "

etle

Lemme IV.2 L'application

Isom(E; F) — Isom(F; E)

u > u’l
est de class&™.

Supposons que l@ciproque de tout difomorphisme de class€” ! est de class&™!.
Soit f un diffeomorphisme de clas$g’. Alors par dfinition,d f est de class&™ !, et d’apes
I'nypothése de &currencef ! est de class&™! (au moins). Donc le tto©me IV.2 montre
que l'applicationy — df;-1(,) estde class&™ !, et giace au lemme IV.2, le &me tleoreme

montre quey — (dff_l(y))_l est de class&™ . |
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Dém. du lemme IV.2 On sait @&ja que I'applicatior® : u — u~! est differentiable et
dO,(h) = —O(u)ohoBO(u) cesta-dire dO, = ¢(O(u),O(u)),
ou ¢ est I'application bilireaire continue

¢: LFE)x L(FE) — L(L(E;F);L(FE)) .
(v, w) — (h— —vohow)

L'application ¢ est en fait de classg>. Le theoeme V.2 montre don® est de class&™>
(récurrence imradiate). O

On va maintenant &finir la differentielle d’ordren de facona géréeraliser la notion de
différentielle seconde. Si estn fois differentiable en:, sa differentielle d’ordren au point
x sera une application-linéaire synetrique.

Définition IV.4 SoientE et I’ desR-espaces de Banach, £t (E; F') 'espace des applications
n-linéaires continues suk™. Une applicationp € L, (F; F') est ditesymeétrique si pour toute
permutationo € 3, et pour toutn-uplet(zy, ..., z,) € E™,

¢(l’g(1), e ,.I'U(n)) = qﬁ(xl, Ce 7.(13,1) .

On noteral: (E; F') 'espace des applications-linéaires continues et syatriques surk™.

Remarque. Pour \érifier qu’une applicatiom-linéaire est syr@trique, il suffit de erifier son
invariance par leganspositionsqui échangenteti+ 1 aveci < n— 1 et par celle quéchange
1etn.

Théoreme IV.4 Une fonctionf : U C E — F estn fois differentiable au point: € U si et
seulement s’il existe un voisinage ouvigstde x dansU, des fonctionsl? f : U, — E;(E; F)
pourp < n —1etd"f, € LS(F; F) telles qued' f = df dansU,, pour toutp < n — 2, d"f
est diferentiable sur,,, avec pour touy € U, et pour tout(hy, ..., h,.1) € EPT:

dp+1fy<h17 R hp+1) - dp-l—lgg[/p](hp"rl) OU g[p}(hla cey hpv y) = dpfy<h17 cety hp) )
et enfind”~! f est diferentiable env et
A" fo(hy - b)) = dpglt ™ (R,) o g (R, b y) = A (hey e h)

Dém.Le casn = 1 estévident. Le cas = 2 résulte de la dfinition IV.2 de la diferentielle
seconde et du #oeme de Schwarz IV.1. Le reste de landonstration se fait bienis par
réecurrence.

Par souci de clagt voyons le cas = 3. Il y a deux sens. demontrer. Supposons qufesoit
3 fois differentiable en: : d’apres la @finition IV.3, il existe un voisinage ouvett, dez telle
quedf est cefinie surl, et deux fois diferentiable en.

En particulierd f est differentiable sut/,,, ce qui montre qug est deux fois diérentiable
surU, (d’apres la @finition 1V.2), et sa diférentielle secondé’ f est une application d&, dans
L5(E; F) d'apres le tleoeme de Schwarz 1V.1, telle que (voir la remarque suivanéfandion
IV.2) :

& fy(h1, ha) = dagy)'(ho) oU gM(hy,y) = df,(h1).
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On aura mont les propi@tés voulues pour = 3 si I'on prouve quel?f est differentiable
enz et que

AP fo(hi, hoy hy) = dsge(hs) avec g®(hi, ha,y) = d*f,(ha, o)

définit biend®f, € L5(E; F).
Or, pour touty € U,,on a:

dzfy = I(d(df)y) )

ou Z désigne lisomorphisme naturel :

T: L(E;L(E;F))
1

Ly(E; F)
((h.k) = CR)E)).

Commedf est deux fois diferentiable en: (par hypotlgse), on en &duit par composition
que d?f est differentiable enr et (en se rappelant qug est lincaire donc de diéfrentielle
constammenggalea?) :

—
—

d(d*f)e = Tod(d(df))a-

D’un point de vue un peu diéirent, on a pour tout € U, :

9[2](h1,h27y) = d2fy(h17h2) = E(hl,hz)(d(df)y)a

ou
8(h17h2) : ‘C(E;‘C(E; F)) — F

Par cerivation de fonctions compéss on a donc

dsg (h) = (A(A(df)))a(hs) () (he) -

Dans cette derere expression, on peethangerh; et h, d’apres le tltoeme de Schwarz
appliqiea f (et qui montre que(y) = Ewn,.n,)(d(df),)), et on peutchangeh; eth, d’apres
le theoreme de Schwarz appligadf.

Inversement, si satisfait les propatesénon&es pourn = 3, alorsf est deux fois difrentiable,
df est differentiable sut/,, etd?f est differentiable en:. Ceci implique quelf est deux fois
différentiable e, car en notant/ = Z~! I'isomorphisme :

J : Lo(E;F) — L(E;L(E;F))
¢ = (b= ¢(h,-)).

on ad(df), = J(d*f,) pour touty € U, et doncd(df) est differentiable comme fonction
compoge de fonctions diéfrentiables.

Ceci termine le cas = 3. Le passage de an + 1 se traite de fagon analogue, il est l&ss
en exercice. O
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Chapitre V

Formules de Taylor

1 Formule de Taylor avec reste inégral

Les formules de Taylor de tyggobal (avec reste irggral ou de Lagrange) sont fomek sur
un calcul simple concernant les fonctions d’une variabtdle.

Lemme V.1 Soit] un intervalle ouvert d®, F' un espace de Banachegt I — F une fonction
(n + 1) fois cerivable. On note;”) ses @rivees successives,c {1,...,n + 1}. Alors pour
toutt e fona:

Gl + S o) - B0 g,

Déem. En ceérivant termex terme, on trouve :

%(gl(t) + Z u g(P-H)(t) _ Z % g(P)(t)>

|
~ p! ~ (@
n n—1
(1—tp (1—tp
— Z ' gt — ' g (¢)
p=0 p- p=0 p-

par un simple changement d’indice. Tous les termes se compenserd deux sauf le dernier
de la premére somme. O

En fait, on va obtenir la formule de Taylor avec restégral gacea une “version irggrale”
dulemme V.1. Avant cela, il faut s’accorder sur la notion dunale pour les fonctiorssvaleurs
dansF. Comme on n’ingégrera que des fonctions continues, la notion égnale au sens de
Riemann nous suffira.&umons-en les progites importantes.

Proposition V.1 Soienta,b € R, a < b, et F' un espace de Banach. Alors l'agrale de Rie-
mann sur le segmer, b] définit une application ligaire continue sur I'espac#’([a, b|; F')
des fonctions continues siit, b] et a valeurs dans', muni de la norme sup. Pour toyt €
% ([a,b]; F'), I'intégrale de Riemann desur le segmerijt, b, notéefab g(t) dt, vérifie I'inégalié :

/abg(t) dtH = /ab|lg<t)|| dt < (b—a) max|lg(t)[|.

t€(a,b]

33
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Quels que soient, y € [a, b], on a par cfinition

(etdoncf g(t) dt = 0), et

/Iyg(t)dt = /:g(t) dt + /Zyg(t)dt

pour toutz € [a,b]. De plus, I'applicationy +— fy ) dt est cerivable et sa @rivee esty.
Inversement, pour toute primitive de g, on a

Remarque. Si F' est de dimension finiel’ = R? pour simplifier, f g(t) dt est simple-

ment le vecteur dont les composantes sﬁ’npi dt ou lesg; pouri € {1, ...,n} sont les
composantes dedans la base canoniques .
On a ainsi une coiguence imradiate du lemme V.1 :

Corollaire V.1 Si I est un intervalle ouvert d& contenant0, 1], F' un espace de Banach et
g : I — F une fonction de class¢™*!, alors

n

(1.1) g(1) — g(0) = > ]% g?(0) = /0 L= oty ar

n!

Le corollaire V.1 a lui-n@me un corollaire pour les fonctions de clagse! sur un ouvert
d’'un espace de Banach.

Notation. Pour touth € E etn € N*, on designe pah!™ le n-uplet de vecteurs tousgauxa
h.

Théeoreme V.1 SiU est un ouvert d'un espace de Banadchsi I’ est un espace de Banach et
[ : U — F estune fonction de clasge"*?, alors, pour tout(z, h) € U x E tel que le segment
[z, z + h] soit inclus dand/,

(12) f(:lj'—l-h _|_ Z . dpfz h[p /01 (1;—‘15)71 dn+1fx+th<h[n+1])dt.

Déem. Appliquer la formule (1.1 la fonction

g:tw— g(t):= f(r +th).

O
La formule (1.2) est ce qu’on appellef@mule de Taylor avec reste ggrala 'ordren+ 1.
En particulier, on a l'ordre1 :

f@+h) = f(z) +/0 Afyeun(h) dt
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On peut remarquer que cette formule impliquedialie des acroissements finis, sous une hy-
pothese cependant plus fort¢ ¢le classe&™) que dans le thoeme des acroissements finis vu
au chapitre Il. (On verra ci-aps une gréralisationa I'ordren + 1 de I'inégali€ des acrois-
sements finis, connue sous le nom de formule de Taylor-Lagrange, qui ne demarydsaifue
(n + 1) différentiable.) La formulé I'ordre 2 (c’est-a-dire (1.2) avea = 1) s'écrit quanta
elle:

F@+h) = flz) + dfa(h) +/O (1= 8) A2 fo (b 1) dt

2 Formule de Taylor-Lagrange

Une autre facon d’exploiter le lemme V.1 est contenue dans la

Proposition V.2 SiI est un intervalle ouvert d& contenant0, 1], F' un espace de Banach et
g : I — F une fonction(n + 1) fois differentiable telle que

g™ ()| < M, pourtoutt € [0,1],
alors

n

g(1) — g(0) = 3 ]%g@)(m M

Dém. Appliquer le tleoreme 11.2 (version raffiae du tieoreme des accroissements firas)

1—t 1 —t)ntt
f(t) —I—pzl (t) et ot ::—Mﬁ.

Le lemme V.1 montre en effet que
£/ )| < ¢(t) pourtoutt.

O
Cette proposition se traduit pour les fonctiops+ 1) fois différentiables sur un ouvert
d’espace de Banach par le

Théoreme V.2 SiU est un ouvert d’'un espace de Banathsi F' est un espace de Banach, si
(x,h) € U x E est tel que le segmeft, = + h| soit inclus dand/, etsif : U — F estune
fonction(n + 1) fois differentiable telle que
dTL+1 < M
jJhax 1" fyllensammy < M,

alors

n

(2.4) Hf(ﬁh) — fl@) = pi! d? £, (A¥)

p=1

M n
< —— A"
n -+

~ (n+ 1!

Dém. Appliquer la proposition 2.& la fonction

g:tw— g(t) = f(xr + th).
O
L'in égalie (2.4), qui gréralise l'inegalie des acroissements finis, est connue sous le nom
de formule deTaylor avec reste de Lagrange reste en questioatant seulement conrai
travers une majoration, contrairement au restegral, qui esexact Lorsquef est de classe
¢+, c’est une consquence imradiate de la formule de Taylor avec restegral.
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3 Formule de Taylor-Young

Voyons une dergire version de la formule de Taylor, valable sous des hyseth encore
moins fortes, et qui pour cette raison donne @suttatlocal seulement.

Théoreme V.3 SiU est un ouvert d’'un espace de Banaghsi F' est un espace de Banach, si
f : U — F estune fonctiom fois differentiable enc € U alors

(3.5) d? £, (hlP)

H L — o[lh]I").

fath) = 1) = 3 =

p=1

Dans ceg&noné la notation de Landau (qu’on lit « petit o de» ) signifie que le membre
de gauche divis par||k||” tend vers) lorsqueh tend verd). Il s’agit donc d’un ésultatlocal,
qui donne des renseignements sur le comportemejfitadevoisinage de seulement.

Dém. Il n'y a rien a faire dans le cas = 1 : c’est la finition de la diferentiabilig,
reformuEea l'aide deo. On pro@&de ensuite paécurrence. Soit > 2. On suppose le #oeme
demonté pour les fonctiongn — 1) fois différentiables en un point. $iestn fois différentiable
enz, consicrons la fonction

n

F:hr— flx+h) — f(z) - Zpi!dpfx(h[”]).

p=1
Alors F' est differentiable au voisinage dg; et

n

dF,(k) = dfern(k) — dfs(k) — ]% & £, (P k)
=2 :

—_

S

(). (W) k)

= dfac-‘rh(k) - dfx(k) - p!

p

guel que soit € E. L'hypothese de&currence applicgea la differentielle def montre que
lldEL |l = o([IA]™").

Ceci signifie que que pour toat> 0, il existen > 0 tel que||h|| < n implique
ldFRlll < ellh"".

Ainsi [|[dE,|| < e]lh""! pour touty appartenant au segmet h]. Grace au teoreme des
acroissements finis on e@duit :

IEm) = [F(h) = FO)I < e[l [|A"",

cesta-dire|| F(h)| = of|[A]"). 0
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Remarque. Lorsquef a un cran de plus deegularig, et plus peciement lorsqu’elle est de
classeg™ ™!, la formule de Taylor-Young (3.5) est une céngsience imradiate de la formule de
Taylor-Lagrange (2.4) ; dans ce casld||") est carement unO(||2||***) (qu’on lit « grand
ode» ...).

La trie (formelle) .
Z — d? £, (hlPh)
p P

est souvent appeéserie de Taylor de f au pointz : attention, rien ne dit gu’elle converge
priori ! (C’est le cas sif est analytique.)
La somme finie

f@) + 3 ]% a7 £, (P
p=1 7"

est ledéveloppement limi€ d’ordre n de f au pointz.
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Chapitre VI

Extrema

Dans ce chapitre on congitk exclusivement des fonctioasaleurs réelles et on s'ineresse
a leursextrema, c’esta-direa leursminima et maxima. On parlera en fait seulement de mi-
nima pour simplifier : les maxima d’une fonctigipeuvent en effegétre vus comme les minima
de—f.

1 Extrema libres

Définition V1.1 Si f est une fonction &finie sur une partieD d’'un espace de Banach eta
valeurs €elles, un point: € U est unminimum local de f s'il existe un voisinagé’, dea,
ouvert dansD, tel que

f(z) > f(a) pourtoutz e V,.

On dira quea est unminimum global de f si
f(z) > f(a) pourtoutz e U.
Un minimum est district si I'in égalité est stricte, c’esé-dire f(x) > f(a), pourx # a.

L'objectif ici est de dégager des condition€pessaires et/ou suffisantes pour avoir un mini-
mal local selon le degrde diferentiabilie def.
Commencons par rappeler ce que I'on sait dans lécas R.

Proposition VI.1 Soitg une fonction éfinie sur un intervalle ouveit deR eta valeurs dans
R, dérivable eru € I. Sia est un minimum local dgalors¢’(a) = 0. Si de plugy est deux fois
dérivable ena, alorsg”(a) > 0. « Inversement sib € [ esttel que/(b) = 0etg”’(b) > 0
alors b est un minimum local de.

Dém. Par cefinition de la @rivabilite,

9(t) = g(a) = (t=a)g'(a) = £(t) (t —a)

aveclim;_, £(t) = 0. Sig'(a) # 0, supposons par exempj&a) > 0, alors il existen > 0 tel
que pourft —a| < 7, |e(t)] < 3¢'(a), d’'ol

g9(t) = g(a) = (g'(a) — e(t)) (t—a) < 59'(a) (t—a) <O

39
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poura —n <t < a.Donca ne peut pagtre un minimum local.
Si g est deux fois @rivable, supposons quesoit un minumum local de. Alors ¢’(a) = 0
d’aprés ce qui peeede. Supposong’(a) < 0. Comme d’apeés la formule de Taylor-Young

g(t) — gla) — 3(t —a)*¢"(a) = e(t) (t — a)®
aveclim,_, £(t) = 0, il existen > 0 tel que pouttt — a| < n, |e(t)| < —1¢"(a), d'ou
9(t) — g(a) = (39"(a) — (1)) (t—a)* < 19"(a)(t—a)* <O

pour|t — a| < n,t # a. Donca ne peut pagtre un minimum local.
Enfin, sig’(b) = 0 etg”(b) > 0 alors

g(t) = g(b) — 5(t = b)*g"(b) = (t) (¢t — b)?
aveclim, ., ¢(t) = 0, etdonc il existe; > 0 tel que pout e(t)] < 1g”(b), d'ou

g(t) — g(b) = (39"(b) — e(t)) (t—0)* > 39"(0) (t =) = 0
pour|t —b| < n. O

Remarque VI.1 Attention, les conditiong’(a) = 0 et ¢”(a) > 0 ne sontévidemment pas
suffisantes (ex g(t) = t*> ent = 0) et la conditiong”(b) > 0 n'est pas @cessaire (ex :
g(t) = t*ent =0)!

Les conditions de la proposition VI.1&kendent aux fonctionséfinies sur un ouvert d’es-
pace de Banach.

Théoreme VI.1 Soit f une fonction éfinie sur un ouvert/ d'un espace de Banach eta
valeurs gelles, diférentiable emu € U. Sia est un minimum local d¢ alorsdf, = 0. Side
plus f est deux fois diffrentiable en:, alorsd?f,(h,h) > 0 pour touth € E. « Inversemens
sib € U esttel quelf, = 0 etil existeC > 0 avecd?f,(h,h) > C'|h|* pour touth € E
alors b est un minimum local dé¢.

Dém. Les conditions &cessaires sont des céngsiences im@diates de la proposition VI.1.
En effet, sia est un minimum local d¢ alors, quel que soit € E, 0 est un minimum local
de la fonction d’une variableéelleg : t — g(t) := f(a + th). Org'(a) = df,(h) et
g"(a) = d2f,(h,h). Pour les conditions suffisantes, on applique la formule de Taylor-Yaung
f.0n aen effet
fb+h) — f(b) — dfi(h.h) = () [|h]?

aveclimy,_oe(h) = 0. Donc il existen > 0 tel que pout|a| < n,|e(h)| < €, d’ou

C
fb+h) = f(b) = ZlIRI* = 0
pour ||| < 7. O

Remarque V1.2 En dimension finie, I'existence d& > 0 tel qued®f,(h,h) > C'||h||* pour

tout vecteurh € E équivauta d?f,(h,h) > 0 quel que soith # 0g. Il suffit en effet de
remarquer que la fonction continue — d?f,(h, h) atteint son minimum sur la spre unié

(qui est compacte st est de dimension finie). Par bikarite ded? f, on en dduit I'inégalite
voulue aved” := miny,=; d*f,(h, k). De plus, pour avoird®f,(h,h) > 0 quel que soit

h # 0, il faut et il suffit que lamatrice hessiennale f enb, c’esta-dire la matrice syratrique
réelle de coefﬁment%( ) ait ses valeurs propres toutes strictement positives. On sait en
effet que toute matrice syatmque ieelle est diagonalisable sl : une cemonstration de cette
propriétée utilise pecigment la notion d’extremuneéli..
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2 Extremaliés

Définition VI.2 Si f et ¢y, ..., g, sont des fonctionsé&linies sur un ouvert/ d'un espace
de BanachE et a valeurs Eelles, un point. € U tel quegi(a) = 0... g,(a) = 0 estun
minimum local de f sous les contraintesy,, ..., g, S'il existe un voisinage ouvelf, dea tel
que

f(z) > f(a) pourtoutz €V, tel queg,(z) = 0 ... g,(z) = 0.

On va obtenir ici une conditionétessaire pour qu’un point soit un minimum local sous

contraintes lorsque les fonctioriset ¢4, .. ., g, sont contiliment diferentiables.

On dira que les contraintes, ..., g, sontindépendantesau pointa € U si la famille de
formes lireaires continue§(dg; ), - - -, (dg,). } est libre.
Théoreme VI.2 Soientf etg, ..., g, des fonctions de clas$€' sur un ouvert/ d'un espace
de BanachE et a valeurs gelles. Soitz € U tel queg,(a) = 0,...,g,(a) = 0 etles
contraintesy,, ..., g, sont incependantes au poiat Sia est un minimum local d¢ sous les
contraintesy,, ..., g, alors il existe deséels)\y, ..., \, tels que

dfa = )\1 (dgl)a + -+ (dgp)a'
Dans ceénoné les nombres,, ..., \, sont appeds desnultiplicateurs de Lagrange.

Dém. Grace au teoeme des fonctions implicites, on va se ramener au cas d’'un minimum
libre. On peut supposer sans perte d@éagalitt « = 0. (Il suffit de consi@rer la fonction
x — f(r —a) aulieu def.) Notons pour simplifier); := (dg;)o pour tout; € {1,...,p}. Soit

G = (Vect(zﬂl,...?wp))l —{heE; () =0,ic{l,....p}}.

Puisque la famillgyy, ..., v,) est libre, il existe une famille dg vecteursh, ..., h, € E
independants tels qug (h;) = 5{ (symbole de Kronecker, valamtsii = 5 et0 sinon). Alors
le sous-espacE = Vect(hy,...,h,)esttelque® F = E, c’esta-dire que pour tout € £
il existe un unique coupléz, y) € G x F tel quez = z + y. On a donc un isomorphisme

J: GxF — E
(zy) = ov=2+y.

(La continuie de la eciproque écoule du teoeme @réral Ill.4, mais aussi de la formule
explicite :y = >7_, 4;(x) h;.) Consicerons alors la fonction

GxF — Rr
(z,9) = (uz+y). .. gplz+y)).

C’est une fonction de classg€' (comme fonction compé@® de fonctions de clas$g') et sa
différentielle partielle par rappoéty au point(0,0) est un isomorphisme dg& sur R?, par
hypothrese sur les fonctiong, : en effet, dans la basé,, ..., h,) de F' et la base canonique
deR?, sa matrice jacobienne est la matrice de coefficients;) = 47, c’esta-dire la matrice
identite!

Donc le treoeme des fonctions implicites montre gqu'il existe un voisindgee 0 dansU
(image pat7 d'un voisinage d€0, 0) dansG x F), et une applicatiorp définie sur un voisinage
W, de0 dansG tels que

g(z) =0,...,g(x) =0 zelj & =2z + ¢(z2).
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Par congquentf est un minimum local d¢ sous les contraintes, ..., g, Si et seulement $i
est un minimum local de la fonction: =z — g¢g(z) := f(z + ¢(z)). Une condition Bcessaire
est donalg, = 0, c’esta-dire

dfo(k + dgo(k)) = 0 pourtoutk € G.

Or par construction dg on a pécig€mentdpy(k) = 0 pourtoutk € G. En effet, comme esta
valeurs dans I'espace vectori€él= Vect (h4, ..., h,), il suffit de montrer que);(dyo(k)) = 0
quel que soit € {1,...,p} : ceci se @duit par diferentiation de la fonction

z = gi(z + ¢(2)),

qui est identiquement nulle, en utilisant le fait qu;)o(k) = v;(k) = 0 pourk € G (par
définition deG'!).
On a donc mon& qued fy(k) = 0 pour toutk € G. Autrement dit, en notant pour simplifier

w = df[]aona
1

<Vect (Y1, ..., wp)> e (Vect (W)

On en eduit, gace au lemme aéprique classique rappgeti-apes :

Vect (1) C Vect (¢, ..., 1,)

c’esta-dire quey est effectivement une combinaisondaire des);. O

Lemme VI.1 Soienty, v, ...,1,, des formes lidaires sur un espace vectoriél Si

p
(Kery; C Kery)
i=1

alors v est combinaison ligaire desy;.

La démonstration est laiég en exercice.

Jusqua present, nous avons consid des prol@mes d’extremum essentiellement sur des
ouverts : les conditionsatessaires d’extremum local (dans la proposition VI.1 et les@mes
VI.1, VI.2) sont fausses lorsqueé n’est pas un ouvert. Nous allons maintenant carrgiddes
problemes d’extremum sur des sous-ensembles convexeqldeconvexié étant une propéte
géonetrique et non topologique).

3 Convexite et minima
Définition V1.3 Un sous-ensembl€ d’'un R-espace vectoriek est ditconvexesi pour tous
z,y € C, pour toutd € [0,1], 0z + (1 — )y € C. Une fonctionf définie sur un convexe et

a valeurs dan® est diteconvexesi pour tousr, y € C, pour toutd € [0, 1],

fOxr+(1—=0)y) < 0f(x)+(1—-0)f(y).

Elle est ditestrictement convexesi I'in égalite ci-dessus est stricte lorsque# y etd €]0, 1].
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Théoreme VI.3 Soitf : U — R une fonction difrentiable sur un ouvef’ d’'un R-espace de
BanachE et soitC' un sous-ensemble convexeldeAlors f- est convexe si et seulement si,
pour tousz, y € C,

fly) =z flx) + dfaly — ).

Elle est strictement convexe si Egalitte ci-dessus est stricte pour # y. En supposant en
outre quef est deux fois diffrentiable,f~ est convexe si et seulement si pour toug < C,

Afly—z,y—z) > 0.
Elle est strictement convexe si Egalit ci-dessus est stricte pours# y.

Dém. Suppsong convexe. Soient, y € C etf €]0,1]. On a

fla+0(y —=)) — f(x)

. < 1) - f@).

d'ou
dfe(y —z) < fly) — f(=)

en faisant tendré vers0. Si f est strictement convexe, on a unégali€ stricte pour: # y et
0 €]0, 1[, mais elle devient large dans le passada limite. Pour @montrer qu’effectivement

dfely —2) < fly) = f(2),

on observe que pour tout > 0,

T4+0y—zx) = ww T + g(IJrW(y—l“))’

d’ou, pour0 < 0 < w < 1,

flat+0ly—2)— flz) _ flatwly—2)-flz) _
0 w

fly) — f(x).

On obtient I'inegalie stricte souhaite en gardant fixé et en faisant tendfevers0. Réciproquement,
siona

fly) = f(z) + dfely — )

quels que soient ety € C, on obtient l'iregali& de convex# en prenant la combinaison
convexe des iegaliés

f(x) = flz+0(y — =) = 0dfaro-—a)(y —2),

fly) = fle+0(y —2) + (1 =0)dforoy—o(y — ).

Pour la cararisation de la convex@ten terme de diffrentielles secondes, on peut coasat,a
x fixe, la fonction

gy fly) —dfa(y).

La difference aveg¢ étant une fonction affing, est convexe si et seulementfdiest, etd?f, =
d?g,. Or, si f est convexe, la preraie partie montre que est un minimum (global) dgc. En
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appliquant&d € [0, 1] — g(z + 6(y — x)) la formule de Taylor-Young exactement comme dans
la démonstration de la proposition VI.1, on eediliit que Bcessairement

&fely — 2,y —x) > 0.

Inversement, supposons que I'on ait cettgalie quels que soientety dansC'. Alors d’apes
la formule des accroissements finis appéqientre) et 1 a la fonction
0,1] — R
0 = fle+0y—2)+1—=0)dferoy—a(y—1x),

il existed €]0, 1] tel que

fly) = fl2) = dfely —2) = (1= 0) oy [(y — 2,y — )
1
= 1-9¢ diw(yﬁ)f(y —(z+0(y—2),y—(r+0y—z))) > 0.
Don f est convexe d’'ags la prengre partie.
O

Théoreme VI.4 Soitf : U — R une fonction éfinie sur un ouver’ d’'un R-espace de Banach
E et soitC un sous-ensemble convexelde

). si fic est convexe et admet un minimum local dans’est un minimum global ;
ii). si fic est strictement convexe alors elle admet au plus un minimum, et c’est un minimum

strict;

iii). si f estdiferentiable, une conditiongtessaire pour qu’'un poifat € C' soit un minimum
de f|c est

dfa(y - CL) >0
pour touty € C. Si de plusf|c est convexe, cette condition égfalement suffisante.
Dém.
i). supposongc convexe et admettant un minimum localeg C, et soitz € C. Pour tout

0 € [0,1],

flat+0(z—a)) = fla) < 0(f(x) = f(a)),
et le membre de gauche est positif ou nul péur 0 assez petit. Par coeguent,f(x) —
fla) > 0.
ii). si fic est strictement convexe, on obtient comme ci-dessusdatie stricte f(z) —
f(a) > 0pourz # a. Un minimum strict est toujours unique.

iil) . supposong différentiable et admettant un minimumer C. Soitz € C': il existe une
fonctione : § — ¢(0) tendant ver$ en0, telle que

fla+0(x—a)) — fla) = 0df,(x —a) + 0<(0).

Si on avaitdf,(z — a) < 0, on auraitf(a + 6(z — a)) < f(a) pouré > 0 assez petit.
Inversement, sf|- est convexe et sil'on a I'iegalie

dfa(y - CL) Z 0

pour touty € C, alors d’apes la prengre partie du teoreme VI1.3,a est un minimum de

I3
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O
Un exemple important de praihe de minimisation sur un ensemble convexe est fourni par
ce que I'on appelle desontraintes-iggalites

gi(a) <0,...,gy(a) <0,

ou les fonctiongy; sont convexes. Un exemple important de fonction congergnimiser est
celui des fonction(elle)gquadratiques, c’esta-dire de la forme

x> f(r) = ¢, x) + L(z),

ou ¢ est une forme biligaire continue positive étest une forme ligaire continue.

4 Introduction au calcul des variations
Consicerons I'espacé = %'([0, 1]; R™) muni de la norme &finie par

lull = max(flufoc, [lu'lloo) ,  llulloo = max fu(t)| -

Soienta, b € R™. Consictrons I'ensemble
={ueE;ul0)=a,u(l)=>}

(évidemment convexe) et une fonctionn(elle) de la forme

A:uek r—>/01 L(u(t),u'(t))dt,

ol L € ¢'(R™ x R R). On montre sans peine quk est differentiable surz. D’apres le
théoeme V1.4, sif admet un minimum; surC, alors

dfu(h) >0

pour touth € C' —u, c’esta-dire pour touk € E'tel queh(0) = k(1) = 0. Par suite, l'iregali&
est en fait un€&gali& : une condition @cessaire pour quesoit un minimum def surC' est par
congquent

/0 Zgi(u(t%u’(lﬁ)) hi(t) + /0 Z g}i (u(t), d' (D)) BL(t) dt = 0,

quel que soit € E tel queh(0) = h(1) = 0. (On anok g; etp; les composantes des arguments
de L.) En integrant par parties le dewtne morceau, on peldécrire I'égali€ ci-dessus sous la

forme
/ Z (3(1@ u'(t) = %(gg(w),u’(ﬂ))) hi(t)dt = 0.

Pour gu’elle soit satlsfalte quelle que soit la fonctignl faut et il suffit, d’apes ce que I'on
appelle parfois Iléemme fondamental du calcul &gral, que

oL d (8L

a4, (u(t), w'(t)) — 5 o,

vVt € 0,1},

(e (0) ) = 0,
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c’esta-dire queu soit solution de equation diférentielle

d (oL, ,\ 0oL

C’est I'equation d’Euler-Lagrange assocéea la fonctionL. Si L est convexe, alord aussi
(par linearie de l'integrale), et par codgsjuent siu € C' est solution de Bquation d’Euler-
Lagrange, c’est un mimimum dé. LorsqueL n’est pas convexe,&quation d’'Euler-Lagrange
est loin détre suffisante pour minimiset.



Chapitre VII

Equations differentielles

La théorie desequations difrentielles est &s vaste. Nous allons aborder ici seulement
guelques points : rappels sur &splution explicite cequations simples (essentiellemenghires) ;
théorie de I'existence et de I'uniétdes solutions locales @beme de Cauchy-Lipschitz) ; so-
lutions maximales ; analyse de quelques p&ps qualitatives (portraits de phase).

Définition VII.1 On appelleequation différentielle d’ordre n uneéquation de la forme
(0.2) u™ = ftud, . u™Y),

ou f est une application&finie sur/ x U x U; x - - - x U,,_1, I e€tantun intervalle d® etU, Uy,
...U,_1 des ouverts d’'un espace de BandchOn appellesolution de (0.1) une applicatior
de classes™ sur un intervalleJ C I, telle que pour tout € J, u(t) € U, v/'(t) € Uy, ...,
w1 (t) eU,_ et

u™(t) = f(t,ut), W' (t),..., " D).

Cas patrticuliers :
e LorsqueE = R, I'équation diférentielle est ditescalaire

e Lorsquef est lingaire par rapporta (u,«/, ..., V), I'équation diférentielle est dite
linéaire homogne(a coefficients constantsi de plusf ne cepend pas dé). Si f est de
la forme

ftud, . u™™Y) = gt ud, . u™ ) + b(t)

avecg linéaire par rapporta (u, ', . .., u™~V), I' équation diférentielle est ditdin éaire
avec terme source
e Lorsquef est incependante de I équation diférentielle est diteautonome

1 Reésolution explicite

Il n'y a pas de nethode @rérale pour calculer des solutions de (0.1). On ne gaibudre
explicitement que certains typesduations.

1.1 Equations linéaires scalaires d’ordrel

Etant donies deux fonctions eth € %(I; R), I' équation

u' = a(t)u + b(t)

47
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admet pour solutions les fonctions de la forme

¢
u(t) = ug el 2T / efs a(r)dr b(s) ds,

to

avecty € I, up € R.

1.2 Equations linéaires scalaires d’ordre 24 coefficients constants

Pourp, ¢ € R, les solutions de &quation
v + pu 4+ qu =0
sont de trois formes possibles, suivant les pitps de Iequation caracéristique :
2 4+pz+q=0.

Les solutions de quation diferentielle sont de la forme :
o u(t) = upe™ cosbt + uge™ sin bt si I'€quation caraéristique a ses racines complexes
conjuglees ¢ +ib);
o u(t) = uje™ + uye® sinbt siI'équation caraéristique a deux racinegelles dis-
tinctes @, etas);
e u(t) = (u; + tug) e sil'équation caraétistique a une racineéelle) double ).

1.3 Equations linéairesa coefficients constants
Cas homogne

Si A est une application ligaire continue suk, les solutions de

u = Au
s’exprimenta I'aide de lexponentielle:
+o00 n
A n
u(t) = e ug _ZHA U
n=0

En dimension finie, on peut peciser la forme des solutions en fonction gakeurs propresde

A. Supposons en effet qué € L£(F) admette comme ensemble des valeurs propres distinctes
deuxadeux{ \;, ..., Az }. On sait (cf cours d’algbre lireaire) quel’ se cecompose en somme
directe desous espaces caragtistiques

Ej = Ker(A — )\j])sj,

ou s; est cefini comme le plus grand entiertel que Ker(A — \; I)*~! soit strictement inclus
dans KerfA — \; I)®. Par suite, touélementu, de E s’écrit de fagon unique, = Zle U ;
avecuy; € I;. D'ou

k k k

tn
tA . tA, tA; t(A— M) o tX Y \n '
et ug = E e tug; = E e'Ve g = 5 et E = (A — N\I)" uo,

j=1 j=1 7=1 n<s;j—1
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puisque par éfinition deE;, (A — /\j])ij = 0 pourn > s;. Autrement dit, les solutions de
I’ équation diferentielle’ = Awu sont de la forme

t)\
J P UOJ‘,

Mw

Jj=1

ou P; est une application polynomiadevaleurs dan£(E). Noter queP; est en fait constante
sis; = 1, et de fagon grérale,P; est de ded¥s; — 1, I'entier s; étant lui-néme inkrieur ou
égala la dimension dé’;, c’esta-direa la multiplicite (alggbrique) de);.

L’ équation diferentielle scalaire du second ordre pe&wé vue comme un cas particulier, en

la réécrivant dan®? :
!
U B 0 1 U
(2)=(5 %))

Les valeurs propres de la matrigex 2 ci-dessus sont pcigment les racines deéuation
caracéristiquez? + pz + ¢ = 0.

Cas avec terme source

Pour Esoudre Equation
u = Au + b(t)

on peut appliquer ce que I'on appelle l&thode de« variation de la constante . Celle-ci
consistea remplacer, dans la solutiogggrale de lequation homogne la constante, par une
fonction : il s’awere alors que, se calcule paguadrature, c’esta-dire au prix du calcul d’'une
primitive. En effet,u(t) = e uy(t) fournit une solution de &quation avec terme souraesi
et seulement si

up(t) = e A b(t).

On en eduit la formule @rérale (formule d®uhamel) :

t
u(t) = eugg + / =4 p(s) ds..

to

On observe facilement que+— ft’; el=94 p(s) ds est une solution particdie de lequation
avec terme source. Autrement dit, la solutioengrale de Iequation avec terme source est
la somme de la solutionégérale de lequation homogne et d’une solution particelie de

I’ équation avec terme source. Attention pcecipe de superpositionest €sene auxéquations
linéaires! Cependant, la formule de Duhamel eststiutile, néme pour lesquations non-
linéaires, car on peut toujours I'appliqueglun« terme source qui depend de la solution
elle-méme : ceci fournit alors unequation implicite en...

2 Lemme de Gronwall

Avec la formule de Duhamel, le lemme de Gronwall est I'un des outils fondamentaux dans
la théorie destquations difrentielles. Il en existe plusieurs versions maisgédest toujours
d’obtenir une estimation pour une fonctiara valeurs dan® qui satisfait une iagalié impli-
cite mais lireaire.
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2.1 Inéquations differentielles

Supposons qu’une fonctiane € (I; R) vérifie

u'(t) < alt)u(t) + b(t),

aveca etb € ¥ (I;R). Alors en s’inspirant de laésolution de Equation diferentiellew’ =
t
a(t)u + b(t), on multiplie l'inégalie par le nombre strictement posiéif Jio “097 ot on en
déduit
dt ( fto u(t)) < e ftto a(r)dr b(t) ’

d’ou en inégrant :

t ¢ s
¢ o )T u(t) — ul(ty) < / e Jo AT b(s)ds,

to

et finalement ;
t
u(t) < ulty) elio ®MI 4 / els AT p(s) ds .

to

2.2 Inéquations integrales

On peut remarquer que l'aguation diferentiellex’(t) < a(t) u(t) + b(t) implique I'inéquation
intégrale :

u(t) < up + / a(s)u(s) + b(s)ds,

to

mais pas l'inverse. Or en pratique, on a souvent affairges iquations dja sous forme
integrale, qu'il esthors de questionde ceriver! Le lemme de Gronwall permet justement de
contourner ce probime.

Lemme VII.1 (Gronwall) Soienta etc € % ([0,7];R), ou 7" > 0. On suppose de plus la
fonctiona a valeurs positives. Si € €([0, T]; R) vérifie

u —l—

quel que soit € [0, 77, alors
t
u(t) < c(t) + / c(s) a(s)elo AN g
0

Remarqgue VII.1 Il ne s’agit pas de retenir cette formule (souvent agedaregalitt de Gron-

wall) par cceur mais plétt de savoir la retrouver s vite ; suivant le contexte, aveconstante
par exemple, elle peut se simplifier corgsiblement ; d’autre part, on pe@écrire des formules
analogues avec un poiff quelconque la place de). Mais attention aux bornes desé&grales

gue I'on manipule : mettre des valeurs absolues au bon endroit !
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Dém. L'astuce pour @montrer le lemme de Gronwall consisteemontrer I'iregali€ vou-
lue non pas pout directement mais pour le second membre defjialie dont on dispose. Plus
précigment, posons

Alors on a
v'(t) = a(t)u(t) < a(t)(c(t) + v(t))

d’apres les hypotbses : c’estici qu’intervient 'hypoésen > 0. Ainsi v satisfait une iequation
différentielle comme au paragraphégadent, aved(t) = a(t) ¢(t). En observant que(0) =
0, on en @duit facilement que

t

t
v(t) < / a(t) c(r) e- )4 qr - pourtoutt € [0, 7] .
0

On conclut en injectant cette majoration«e) dans l'iregalié de @part. O

3 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

L'essentiel de la thorie desequations diftrentielles est fori sur I'existence et I'unicit
locale des solutions pour ce que I'on appelle le proie# de Cauchy, c’est-dire I'équation
différentielle assortie d’'une condition initiale» . Dans le cas gréral d’uneéquation d’ordre
n, une condition initiale est la doée de la fonction inconnueet de toutes sesdivees jusqla
'ordre n — 1 en un pointt,. En fait, on peut toujours se ramener au eas= 1, quitte a
agrandir I'espacd” (comme on I'a vu pour Bquation lireaire d’ordre2) et en consiérant
comme nouvelle fonction inconnye, v/, .. ., u™=Y).

Désormais, on se place donc dans lercas1, et on se donne une fonctigh: I xU — E,
ou [ estun intervalle ouvert d& et U un ouvert d’'un espace de Banakhll faut bien gir faire
des hypotbses deé&gularie sur f. On supposera au minimurh continue. Ceci permet de
déemontrer (en faisant appel aletheme d’Ascoli, ce qui sort du cadre de ce cours) I'existence
si I/ est de dimension finie mais en tous cas pas |'uaidis solutions. Pour assurer |'unigit
on demandera f d’étre localement Lipschitzienne par rappéoda variable: € U.

Théoreme VII.1 (Cauchy-Lipschitz) Soitf € ¢ (I x U; E), ou I est un intervalle ouvert de
R et U un ouvert d'un espace de Bana¢h On suppose de plus qu’il existe un voisinage de
(to,up) dansl x U et L > 0 tel que pour toust, x) et(¢,y) dans ce voisinage

1ft2) = fEyl < Lile =yl

Existence: Il exister > 0 etu € ¢ ([to — 7,ty + 7]; U) solution du probtme de Cauchy :

u(ty) = g .

Unicité: Siv est une autre solution, elle wide avea: sur un intervalle d’'inérieur non vide
inclus dangt, — 7,to + 7).

Regularité: Side plusf est de class&”, r > 1, alorsu est de class&" ..
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Remarque VII.2 Des quef est de class&™ elle est effectivement localement Lipschitzienne
au sens de Enoné. En effet, d’apgs le tleoreme des accroissements finis,

If(t2) = f&y) | < Llle =yl ou L := max [[dafoera-opll
est fini pourz ety voisins (une fonction continugant toujours localement boge).

Dém. Pour simplifier, on va @montrer les&sultats en remplacant I'intervalle centt, —

T,to + 7| par(te, t,] avect, =ty + 7 > to (le cas de l'intervallét, — 7, o] S’en ceduisant par

le changement de variable— (¢, — t)) : ceciévite quelques valeurs absolues dans les calculs.
On commence par choisir un voisinage(de u,) de la forme

C(ty,R) = [to,t;] x B(ug, R) C I xU

avect, > t, et R > 0, ol B(uy, R) désigne la boule ferée de centre, et de rayonR, dans
lequel f/ est boriee, disons par une constarte:

If(t,z)[| < M quel que soit(t,x) € [to, 1] x B(ug, R),
et aussi Lipschitzienne :
If(t,z) — f(t.y)| < Llz — yl| pourtoust & [to,t.], = ety € Blug, R).

On va obtenir une solution du pralshe de Cauchy (3.2) telle que u(t)) € C(ty; R),
quittea diminuert, . Pour cela on observe qu’il suffit desoudre le proBime inégral :

u(t) = up + /t f(ru(r)) dr,

ce qui peut se faire en invoquant utieme de point fixe ou bien en construisari la mains
une solution comme limite de la suite™),,c définie par

u’ = g, "t (t) = uy + /t f(r,u™(7)) dr.

Il faut d’abord \erifier que ce sddma ieratif fournit bien une suitéu™),cy de fonctions
continues sufty, t,] et a valeurs dans3(ug, R), du moins pourt, assez proche dg. On
raisonne bien par écurrence : la fonction® constante est trivialement continueaetaleurs
dansB(ug, R). Supposons qu’on ait construit continue suft,, t .| eta valeurs dang (u, R).
Alors v est continue par construction et de plus :

t
lu™ () — ol < / I (7, u™ ()| dT < (t —to) M .
to
Donc il suffit que
(ty —to) M < R

pour queu™*! soit aussi valeurs dang(ug, R). Désormais, on suppose qug vérifie cette
contrainte.
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L' étape essentielle est de montrer que la quite, . est de Cauchy et donc convergente
dans I'espace de Bana@[to, ¢, ]; E') (muni de la norme uniforme). Or on montre facilement
par ecurrence que

L™t —ty)™
lu*L(t) — un(8)] < (—'0) sup |lu' — w°| pour t € [to,t,].
n. [to,t+]
Par suite,
n+p—1 k k
" n LE(t, —tg
up () — (o)) < >0 TN st — )
[to,t+] k=n ’ [to,t+]

ce qui tend ver$ lorsquen tend vers+oo puisque la érie > Ln(th—,‘tO)" est convergente. Ceci
signifie peciement quev™) est de Cauchy darg([to, t4]; E).

Soit doncwu la limite de cette suite. Onérifie sans peine que est solution de notre
probleme : par passaggla limite dans egalie

u" T (t) = uy + /t f(r,u" (7)) dr

on voit que t
u(t) = uo + / f(ryu(r)) dr.

Commeu est continue ainsi qug, le second membre de ceftgali€ est de class# et donc
u aussi. (Plus gréralement, sf est de class&™, r > 0, u est de class&"'.) Etu vérifie :

u'(t) = f(t,u(t)) pourtoutt e [to,t,].

Ceci acleve la preuve de I'existence d’une solution.

La preuve de I'unici locale est &s facile gace au lemme de Gronwall. En effetpgst une
autre solution du ime probéme de Cauchy, elle eatvaleurs dan(ug, R) sur un intervalle
[to,tl], 0 <ty < ty. Eton a

mw—wwzjkﬂnwm—meﬂMr

to

et donc ,
futt) = vl < L [ Jutr) = vl ldr.

Par conéquent, une version simplissime du lemme de Gronwall implique :
lu(t) — o)l < € [ulto) — v(to)]| = 0

pour toutt € [to, t1]. O
Désormais, on suppose qfie [ x U — FE est continue et est localement Lipschitizienne

en tout point(ty, ug) € I x U, c’esta-dire qu'il existe un voisinage de,, u,) dans/ x U et

L > 0 tel que pour tous$t, z) et (¢, y) dans ce voisinage

1ft2) = fEyl < Lile =yl

Ceci nous permettra d’appliquer l&gttveme VII1.1 en tout pointty, ug) € I x U.
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4 Solutions maximales

L'unicité locale dans le #toeme VII.1 permet de@&montrer le @sultat suivant.

Lemme VII.2 Siu; € €'(J1;U) etuy, € €*(J2; U) sont deux solutions dedguation diférentielle
w = f(t,u) sur des intervalles/; et .J, respectivement, et s'il existg € J; N J, tel que
ul(to) = UQ(to), alors

ui(t) = wue(t), pourtoutt e JNJ,.

Dém. C’est une application classique de la notioncd@nexite. On remarque qué; N .J,
est un intervalle non vide par hyp@tbe et on conséte 'ensemble :

A= {tEJlﬂJg; Ul(t) = Ug(t)}

D’apres l'unicite locale des solutionsd est un ouvert. De plus, il est clairement fé&par
continui€é deu; etuy. Donc A estégala J; N Js. O

Ce lemme montre qu'’il existe un plus grand intervallsur lequel le prolme de Cauchy
(3.2) admet une solution, et que cette solution est unique. Cette solution estesgapetion
maximale : par cefinition, on ne peut pas la prolong&t\ J. LorsqueJ = I on dit que cette
solution esglobale

La question naturelle est ensuite de sawqguelle(s) condition(s) une solution maximale
est globale.

Théoreme VII.2 Soitu € ¢'(J; U) une solution maximale dé = f(¢,u). Notonsh la borne
sugerieure del et la borne sugrieure deJ. Alors ou bien3 = b ou bien« u sort de tout
compacts deU, c’est-a-dire que pour tout compadt C U, il existen < [ tel que

u(t) e UNK, pourt > navecte J.
Et on a le Esultat analogue pour les bornesénieures.

Dém. Supposonss < b et raisonnons par I'absurde. S'il existait un compactket une
suitet,, tendant vers telle queu(t,) € K pour toutn, quitte a en extraire une sous-suite,
on pourrait supposer qu’elle converge vers K. Soientr > 0 et R > tel quef soit borree
et Lipschitzienne par rappoétu dans|s — 27, 3 + 27] x B(u, 2R). Alors en vertu du lemme
VI1.3 ci-apres, il exister < 7 tel que pour toutty, uo) € [8 — 7, 3 + 7] x B(u, R) la solution
maximale du prolime de Cauchy (3.2) eséfihie sur un intervalle contenafit — 7, ¢y + 7].
Or, pourn assez grandy,, u(t,)) € [ — 7,5+ 7] x B(u, R), ett, + 17 > (. Ceci contredit
le fait queu soit une solution maximale. O

Lemme VII.3 Supposons qu¢ soit continue, borae et Lipschitzienne par rappaétz dans
[t —27,t + 27] x B(u,2R) pourt > 0 et R > 0. Alors il exister €]0, 7] tel que pour tout
(to,uo) € [t — 7,t + 7] x B(u, R), la solution maximale du probme de Cauch{3.2) soit
définie sur un intervalle contenaftt — 7, to + 7].

Dém. Il suffit de reprendre la@monstration du #oreme VII.1 : en effet, la réthode suivie
permet de construire une solution dans l'intervéle- 7, ¢+ 7] qui soita valeurs dan# (uo, R)
(donca fortiori & valeurs dan®(u, 2R) par I'inégali& triangulaire), pour

T = min(z, %) )
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ou M estune borne dé surft — 27,t + 27] x B(u,2R). O
Si 'espace ambiank’ est de dimension finie, et 6i = FE, le theoeme VII.2 signifie que
pour une solution maximale non globales ' (J; E) avecs3 :=sup J < sup|,

lim |ju(t)]| = +oo.

tSp

Remarque VII.3 Ce plenongne estinédpendant de laggularit de la fonctiory ! Il se produit
par exemple pour &quation de Riccati, WF = R et f(t,u) = u? (fonctionévidemment de
classe%’™) : seule la solution nulle est globale. En effet, d’@prl’'unicite, une solution qui
s’annule est identiquement nulle ; et une solution qui ne s’annule @afevrecessairement

=1 dou — — + =1 —1 et donc lim u(t)| = +o00.
u(t)? u(t)  u(to) 0 t—to+1/u(to) ()]

Il y a cependant quelques cas remarquables dans lesquels toutes les solutions maximales
sont globales :
e LorsquelU = F et f estglobalement Lipschitzienne c’esta-direqu’il existeL > 0 tel
que pour toust, =) et(t,y) dansl x E,

1f(tz) = fty) |l < Llle =yl

on peut reprendre lagmnonstration du #goeme VII.1 sans avoir besoin d’assurer que la
suiteu™ prend ses valeurs dans une bofl@uy; R) : ceci supprime la restriction sur le
temps d’existence.

e En particulier, lorsquef estlinéaire par rapporta x, c'esta-dire pour unequation
differentielle de la forme’ = A(t)u ou A(t) € L(F), toutes les solutions maximales
sont globales.

e LorsqueU = FE dedimension finieet f estuniform ément bornég le theoeme VII.2
montre que toutes les solutions maximales sont globales. En eftétt si= f (¢, u(t))
pour toutt € J alors

[u®)|| < (8 —to) M

avec = sup J, ty € J fixé etM une borne poul f||.

5 Analyse qualitative

Notons queu € ¢ (J; U) est solution maximale d’'unequation diferentiellew’ = f (¢, u)
sietseulementsie J — (s,u(s)) € J x E est solution maximale du syshe autonome

L e,

D’un point de vue tBorique, on ne perd donc ri@rse restreindre alequations autonomes.
On ne sait paséasoudre explicitement ureguation diferentielle non-lieaire gréraleu’ =
f(u). Cependant, on peut mettre enidence des progiées dites qualitatives de cetguation
en se placant danselpace des phaseBk et en consiérant lestrajectoires, c’esta-dire les
courbes

{u(t); t € Jetuec ¢ (J)solutiondeu’ = f(u)}.
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Le terme« trajectoire» appartient au vocabulaire de la ematique. On parle aussiatbite
(dans le langage de I'addpre,a cause d’'une proprie de groupe qui sort du cadre de ce cours).
D’apres l'unicite des solutions, les orbites ne s’intersectent pas.

On appelleportrait de phase la partition de I'espace des phases en orbites. On montre que
le portrait de phase neegend que de la direction des vectefifs) € E et non de leur norme.

En dimension finie, Btude du portrait de phase commence par la recherche du signe des
composantes dé(z). Les points 0 toutes ces composantes sont nulles sonpdéesds fixes
c’esta-dire des orbiteseduitesa un singleton correspondaatdessolutions stationnaires
(c’esta-dire constantes) d& = f(u). La nature de ces points fixes, selon la position des
valeurs propres de la jacobienne fipar rappor@a I'axe imaginaire, est un autéément im-
portant : un point fixer, est dithyperbolique sidf,, n’a pas de valeur propre imaginaire pure.
On montre (tkoeme de Hartman-Grobman) que le portrait de phasé de f(u) au voisi-
nage d’un point fixe hyperbolique, esttopologiquementéquivalent au portrait de phase de
I équation lirgaireu’ = df,,(u) au voisinage de.

On cherche ensuite d’autres orbites remarquables, et par exempigdlies c’esta-dire
des courbes ferées simples correspondantiessolutions periodiques: c’est en @réral un
probleme non trivial de trouver des cycles!
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