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Les exercices sont iggpendants les uns des autres.

Exercice 1 .Soientf et g deux fonctions d& dansR, dérivables au point, et soit

F: R — R
(z,y) = F(x,y):= f(zvy) + g(z/y).

Montrer queF’ est differentiable eril1, 1) et calculerd F{, ;).

Exercice 2 .On munitR™ du produit scalaire habitugl, .) et de la norme euclidienne asseei
l|.|]. Soitu € Z(R™; R™) une application ligaire continue &rifiant :

V(z,y) e R* xR", (u(z),y) = (z,u(y)).
1. Soitf : R* — R définie parf(x) = (z, u(z)). Montrer quef est differentiable sur
R™ et calculerd f,.(y) pour toutr € R" et touty € R".
2. Soitg : R"\{0} — R définie par

g(x) = %

Montrer queyg est differentiable suR™\ {0} et calculerdg,(y) pour toutz € R"\{0} et
touty € R".

3. Soita € R"\{0}. Montrer quedg, = 0 si et seulement si est un vecteur propre de

Exercice 3 .On consi@re les fonctions

f: R — R3
(z,y) = flo,y) = ("7, 2" + ¢y, xy),
g : R3 — R?
(w,v,w) — glu,v,w) = (u* + v* + w?, uvw).
1. Montrer quef etg sont de class&’! sur leurs domaines deefinition.
2. Montrerg o f est un diftomorphisme local ef1, 1).

Exercice 4 .Soit F un espace de BanachZ(E) désigne I'espace des applicationséiaires
continues d&7 dansE munie de la normé- || (subordonéea celle deF). On notel : = +— x
I'application identi€ surE. Soit® : Z(E) — Z(F)

u = Ou) = uou.

1. Montrer qued est de class&’ sur.Z(F).
2. Calculerd®, pour toutu € Z(E).

3. Montrer qu'il existes > 0 tel que, pour touv € Z(F) vérifiant||v — Ig|| < ¢,
I’ équationu o u = v posde une solution dan¥’(E).



4. Onsuppose idk = R?, etl'on consigre lestlements: eth de.Z(E) dont les matrices
dans la base canonique Bé sont respectivement

-1 0 0 1
e (B0 e (00)

Calculerd®, (h). En céduire qu'il n’existe pas de fonction déffentiablel définie sur un
voisinage”” de I eta valeurs dans un voisinage delans.? (E), telle queV (Ig) = u
etV (w) o ¥(w) = w pour toutw € #'.

Exercice 5 .SoientE = .#,(R) I'espace des matrices caasn x n a coefficients &els,

muni d’une norme quelconqué&; = <,(R) le sous-espace des matrices antigjniques, et

F = 7,(R) le sous-espace des matrices §ymigues. Pour tout matrick/, on noteraM' la
matrice transpd=e de)M, obtenue paéchange des lignes et des colonnes. On rappelle que, par
définition, une matriced est antisyratrique siA' = — A, et qu’une matriceS est synétrique

si S' = S. On noteral,, la matrice identi et0,, la matrice nulle. On consgte I'application

f: GxF — F
(A,S) — f(AS) = (S+AS—-A—1I,.

1. Montrer quef est de class&” et calculerd f 4 s) pour tout(A, S) € G x F.

2. Montrer que la diérentielle partielle d¢ par rapporta S, d, f est telle quel, f(o, 1) est
un isomorphisme dé'.

3. Déduire de ce qui j@eede qu'il existe un voisinagé de0,, dansi, un voisinage”” del,,
dansF’, et une applicatiop : ¥ — # de class&’ tels que, pour toutA, S) € ¥ x #/,
f(A,S) = 0, équivauta S = p(A).

4. Calculerdyy, .

5. Demontrer quey = F @ G : pour toute matricél/, on calculeraS € F etA € G en
fonction deM et M'tels queM = S + A.

6. Déduire de ce qui @oede qu'il existe un voisinag® de [, dans.#,(R), et une appli-
cationy : ¥ — F de class&’ tels quey(0,) = I,,,dyy, = 0, et pour touth € %,
M M' = I, équivauta

M—Mt)

(2



