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UE Calcul diff érentiel CC 19 avril 2006
Aucun document n’est autorisé. Duŕee : 3h
Les exercices sont indépendants les uns des autres.

Exercice 1 .Soientf etg deux fonctions deR dansR, dérivables au point1, et soit

F : R2 → R
(x, y) 7→ F (x, y) := f(xy) + g(x/y) .

Montrer queF est diff́erentiable en(1, 1) et calculerdF(1,1).

Exercice 2 .On munitRn du produit scalaire habituel〈., .〉 et de la norme euclidienne associée
||.||. Soitu ∈ L (Rn; Rn) une application lińeaire continue v́erifiant :

∀(x, y) ∈ Rn × Rn , 〈u(x) , y 〉 = 〈x , u(y) 〉 .

1. Soitf : Rn → R définie parf(x) = 〈x , u(x)〉 . Montrer quef est diff́erentiable sur
Rn et calculerdfx(y) pour toutx ∈ Rn et touty ∈ Rn.

2. Soitg : Rn\{0} → R définie par

g(x) =
f(x)

‖x‖2
.

Montrer queg est diff́erentiable surRn\{0} et calculerdgx(y) pour toutx ∈ Rn\{0} et
touty ∈ Rn.

3. Soita ∈ Rn\{0}. Montrer quedga = 0 si et seulement sia est un vecteur propre deu.

Exercice 3 .On consid̀ere les fonctions

f : R2 → R3

(x, y) 7→ f(x, y) := ( ex−y , x2 + y2 , x y ) ,

g : R3 → R2

(u, v, w) 7→ g(u, v, w) := (u2 + v2 + w2 , u v w ) .

1. Montrer quef etg sont de classeC 1 sur leurs domaines de définition.

2. Montrerg ◦ f est un diff́eomorphisme local en(1, 1).

Exercice 4 .SoitE un espace de Banach :L (E) désigne l’espace des applications linéaires
continues deE dansE munie de la norme‖·‖ (subordonńeeà celle deE). On noteIE : x 7→ x
l’application identit́e surE. SoitΘ : L (E) → L (E)

u 7→ Θ(u) := u ◦ u .
1. Montrer queΘ est de classeC 1 surL (E).

2. CalculerdΘu pour toutu ∈ L (E).

3. Montrer qu’il existeε > 0 tel que, pour toutv ∈ L (E) vérifiant ‖ v − IE ‖ < ε,
l’ équationu ◦ u = v poss̀ede une solution dansL (E).
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4. On suppose iciE = R2, et l’on consid̀ere leśelémentsu eth deL (E) dont les matrices
dans la base canonique deR2 sont respectivement

U :=

(
−1 0
0 1

)
et H :=

(
0 1
0 0

)
.

CalculerdΘu(h). En d́eduire qu’il n’existe pas de fonction différentiableΨ définie sur un
voisinageW deIE et à valeurs dans un voisinage deu dansL (E), telle queΨ(IE) = u
etΨ(w) ◦Ψ(w) = w pour toutw ∈ W .

Exercice 5 .SoientE = Mn(R) l’espace des matrices carréesn × n à coefficients ŕeels,
muni d’une norme quelconque,G = An(R) le sous-espace des matrices antisymétriques, et
F = Sn(R) le sous-espace des matrices symétriques. Pour tout matriceM , on noteraM t la
matrice transpośee deM , obtenue paŕechange des lignes et des colonnes. On rappelle que, par
définition, une matriceA est antisyḿetrique siAt = −A, et qu’une matriceS est syḿetrique
si S t = S. On noteraIn la matrice identit́e et0n la matrice nulle. On considère l’application

f : G× F → F
(A, S) 7→ f(A, S) := (S + A)(S − A)− In .

1. Montrer quef est de classeC 1 et calculerdf(A,S) pour tout(A, S) ∈ G× F .

2. Montrer que la diff́erentielle partielle def par rapport̀aS, d2f est telle qued2f(0n,In) est
un isomorphisme deF .

3. Déduire de ce qui préc̀ede qu’il existe un voisinageV de0n dansG, un voisinageW deIn
dansF , et une applicationϕ : V → W de classeC 1 tels que, pour tout(A, S) ∈ V ×W ,
f(A, S) = 0n équivautàS = ϕ(A).

4. Calculerdϕ0n.

5. Démontrer queE = F ⊕ G : pour toute matriceM , on calculeraS ∈ F etA ∈ G en
fonction deM etM t tels queM = S + A.

6. Déduire de ce qui préc̀ede qu’il existe un voisinageU deIn dansMn(R), et une appli-
cationψ : V → F de classeC 1 tels que,ψ(0n) = In, dψ0n ≡ 0, et pour toutM ∈ U ,
MM t = In équivautà

M =
M −M t

2
+ ψ

(
M −M t

2

)
.


