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UE Calcul diff érentiel Contrôle Partiel du 4 avril 2007
Aucun document n’est autorisé. Duŕee : 3h
Les exercices sont indépendants les uns des autres.

Exercice 1 .Soientf : R3 → R2 une application de classeC 1 et g : R2 → R2 l’application
définie parg(u, v) = f(cos u + sin v, sin u + cos v, eu−v), pour tout(u, v) ∈ R2.

1. Montrer queg est de classeC 1.

2. On suppose que la matrice jacobienne def au pointa = (1, 1, 1) est

Dfa =

(
1 3 4
2 −1 3

)
.

Calculerdgb(h) pourb = (
π

2
,
π

2
), eth ∈ R2 quelconque.

Exercice 2 .Soitϕ une application continue deR dansR. On d́efinit

f : R2 → R

(x, y) 7→ f(x, y) :=

∫ x+y

0

ϕ(t) dt

et g : R2 → R

(x, y) 7→ g(x, y) :=

∫ xy

0

ϕ(t) dt .

1. Montrer quef etg sont de classeC 1 surR2.

2. Calculer les diff́erentielles def et g, c’est-̀a-diredf(x,y)(h, k) et dg(x,y)(h, k) quels que
soient(x, y) ∈ R2 et (h, k) ∈ R2.

3. On d́efinit ensuite

F : R2 → R2

(x, y) 7→ F (x, y) := (f(x, y), g(x, y)) .

(a) On noteB :=] − 1, 1[×] − 1, 1[, et pour fixer les id́ees, on munitR2 de la norme
‖ · ‖∞. Montrer queF est Lipschitzienne surB, c’est-̀a-dire qu’il existek > 0 tel
que pour tous(x1, y1), (x2, y2) ∈ B,

‖F (x1, y1)− F (x2, y2)‖∞ ≤ k ‖(x1, y1)− (x2, y2)‖∞ .

(On s’efforcera de donner la constantek optimale.)

(b) En supposantϕ(0) 6= 0 et ϕ(1) 6= 0, montrer queF est un diff́eomorphisme local
au point(0, 1). Dire pourquoi il en est de m̂eme au point(1, 0).

(c) En supposant queϕ(t) > 0 pour toutt ∈ R, montrer que la restriction deF à

D := {(x, y) ; x < y}

est un diff́eomorphisme deD surF (D). On commencera par justifier queD est un
ouvert.

Exercice 3 .On munitRn du produit scalaire habituel〈., .〉 et de la norme euclidienne associée
||.||. Soit une fonction d́erivablef : R+∗ → R.
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1. Montrer que la fonctiong : x ∈ Rn\{0} 7→ f(‖x‖) est diff́erentiable, et exprimer sa
diff érentielleà l’aide de la d́erivée def .

2. Soite : Rn\{0} → Rn définie par

e(x) =
x

‖x‖
.

Montrer quee est diff́erentiable surRn\{0} et calculerdex(h) pour toutx ∈ Rn\{0} et
touth ∈ Rn.

3. Soitv : Rn\{0} → Rn définie par

v(x) = f(‖x‖) e(x) .

Montrer quev est diff́erentiable et exprimer

divv(x) = tr dvx =
n∑

i=1

∂vi

∂xi

(x)

à l’aide den, f et def ′.

Exercice 4 .Soit E un espace de Banach. On désigne parL (E) l’espace des applications
linéaires continues deE dansE, que l’on munit de la norme, notée‖ · ‖, subordonńeeà celle
deE. On noteIE : x 7→ x l’application identit́e surE. Quel que soitu ∈ L (E), on a par
conventionu0 = IE, et pourn ∈ N∗ on d́efinit un par la formule ŕecurrenceun = u ◦ un−1.

1. Montrer que pour toutu ∈ L (E), la śerie
∑

n∈N
un

n !
converge dansL (E). On noteraeu

sa somme. Pour la suite, onadmettrala propríet́e suivante :

∀ u, v ∈ L (E) ,
(
v ◦ u = u ◦ v ⇒ eu+v = eu ◦ ev

)
.

2. On fixeu ∈ L (E) et l’on définit :

ϕ : R → L (E)
t 7→ etu .

Montrer queϕ est diff́erentiable surR et que, pour toutt ∈ R,

ϕ′(t) = u ◦ ϕ(t) .

(On rappelle queϕ′(t) = dϕt(1).)


