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Les exercices sont iggpendants les uns des autres.
Exercice 1 .Soientf : R? — R? une application de clas$gé' etg : R? — R? I'application
définie parg(u, v) = f(cosu + sinwv, sinu + cos v, €“~?), pour tout(u, v) € R

1. Montrer quey est de class@™.

2. On suppose que la matrice jacobienng dai pointa = (1,1, 1) est

1 3 4
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Calculerdg,(h) pourb = ( ), eth € R? quelconque.
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Exercice 2 .Soit v une application continue de dansR. On cefinit
f: R — R et ¢g: R*> — R
T4y Yy
(x,y) — f(x,y) ::/ o(t) dt (z,y) — g(z,y) 3:/ p(t)dt .
0 0

1. Montrer quef etg sont de class&! surRR?.

2. Calculer les diérentielles def et g, c’esta-diredf(, ) (h, k) etdg.,) (h, k) quels que
soient(z,y) € R? et(h, k) € R2

3. On cefinit ensuite

F R2 — R?
(z,y) — F(x,y) = (f(z,y),9(x,v)).

(@) On noteB :=| — 1,1[x] — 1, 1], et pour fixer les ides, on muniR? de la norme
|| - ||l.o- Montrer queF’ est Lipschitzienne suB, c’esta-dire qu'il existek > 0 tel
que pour touszy, y1), (72,y2) € B,

| F(z1,1) = F(22,92)||00 < kl[(@1,91) — (@2, Y2) |00 -

(On s’efforcera de donner la constaiteptimale.)

(b) En supposanp(0) # 0 ety(1) # 0, montrer queF' est un diftomorphisme local
au point(0, 1). Dire pourquoi il en est de &me au point1,0).

(c) En supposant que(t) > 0 pour toutt € R, montrer que la restriction dé a

D = {(z,y); v <y}

est un diffomorphisme d® sur F'(D). On commencera par justifier qieest un
ouvert.

Exercice 3 .On munitR™ du produit scalaire habitugl, .) et de la norme euclidienne asseei
||.||. Soit une fonction @rivablef : R™ — R.



1. Montrer que la fonctioy : = € R*"\{0} — f(]|z||) est differentiable, et exprimer sa
différentiellea I'aide de la érivee def.
2. Soite : R"\{0} — R définie par
i

e(r) = m

Montrer quee est differentiable suR™\{0} et calculerde,(h) pour toutz € R™\{0} et
touth € R".

3. Soitv : R"\{0} — R" définie par
v(x) = f(llz]) e(z).

Montrer quev est differentiable et exprimer

divu(z) = trdv, = Z 89&% (x)

a l'aide den, f etdef".

Exercice 4 .Soit £ un espace de Banach. Oasgigne parZ(E) I'espace des applications
linéaires continues d& dansE, que I'on munit de la norme, ne¢|| - ||, subordongea celle
de E. On notelp : = — x l'application identié surE. Quel que soit € Z(F), on a par
conventionu’ = I, et pourn € N* on cefinit «” par la formule ecurrences” = w o u™ !,

1. Montrer que pour tout € Z(E), la rie}",  %; converge dansZ’(E). On notera:"
sa somme. Pour la suite, admettrala propréte suivante :

Vu,v € Z(E), (vou=uov = """ =c¢e"o0e").
2. Onfixeu € Z(F) et 'on définit :

Z(E)

v: R —

t — e,

Montrer quep est differentiable suR et que, pour tout € R,
P'(t) = uop(t).

(On rappelle quer'(t) = dr(1).)



