UE Calcul diff erentiel Corrigé succinct de Iepreuve du 24 mai 2006

Exercice 1 .SiU = {z = (z1,...,2,) ER"; 2 > 0 Vie{l,...,n}},a e R et

f . U — R
n n 1
. L n+1 _
= (x1,...,2p) +— flz):= klllxk + « ;l‘k

1. l'applicationf est de class&°, car c’est une fonction rationnelle dont lebminateur ne s’an-
nule pas dan#.

2.
(&) Pourtoutr € U et pour touth € R™ on a
dfe(h) = Z IEC e 11 h; .
x2
=1 \k#j J
(b) Sia = (a1,...,a,) € U esttelquelf, = 0alors pourtouy € {1,...,n},
1 n
Hak =a" —2 c'esta-dire a; Hak = ",
k#£j % k=1
Par congquent les:; sont tousegauxa « ; autrement di. = («,...,«). Inversement, ce
point estevidemment un point critique.
3.

(a) Pourtoutr € U et pour toush, b’ € R" on a
A2 f.(h, h') :ZZ 1T ©mh b +2Z h]hg
J=1 k#j m#jk

(b) En particulier on a,

n

A fo(h,h) = a2 "N by hk+2a”22h
k#j

7=1
soit encore
n 2 n
0", (. ) th (om) 2 3o = e
J=1 =
si || - | désigne la norme euclidienne daR8. Donc (puisquer > 0), d’aprs un tiéofme

du coursga est un minimum local strict pouyf.

(c) Dans le cas = 1, la fonctionf : = +— z + o?/x atteint son minimum suR™* (2«) au
pointa = o (d’apres l'identié remarquable? + o? — 2az = (z — )?!)

Exercice 2.Sif : I — FE estde class&",



1. alors pour tout. € I, pour tout(z,y) € I x I avecz # y, I'application
1
Fize ﬂ(f(Z) — fly) — (z—y) f'(a))
est aussi de clas$é!, et sa diferentielle est dorée par
1
r—y
Donc d’apes le tlieoeme des accroissements finis (version “r&fét),

dF.(h) =

(L) = hf'(@) = = (df. = df)(h).

L@ - g

F(z) — F < |z -—
I1F@) = F)l < le—yl sw |-

z€zy|

Y

ce qui donne
1

r—y

< sup |ldfz — dfall-
z€ley|

(f(x) = f(y) = f'(a)

2. L'application
g: IxI — FE
1 .
— (f(@) = fly)) siz#y
r—y
(z,y)
f'(@) siz=y
(@) estcontinue sur I'ouve(tl x I)\A comme compa=e de(x,y) — (f(x) — f(y),z —y) et
de(u,s) € E x R* — %u De plus, d'apes la question 1),

lg(z,y) — g(a,a)| < S}lp[ |df. — dfall
zE€|xry

ce qui tend ver$ lorsque(z, y) tend vers(a, a), par continuié dedf au pointa. (On peut
aussi remarquer que

1
o(z,y) = /0 [+ ty — 2)) dt

pour tout(z,y) € I x I, et appliquer le ttoeme de Lebesgue.)

(b) Par la néme @&composition que ci-dessus, on voit guest de class&! sur I'ouvert (I x
N\A.

3. Soita € I. On suppose qu¢ est deux fois difrentiable eru, et 'on veut montrer que est
différentiable era, a).

(@) Comme on I'a dja utilise, on adf,(h) = h f'(a), d'ot encorel®f,(h,h) = h? f"(a) quel
que soith € R. Par suite, on a tout simplemeftt(a) = d2f,(1,1).

(b) Sig est differentiable erfa, a), alors en diférentiant I'application: — g(z,z) = f'(x) au
pointa, on obtient

dlg(a,a) (h) + d?Q(a,a) (h) = hf//((l).

De plus,g étant synetrique, ses diffrentielles partielled; g etd, g coincident. Par corégjuent,

h
dlg(a,a)(h) = d29(a,a)(h) = §f”(a)a

d’ou
h+k
dg(a,a)(h7k) = dlg(a,a)(h) + dQQ(a,a)(k) = T f//(a> :



(c) Ona
r—a+y—a

1 ) =

9(z,y) — g(a,a) —

1
- /0 (f'@+tly—2) — f'(a) — (@ +tly—2) —a) f(a) ) dt.

Or, commef’ est differentiable en, il existe une fonctionp tendant ver$) au pointa telle
que pour toutr € 1,

f'(z) = flla) = (z=a) f'(a) = (z—a)p(z).

Soit donce > 0, etn > 0 tel que|z — a| < nimplique |p(z)| < e. Alors, pour tout
(z,y) € I x I telque|x —a| < netly—al < n,

r—a+y—a

L fa)]| <

9(z,y) — g(a,a) — (|Jz —al + |y —al).

| ™

Ceci montre que est differentiable er{a, a), de differentielle donée (comme m@vu) par
dg(a.a)(h, k) = "= f"(a).

Exercice 3 .Lensemble) := {(t,z) € R?; (t—2)z + 1 > 0}

1. est ouvert comme imagégaiproque de I'ouverR™* par I'application continugt,z) — (t —
x)x + 1. L'application

f: Q — R
(t,z) — f(t,z) = J/(t—x)z +1—-1
n’est pas uniforrament borge sur : elle tend verst-oco par exemple lorsque = 2z etz tend
Vers—+oo.

2. Elle nest pas non plus unifo@ment Lipschitizienne par rappaxtz : d’apres le tleoeme des
acroissements finis (version avegalié pour les fonctions d& dansR) pour tout(t, z,y) avec
(t,z) € Q, (t,y) € Q, il existez dans le segmeni, y] tel que

ftz) — ft.y)
T -y

= f'(2),

et|f’(z)| tend vers+oco lorsquez ety, et donc aussi, tendent vers + /2 + 1).

3. Soit I'equation diférentielle

du

®) S = tu).

() Lapplicationf étant continue dars, elle est localement boée, et comme elle estéme de
classez!, elle localement Lipschitzienne d'a&w le tleome des acroissements finis. Donc
pour tout(tg, ug) € Q (ouvert), il existe des intervalles ouvertset U tels que(ty, ug) €
IxU C Q, etdeseels strictement positif/ et L tels que pour tout € I, pour toutr € U,
pour touty € U,

[f(t, )] < M et |f(t,x) — f(t,y)] < Ll —yl.

On peut bien 8r supposet/ centé enugy. (Le nombrel est obtenu en prenant un majorant
dedf au voisinage déto, ug).)



(b) SoitJ C I unintervalle contenart de longueur- avecr < p/M, ou p désigne le rayon de
U. On peut supposer queest ferné (donc compacty, < R/M avecR < p, et construire
u € €1(J;V) solution de (E) telle quex(tg) = wug, ou V C U est un intervalle fer@
contenantu et de rayonR. La construction passe par uréeurrence : posant’ = ug, on
construit une suitéu®),cy d’€lements d&’(J; V) gracea la formule inégrale

uF T (t) = up + tf(s,uk(s))ds.
to

La restrictiont < R/M assure que’ restea valeurs dan¥’. On montre de plus que la
suite est de Cauchy dafg .J; V') (cf cours). Sa limite: donne la solution cherée, car elle
vérifie .
u(t) = up + f(s,u(s))ds
to

et elle est donc de clasg€' par cerivation sous le signe somme.

(c) La fonction nulleétant une solutiovidente de (E), si,y = 0 alorsu est identiquement
nulle d'apes l'unicite des solutions.

(d) Siug > 0 alorsu ne peut s’annuler (sinon elle serait identiquement nulleeBda question
préccdente) et done(t) > 0 pour toutt € J.

(e) Léquation (E) est invariante par le changenm{ént) — (—t, —u). Donc la néme construc-

tion que péc&demment donne € ¢ (—.J; —U) solution de (E) telle que(—tg) = —up.
(f) Etenfaitv(—t) = —u(t) car les deux fonctions— v(—t) et —u sont solutions du gme
probleme de Cauchy.
Exercice 4 .

1. Lapplication
© : Isom(E) — Isom(FE)
u — O(u) = ut.

() a sa diférentielle donae par (cf cours)

dOu(k) = —utokout.

(b) Oncommence pag&snontrer qu® est effectivement diéfrentiable, en revenaata cfinition
de la differentiabilie (cf TDs). Puis on montre pagcurrence suk qu’elle est de classg*
pour toutk € N, gracea I'expression de sa défentielle, compa=e deu — (O (u), O(u) et
de I'application bilireaire continue

(6,0") € Z(BE)* = (L, {') € L(ZL(E)); ¢(£,)(h) = —Lohol'.
2. Sif : U — F estde class&?, telle quedf, € Isom(E) pour toutz € U, 'application

p: U — FE
z = op(r) = = (dfe) T (f(2)).

(@) estde class&'! comme compaEez — (z, f(z), O(df,)) etde(x,y,u) — = — u(y).
(b) La difféerentielle dep est donge par

dez(h) = h — dOqy, (d(df)«(h))(f(z)) — O(df2)(dfz(h)),

soit encore, agrs simplifications,

dea(h) = (dfe) N fo(h, (dfa) " (f(2))).



