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UE Calcul diff érentiel Corrig é succinct de l’́epreuve du 24 mai 2006

Exercice 1 .Si U = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ; xi > 0 ∀i ∈ {1, . . . , n} }, α ∈ R+∗, et

f : U → R

x = (x1, . . . , xn) 7→ f(x) :=
n∏

k=1

xk + αn+1
n∑

k=1

1
xk

1. l’applicationf est de classeC∞, car c’est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’an-
nule pas dansU .

2.

(a) Pour toutx ∈ U et pour touth ∈ Rn on a

dfx(h) =
n∑

j=1

∏
k 6=j

xk − αn+1 1
x2

j

 hj .

(b) Sia = (a1, . . . , an) ∈ U est tel quedfa = 0 alors pour toutj ∈ {1, . . . , n},

∏
k 6=j

ak = αn+1 1
a2

j

, c’est-̀a-dire aj

n∏
k=1

ak = αn+1 .

Par conśequent lesaj sont touśegauxà α ; autrement dita = (α, . . . , α). Inversement, ce
point estévidemment un point critique.

3.

(a) Pour toutx ∈ U et pour toush, h′ ∈ Rn on a

d2fx(h, h′) =
n∑

j=1

∑
k 6=j

∏
m6=j,k

xm hj h′k + 2
n∑

j=1

αn+1

x3
j

hj h′j .

(b) En particulier on a,

d2fa(h, h) = αn−2
n∑

j=1

∑
k 6=j

hj hk + 2 αn−2
n∑

j=1

h2
j ,

soit encore

α2−n d2fa(h, h) =
n∑

j=1

h2
j +

( n∑
j=1

hj

)2
≥

n∑
j=1

h2
j = ‖h‖2

si ‖ · ‖ désigne la norme euclidienne dansRn. Donc (puisqueα > 0), d’apr̀es un th́eor̀eme
du cours,a est un minimum local strict pourf .

(c) Dans le casn = 1, la fonctionf : x 7→ x + α2/x atteint son minimum surR+∗ (2α) au
pointa = α (d’apr̀es l’identit́e remarquablex2 + α2 − 2 α x = (x− α)2 !)

Exercice 2 .Si f : I → E est de classeC 1,
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1. alors pour touta ∈ I, pour tout(x, y) ∈ I × I avecx 6= y, l’application

F : z 7→ 1
x− y

(f(z) − f(y) − (z − y) f ′(a))

est aussi de classeC 1, et sa diff́erentielle est donńee par

dFz(h) =
1

x− y
(dfz(h) − h f ′(a)) =

1
x− y

(dfz − dfa)(h) .

Donc d’apr̀es le th́eor̀eme des accroissements finis (version “raffinée”),

‖F (x) − F (y)‖ ≤ |x− y| sup
z∈]x,y[

∥∥∥∥ 1
x− y

(dfz − dfa)
∥∥∥∥ ,

ce qui donne ∥∥∥∥ 1
x− y

( f(x) − f(y) ) − f ′(a)
∥∥∥∥ ≤ sup

z∈]x,y[
‖dfz − dfa‖ .

2. L’application
g : I × I → E

(x, y) 7→


1

x− y
( f(x) − f(y) ) si x 6= y

f ′(x) si x = y

(a) est continue sur l’ouvert(I × I)\∆ comme compośee de(x, y) 7→ (f(x)− f(y), x− y) et
de(u, s) ∈ E × R∗ 7→ 1

s u. De plus, d’apr̀es la question 1),

‖g(x, y) − g(a, a)‖ ≤ sup
z∈]x,y[

‖dfz − dfa‖ ,

ce qui tend vers0 lorsque(x, y) tend vers(a, a), par continuit́e dedf au pointa. (On peut
aussi remarquer que

g(x, y) =
∫ 1

0
f ′(x + t(y − x)) dt

pour tout(x, y) ∈ I × I, et appliquer le th́eor̀eme de Lebesgue.)

(b) Par la m̂eme d́ecomposition que ci-dessus, on voit queg est de classeC 1 sur l’ouvert(I ×
I)\∆.

3. Soita ∈ I. On suppose quef est deux fois diff́erentiable ena, et l’on veut montrer queg est
diff érentiable en(a, a).

(a) Comme on l’a d́ejà utilisé, on adfa(h) = h f ′(a), d’où encored2fa(h, h) = h2 f ′′(a) quel
que soith ∈ R. Par suite, on a tout simplementf ′′(a) = d2fa(1, 1).

(b) Si g est diff́erentiable en(a, a), alors en diff́erentiant l’applicationx 7→ g(x, x) = f ′(x) au
pointa, on obtient

d1g(a,a)(h) + d2g(a,a)(h) = hf ′′(a) .

De plus,g étant syḿetrique, ses diff́erentielles partiellesd1g etd2g cöıncident. Par conśequent,

d1g(a,a)(h) = d2g(a,a)(h) =
h

2
f ′′(a) ,

d’où

dg(a,a)(h, k) = d1g(a,a)(h) + d2g(a,a)(k) =
h + k

2
f ′′(a) .
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(c) On a

g(x, y) − g(a, a) − x− a + y − a

2
f ′′(a) =

=
∫ 1

0

(
f ′(x + t(y − x)) − f ′(a) − (x + t(y − x)− a) f ′′(a)

)
dt .

Or, commef ′ est diff́erentiable ena, il existe une fonctionϕ tendant vers0 au pointa telle
que pour toutx ∈ I,

f ′(z) − f ′(a) − (z − a) f ′′(a) = (z − a) ϕ(z) .

Soit doncε > 0, et η > 0 tel que|z − a| ≤ η implique |ϕ(z)| ≤ ε. Alors, pour tout
(x, y) ∈ I × I tel que|x− a| ≤ η et |y − a| ≤ η,∣∣∣∣g(x, y) − g(a, a) − x− a + y − a

2
f ′′(a)

∣∣∣∣ ≤ ε

2
(|x− a|+ |y − a|) .

Ceci montre queg est diff́erentiable en(a, a), de différentielle donńee (comme pŕevu) par
dg(a,a)(h, k) = h+k

2 f ′′(a) .

Exercice 3 .L’ensembleΩ := { (t, x) ∈ R2 ; (t− x) x + 1 > 0 }

1. est ouvert comme image réciproque de l’ouvertR+∗ par l’application continue(t, x) 7→ (t −
x) x + 1. L’application

f : Ω → R
(t, x) 7→ f(t, x) :=

√
(t− x) x + 1 − 1

n’est pas uniforḿement borńee surΩ : elle tend vers+∞ par exemple lorsquet = 2x et x tend
vers+∞.

2. Elle n’est pas non plus uniforḿement Lipschitizienne par rapportà x : d’apr̀es le th́eor̀eme des
acroissements finis (version avecégalit́e pour les fonctions deR dansR) pour tout(t, x, y) avec
(t, x) ∈ Ω, (t, y) ∈ Ω, il existez dans le segment[x, y] tel que

f(t, x) − f(t, y)
x− y

= f ′(z) ,

et |f ′(z)| tend vers+∞ lorsquex ety, et donc aussiz, tendent verst±
√

t2 + 1).

3. Soit l’équation diff́erentielle

(E)
du

dt
= f(t, u) .

(a) L’applicationf étant continue dansΩ, elle est localement bornée, et comme elle est m̂eme de
classeC 1, elle localement Lipschitzienne d’après le th́eor̀eme des acroissements finis. Donc
pour tout(t0, u0) ∈ Ω (ouvert), il existe des intervalles ouvertsI et U tels que(t0, u0) ∈
I×U ⊂ Ω, et des ŕeels strictement positifsM etL tels que pour toutt ∈ I, pour toutx ∈ U ,
pour touty ∈ U ,

|f(t, x)| ≤ M et |f(t, x) − f(t, y)| ≤ L |x− y| .

On peut bien ŝur supposerU centŕe enu0. (Le nombreL est obtenu en prenant un majorant
dedf au voisinage de(t0, u0).)
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(b) SoitJ ⊂ I un intervalle contenantt0 de longueurτ avecτ < ρ/M , où ρ désigne le rayon de
U . On peut supposer queJ est ferḿe (donc compact),τ ≤ R/M avecR < ρ, et construire
u ∈ C 1(J ;V ) solution de (E) telle queu(t0) = u0, où V ⊂ U est un intervalle ferḿe
contenantu0 et de rayonR. La construction passe par une récurrence : posantu0 ≡ u0, on
construit une suite(uk)k∈N d’éléments deC (J ;V ) grâceà la formule int́egrale

uk+1(t) = u0 +
∫ t

t0

f(s, uk(s)) ds .

La restrictionτ ≤ R/M assure queuk resteà valeurs dansV . On montre de plus que la
suite est de Cauchy dansC (J ;V ) (cf cours). Sa limiteu donne la solution cherchée, car elle
vérifie

u(t) = u0 +
∫ t

t0

f(s, u(s)) ds

et elle est donc de classeC 1 par d́erivation sous le signe somme.

(c) La fonction nulleétant une solutiońevidente de (E), siu0 = 0 alorsu est identiquement
nulle d’apr̀es l’unicit́e des solutions.

(d) Siu0 > 0 alorsu ne peut s’annuler (sinon elle serait identiquement nulle d’apès la question
préćedente) et doncu(t) > 0 pour toutt ∈ J .

(e) L’équation (E) est invariante par le changement(t, u) 7→ (−t,−u). Donc la m̂eme construc-
tion que pŕećedemment donnev ∈ C 1(−J ;−U) solution de (E) telle quev(−t0) = −u0.

(f) Et en faitv(−t) = −u(t) car les deux fonctionst 7→ v(−t) et−u sont solutions du m̂eme
probl̀eme de Cauchy.

Exercice 4 .

1. L’application
Θ : Isom(E) → Isom(E)

u → Θ(u) := u−1 .

(a) a sa diff́erentielle donńee par (cf cours)

dΘu(k) = −u−1 ◦ k ◦ u−1 .

(b) On commence par démontrer queΘ est effectivement diff́erentiable, en revenantà la d́efinition
de la diff́erentiabilit́e (cf TDs). Puis on montre par récurrence surk qu’elle est de classeC k

pour toutk ∈ N, grâceà l’expression de sa différentielle, compośee deu 7→ (Θ(u),Θ(u) et
de l’application bilińeaire continue

(`, `′) ∈ L (E)2 7→ φ(`, `′) ∈ L (L (E)) ; φ(`, `′)(h) = −` ◦ h ◦ `′ .

2. Sif : U → E est de classeC 2, telle quedfx ∈ Isom(E) pour toutx ∈ U , l’application

ϕ : U → E
x 7→ ϕ(x) := x − (dfx)−1(f(x)) .

(a) est de classeC 1 comme compośeex 7→ (x, f(x),Θ(dfx)) et de(x, y, u) 7→ x− u(y).
(b) La différentielle deϕ est donńee par

dϕx(h) = h − dΘdfx(d(df)x(h))(f(x)) − Θ(dfx)(dfx(h)) ,

soit encore, après simplifications,

dϕx(h) = (dfx)−1(d2fx(h, (dfx)−1(f(x))) .


