UE Calcul diff érentiel Examen 24 mai 2006
Aucun document n’est autoés Durée : 3h
Les exercices sont iggpendants les uns des autres.

Les eponses non justifes ne seront pas comptabilés.

Exercice 1 .SoientU = {z = (z1,...,2,) ER"; 2; > 0 Vie{l,...,n}},a € R™ et

1. Montrer quef est de class&> surU.
2.
(a) Calculerdf, pourtoutr € U.
(b) Montrer quef admet un unique point critiquee U (c’esta-dire tel quelf, = 0).

(a) Calculerd?f, pour toutr € U.
(b) Montrer quez est un minimum local strict pouf.
(c) Dans quel cas simple peut-on dire quest un minimum global ?

Exercice 2 .Soient/ un intervalle ouvert non vide d&, E un espace de Banachgt I — F
une application de classg'.

1. Soita € I. Montrer que pour toutz,y) € I x I avecz # y,

1
r—y

< sup dez - dfaH-

z€lz,y(

(f(x) = f(y)) = [(a)

2. Soit

1 .
I—_y(f(f)—f(y)) sl z#y
f'(z) siz=y
(a) Montrer quey est continue suf x 1.
(b) Montrer quey est de class@™ sur(/ x I)\A, U A := {(z,z); z €1}

3. Soita € 1. On suppose qug est deux fois diferentiable en;, et I'on veut montrer que
est differentiable erfa, a).

(@) Quelle estlarelation entyfé(a) (dérivee seconde dgau pointa) etd? f, (diffeérentielle
seconde d¢ au pointa) ?

(b) En supposant que est differentiable er{a, a), calculer un candidat pouly, .y a
l'aide de f”(a).
(c) Démontrer que est differentiable erja, a).
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Exercice 3 .Soient2 := {(t,z) e R*; (t—x)x + 1 > 0} et
f: Q9 —= R

(t,x) — f(t,z) = /(t—z)x +1—1.
1. L'ensemble? est-il ouvert, et pourquoi ? L'applicatiohest-elle borge sur) ?
2. Existe-t-ilL € R** tel que

|f(t,2) — f(t,y)| < Lz —yl

pour tous!, z, y tels que(t, z) € Qet(t,y) € Q?
3. On considre I'equation diferentielle

du
E) — = f(t,u).
Il nest pas question de chercher des solutions explicites de e&gttation diferentielle

(@) Soit(tg,up) € Q2. Montrer qu'il existe des intervalles ouvertet U avecU centé
enug tels que(ty, ug) € 1 x U C €2, ainsi que deséels strictement positifd/ et L
tels que pour tout € I, pour toutx € U, pour touty € U,

[f(t2)] < M et |f(t,z) = f{t,y)] < Lizr—y|.

(b) SoitJ C I unintervalle contenartt, et de longueur strictement ifieurea celle de
U divisée parzM. En adaptant la preuve d’'unébeme du cours, &nontrer qu'il
existeu € €' (J; U) solution de (E) telle que(ty) = wuy.

(c) Supposons iciiy; = 0. Que vaut alors la solution? On justifiera la &ponse en
faisant appeh un €sultat du cours que I'oanoncera avec soin.

(d) Supposons maintenamf > 0. Démontrer quex(t) > 0 pour toutt € J.
(e) Montrer qu'il existev € €*(—J; —U) solution de (E) telle que(—ty) = —uy.
() Existe-t-il une relation entre etwv, et si oui, laquelle ?

Exercice 4 .Soit E un espace de Banach. On ndtem(F) I'ensemble des isomorphismes de
E : onrappelle que c’est un ouvert dé(F) (espace des applicationséaires continues de
dansE, muni de la norme subordo@ea celle deF).

1. Soit
© : Isom(E) — Isom(FE)
u — O(u) := u .
(a) En admettant que est differentiable, calculer un candidat pour saé&héntielle.
(b) Démontrer qué est de class&™™.

2. SoitU un ouvert deF, et une applicatiorf : U — FE de class&™. On suppose que
df. € Isom(F) pour toutz € U, et I'on consi@re I'application

p: U — FE
o) = = (dfe) TN (f(2).
(a) Demontrer quev est de class&™.
(b) Calculer la diferentielle dee.



