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UE Calcul diff érentiel Examen 24 mai 2006
Aucun document n’est autorisé. Duŕee : 3h
Les exercices sont indépendants les uns des autres.
Les ŕeponses non justifiées ne seront pas comptabilisées.

Exercice 1 .SoientU = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ; xi > 0 ∀i ∈ {1, . . . , n} }, α ∈ R+∗, et

f : U → R

x = (x1, . . . , xn) 7→ f(x) :=
n∏

k=1

xk + αn+1

n∑
k=1

1

xk

.

1. Montrer quef est de classeC∞ surU .

2.

(a) Calculerdfx pour toutx ∈ U .

(b) Montrer quef admet un unique point critiquea ∈ U (c’est-̀a-dire tel quedfa = 0).

3.

(a) Calculerd2fx pour toutx ∈ U .

(b) Montrer quea est un minimum local strict pourf .

(c) Dans quel cas simple peut-on dire quea est un minimum global ?

Exercice 2 .SoientI un intervalle ouvert non vide deR, E un espace de Banach etf : I → E
une application de classeC 1.

1. Soita ∈ I. Montrer que pour tout(x, y) ∈ I × I avecx 6= y,∥∥∥∥ 1

x− y
( f(x) − f(y) ) − f ′(a)

∥∥∥∥ ≤ sup
z∈]x,y[

‖dfz − dfa‖ .

2. Soit
g : I × I → E

(x, y) 7→


1

x− y
( f(x) − f(y) ) si x 6= y

f ′(x) si x = y

(a) Montrer queg est continue surI × I.

(b) Montrer queg est de classeC 1 sur(I × I)\∆, où ∆ := { (x, x) ; x ∈ I }.
3. Soita ∈ I. On suppose quef est deux fois diff́erentiable ena, et l’on veut montrer queg

est diff́erentiable en(a, a).

(a) Quelle est la relation entref ′′(a) (dérivée seconde def au pointa) etd2fa (diff érentielle
seconde def au pointa) ?

(b) En supposant queg est diff́erentiable en(a, a), calculer un candidat pourdg(a,a) à
l’aide def ′′(a).

(c) Démontrer queg est diff́erentiable en(a, a).
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Exercice 3 .SoientΩ := { (t, x) ∈ R2 ; (t− x) x + 1 > 0 } et

f : Ω → R
(t, x) 7→ f(t, x) :=

√
(t− x) x + 1 − 1 .

1. L’ensembleΩ est-il ouvert, et pourquoi ? L’applicationf est-elle borńee surΩ ?

2. Existe-t-ilL ∈ R+∗ tel que

|f(t, x) − f(t, y)| ≤ L |x− y|

pour toust, x, y tels que(t, x) ∈ Ω et (t, y) ∈ Ω ?

3. On consid̀ere l’équation diff́erentielle

(E)
du

dt
= f(t, u) .

Il n’est pas question de chercher des solutions explicites de cetteéquation diff́erentielle.

(a) Soit(t0, u0) ∈ Ω. Montrer qu’il existe des intervalles ouvertsI et U avecU centŕe
enu0 tels que(t0, u0) ∈ I × U ⊂ Ω, ainsi que des réels strictement positifsM etL
tels que pour toutt ∈ I, pour toutx ∈ U , pour touty ∈ U ,

|f(t, x)| ≤ M et |f(t, x) − f(t, y)| ≤ L |x− y| .

(b) SoitJ ⊂ I un intervalle contenantt0 et de longueur strictement inférieureà celle de
U divisée par2M . En adaptant la preuve d’un théor̀eme du cours, d́emontrer qu’il
existeu ∈ C 1(J ; U) solution de (E) telle queu(t0) = u0.

(c) Supposons iciu0 = 0. Que vaut alors la solutionu ? On justifiera la ŕeponse en
faisant appel̀a un ŕesultat du cours que l’ońenoncera avec soin.

(d) Supposons maintenantu0 > 0. Démontrer queu(t) > 0 pour toutt ∈ J .

(e) Montrer qu’il existev ∈ C 1(−J ;−U) solution de (E) telle quev(−t0) = −u0.

(f) Existe-t-il une relation entreu etv, et si oui, laquelle ?

Exercice 4 .Soit E un espace de Banach. On noteIsom(E) l’ensemble des isomorphismes de
E : on rappelle que c’est un ouvert deL (E) (espace des applications linéaires continues deE
dansE, muni de la norme subordonnéeà celle deE).

1. Soit
Θ : Isom(E) → Isom(E)

u → Θ(u) := u−1 .

(a) En admettant queΘ est diff́erentiable, calculer un candidat pour sa différentielle.

(b) Démontrer queΘ est de classeC∞.

2. SoitU un ouvert deE, et une applicationf : U → E de classeC 2. On suppose que
dfx ∈ Isom(E) pour toutx ∈ U , et l’on consid̀ere l’application

ϕ : U → E
x 7→ ϕ(x) := x − (dfx)

−1(f(x)) .

(a) Démontrer queϕ est de classeC 1.

(b) Calculer la diff́erentielle deϕ.


